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APRESENTAÇÃO A 3º EDIÇÃO 


Este é 3º edição do segundo volume da Coleção Elementos da 
Matemática. O objetivo desta coleção é iniciar o preparo de pessoas, a partir da 
9º ano do ensino fundamental, para a aprovação nos processos seletivos mais 
dificeis do Brasil, de instituições como Colégio Naval, Epcar, ITA, IME, AFA. 
Escola Naval, USP, Unicamp, dentre outros, nos quais se exige mais do que 
simples memorização de fórmulas e de resultados. Deseja-se que o estudante 
adquira um senso critico de causa e efeito, embasado nos mais sólidos 
conceitos, O que o ajudará a raciocinar coesa e coerentemente na maioria dos 
assuntos e das disciplinas exigidas em tais concursos (não somente em 
matemática!). Mostrando, especificamente neste volume, a geometria de modo 
axiomático (ou, pelo menos, aproximando-se de tal), procura-se desenvolver tais 
qualidades. Consequentemente, o aluno também se prepara para olimpiadas de 
matemática, que está a alguns degraus acima dos grandes vestibulares do Brasil 
em relação ao nivel de dificuldade. 


O desafio inicial para os autores de um livro de geometria plana e definir a 
sequência com que os assuntos serão apresentados. Há dois motivos para a 
existência deste desafio: 1) se o assunto A é pré-requisito para o assunto B. 
então A deve vir antes de B no livro; 2) para não confundir ou desestimular o 
aluno, os assuntos mais complexos deve estar mais para o final do livro Estes 
motivos justificam, por exemplo, a razão pela qual a teoria sobre a semelhança 
de triângulos ser desenvolvida antes da teoria sobre potência de ponto e 
também o por qué da teoria sobre os pontos notáveis no triângulo figurarem 
mais para o final do livro. Entretanto, os autores deste livro são cientes que não 
existe um encadeamento ótimo para os assuntos. Fato este comprovado pela 
inexistência de dois livros de geometria plana que possuam exatamente a 
mesma sequência de apresentação dos tópicos. 


Com relação à segunda edição, lançada em 2009, foram incorporadas 
várias atualizações, tais como: 
1) introdução de novos exemplos resolvidos e exercicios propostos; 
2) acréscimo de novos tópicos teóricos, principalmente nos capitulos sobre 
circunferência e polígonos; 
3) melhoria na qualidade de definição das figuras, 
4) correção de alguns gabaritos; 
5) nova identidade visual; 
6) organização dos exemplos resolvidos e exercícios propostos em ordem de 
dificuldade; 
7) aumento do tamanho da fonte utilizada, motivo de muitas reclamações de 
leitores nas edições anteriores. 


Os autores deste volume esperam que as atualizações adotadas tornem a 
leitura a estudo deste livro em uma experiência mais agradável. 


A Colecao Elementos da Matemática está programada para apresentar 
toda a matematica elementar em seis volumes, a saber: 


Volume 0 - Álgebra, Proporção e Frações 
Autor: Marcelo Rufino de Oliveira 


Volume 1 – Conjuntos, Funções, Exponencial, Logaritmo e Aritmética 
Autores: Marcelo Rufino de Oliveira e Márcio Rodrigo da Rocha Pinheiro 


Volume 2 – Geometria Plana 
Autores: Marcelo Rufino de Oliveira e Márcio Rodrigo da Rocha Pinheiro 


Volume 3 - Seqúencias, Combinatória, Binômio de Newton, Probabilidade, 
Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares 
Autor: Marcelo Rufino de Oliveira e Manoel Leite Carneiro 


Volume 4 — Números Complexos, Polinômios e Geometria Analítica 
Autores: Marcelo Rufino de Oliveira 


Volume 5 — Trigonometria 
Autor: Marcelo Rufino de Oliveira 


Volume 6 – Geometria Espacial e Cálculo 
Autor: Marcelo Rufino de Oliveira e Márcio Rodrigo da Rocha Pinheiro 


Dificuldades há, sem düvida. No entanto, repudiam-se idéias do tipo que o 
aluno nào consegue aprender dessa ou daquela forma. Náo se deve 
menosprezar a capacidade dos alunos, nem mesmo seu interesse, sob pena de 
estar cometendo preconceitos ou precariedade na metodologia de ensino, 
respectivamente. Qualquer individuo ao qual se propóe o aprendizado de análise 
sintática e semántica, por exemplo, tem condigóes de compreender um estudo 
mais rigoroso e encadeado de geometria. Ao menos melhor do que o atual. Por 


experiencia propria. ja se comprovou que os benefícios superam bastante 
eventuais prejuizos. 


Os autores 
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Introdução: Linhas, Angulos e Triângulos 


1.1) INTRODUÇÃO À GEOMETRIA DEDUTIVA 

Da observação da natureza ao redor. assim como da necessidade de medir e 
partilhar terras, calcular volumes e edilicar construções. observar e prever os 
movimentos dos astros, surgiram tentativas do homem de explicar ou. pelo menos à 
principio. de utilizar as propriedades das figuras e dos corpos que encontrava ou. 
posteriormente, construía. Qual o motivo que faz uma abelha preferir construir a 
entrada do alvéolo em forma hexagonal a construi-la em forma triangular. que e um 
formato poligonal mais simples? Quando se constró um portão quadrangular de 
madeira, a estrutura não fica rígida (indeformável) enquanto não se utiliza um quinto 
pedaço. Por que uma estrutura triangular é estável, não necessitando mais do que tres 


pedaços para tornar-se rigida? 
LA A 
ESTRU TURAS RÍGIDAS 


ESTRUTURAS INSTÁVEIS 


Um conhecimento razoável de geometria (e. às vezes de outros assuntos, como 
álgebra ou fisica, por exemplo) clucida fatos como os acima. É claro. porém, que nem 
sempre a humanidade leve a mesma quantidade de inlormação que existe hoje. Tal 
volume de conhecimento variou muito no tempo e no espaço. Por vezes determinadas 
civilizações possuiam mais conhecimento matemático do que outras. ainda que 
contemporáneas ou, em não raros casos. de ¿pocas posteriores. Basta comparar. por 
exemplo, egipcios e babilônios antigos com vutros povos pré-helénicos ocidentais. 

Essas duas culturas já conheciam e utilizavam várias propriedades geométricas. 
Para exemplilicar, hà mais de cinco mil anos, os egipcios já se sabia que um triângulo 
que possui lados medindo 3, 4 e 5 (na mesma unidade, por exemplo. palmos de uma 
mesma máo) é retángulo. Os babilónios, que importaram muito do conhecimento 
matemático egípcio. já conheciam esse resultado (teorema de Pitágoras) em sua 
totalidade. Conhecia-se também o fato de que o comprimento de uma circunferência é. 
aproximadamente, o triplo do diàmetro da mesma. Que um quadrilátero com lados 
opostos de mesma medida possui tais lados paralelos. Que um quadrilátero com 
diagonais de mesma medida tem os quatro ángulos retos. 

Pode-se alirmar que, inicialmente, as propriedades que se buscavam tinham 
objetivos de cunho totalmente prático. isto é, serviam para resolver problemas 
particulares que surgiam num determinado trabalho, comumente a agrimensura. а 
arquitetura ou a astronomia. As duas últimas das propriedades listadas acima. por 
exemplo. objetivavam demarcar terrenos retangulares. Com quatro pedaços de bambu, 
dois com um mesmo tamanho e os outros dois também (não necessariamente com o 
mesmo comprimento dos dois primeiros). ajusta-se um quadrilátero, que ainda não e. 


obrigatoriamente, um retángulo (é denominado atualmente paralelogramo). Mas 
quando um ajuste final é feito de modo que dois últimos pedaços de bambu, de mesmo 
tamanho, sirvam de diagonais ao quadrilátero, PRONTO. Garante-se, agora, que o 
quadrilátero é um retângulo. Só como curiosidade, muitas propriedades como essas 
são utilizadas ainda hoje. por culturas distantes da tecnologia habitual (algumas 
regiões na Índia e na África. por exemplo). Mesmo em outros paises. como aqui no 
Brasil. a construção civil ainda usa também certos resultados geométricos 
empiricamente. 


1 om terreno na forma de um Um terreno na ferma de um 
paralelozramo qualquer retângulo 


Uma pergunta natural deve surgir neste ponto: quem ensinou as propricdades 
geométricas aos povos antigos? A principio. é fácil ver que os ensinamentos eram 
passados (como ainda hoje em algumas tribos) de geração a geração. A tradição dos 
mestres de obras perde-se no tempo. Mesmo assim, a resposta ainda está incompleta. 
A passagem de conhecimento deve ter tido algum início. E altamente provável que tais 
conclusões sejam advindas da observação da natureza с mesmo рог mcio de tentativa 
е erro. Quando se verificava. experimentalmente, que certo fato, repetidas vezes dava 
o mesmo resultado, previsivel, então a intuição ganhava força de persuasão e era 
passada adiante. com a certeza da experiência. Isso é que se chama de resultado 
empirico. Resumindo de modo grosseiro, os primórdios da geometria (em verdade, a 
primeira área da matemática estudada de modo destacado) a classificam como uma 
ciência experimental, em que intuição, comprovada por vários acertos anteriores, dita 
as regras. 

Por volta do século VI antes de Cristo, porém, uma revolução do pensamento 
humano começa a tomar forma. Filósofos gregos começam a indagar sc a simples 
aceitação de verdades impostas pelos mais experientes satisfaz, de fato, a natureza 
humana. Inicia-se a busca pelo verdadeiro conhecimento. com filósofos da estirpe de 
Socrates e de Platão, sendo que esse último sugeriu uma explicação de todos os 
fenómenos do universo por meio dos famosos cinco elementos (água, terra, fogo. ar e 
quinta-essência). cada um deles representado por meto dos hoje chamados solidos de 
Planio (divididos em exatamente cinco categorias). Rapidamente, essa linha de 
raciocinio ganha adeptos em várias partes. expandindo-se mais ainda graças à 
disseminação da cultura helênica pelos conquistadores de grande parte do mundo 
ocidental da época: os romanos. 

Novamente. sob uma visão sintética. pode-se dizer que. a partir desse periodo 
procurou-se JUSTIFICAR, de modo irrefutável, inegável, a maior quantidade (para 


nào dizer todos) de fatos possiveis (nào só os geométricos), o que vai de encontro à 
posigáo passiva assumida pelos aprendizes de outrora. 

Aproximadamente pelo século V aC. surgem us primeiros matematicos 
profissionais (ou propriamente ditos, desvinculando-se da filosofia pura). como Tales 
de Mileto, que aprendeu muito com discipulos de Platão e com egipcios. e um de seus 
pupilos. Pitágoras de Samos, os quais loram grandes responsáveis pelos primeiros 
progressos concretos em busca de uma matemática que não dependesse apenas. ou 
principalmente, de intuição, sendo Tales considerado o par das explicações formais de 
propricdades por meio de outras ja conhecidas anteriormente (demonstração). 
Pitágoras [oi fundador de uma espécie de seita, os pitagóricos, que pregava a 
supremacia da matemática (destacadamente, dos números) no universo, bem como a 
idéia de que "tudo são números”. O resultado geométrico mais famoso do mundo с 
denominado teorema de Pitágoras. apesar de haver indicios de que ele já era 
conhecido e utilizado vários anos antes. Provavelmente, a homenagem é feita ao lider 
da congregação de que se lem registro claro de alguém (não necessariamente 
Pitágoras) que provou a validade do resultado, de um modo geral. Contudo, o maior 
fenómeno matemático de todos os tempos estava por vir. quando. entre dois e tres 
séculos antes de Cristo, um professor da universidade de Alexandria, Euclides, reuniu. 
organizada e formalmente, todo o conhecimento matemático de sua época numa obra 
de treze volumes (ou capitulos): os ELEMENTOS, com mais de mil edigóes (desde 
1482) até os dias atuais, facanha possivelmente superada no mundo ocidental apenas 
pela Biblia, 

Sem dúvida, a principal novidade introduzida por essa grande obra foi o método 
axiomático ou dedutivo de estudo. que consiste basicamente em algumas idéias e 
propriedades elementares, aceitas naturalmente, as quais servem de base a toda 
construção seguinte, definindo novos termos a partir dos preexistentes, e justificando 
(deduzindo) TODAS as propriedades não elementares, por meio das iniciais e das já 
justificadas anteriormente. 

Durante praticamente dois milênios. os Elementos foram utilizados como obra 
de referência no ensino de geometria, sendo que em muitos lugares como obra 
exclusiva. A partir do século dezoito, a supremacia dos Elementos foi posta em 
cheque por grandes matemáticos da época, os quais. em última análise. procuraram 
aperfeiçoar o raciocínio contido na obra, especificamente em uma das propriedades 
aceitas como verdadeira, o postulado V, que será visto após. Em meados do século 
dezenove, verificou-se que o raciocinio empregado nos Elementos não era de todo 
correto, com o surgimento de outras geometrias (nào euclidianas). bem como com o 
desenvolvimento da lógica matemática. Apesar disso, não resta dúvidas acerca da 
importância desse livro monumental como um verdadeiro marco na história da 
matemática, 


E A AT Р, Ê > 
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1.2) NOÇÕES (IDÉIAS) PRIMITIVAS 

Perguntando-se à um bom professor de matemática o que é um triângulo, por 

exemplo, é possivel obter-se à seguinte resposta: 

“Dados três pontos não colineares, um triângulo é a união dos segmentos de reta 

com extremidades em dois desses pontos”. 

Seria absolutamente natural (e necessário) o surgimento de dúvidas na forma de 

“sub-perguntas”, tais como: 

- O que é um ponto? 

- O que são pontos colincares? 

- O que é um segmento de reta? 

O mesmo professor, interessado, provavelmente responderia: 

- Pontos colmeares são aqueles que compartilham uma mesma reta. ou ainda, 
aqueles que estão alinhados. 

- Segmento de reta é uma porção, parte ou subconjunto de uma reta. de modo 
que certos pontos (interiores) estejam entre outros dois (extremidades). 

Natural ainda seria o prolongamento das dúvidas, como. por exemplo: 

- Oque é uma reta? 

Alguns professores respondem a essa questão do seguinte modo: 

- Reta é um conjunto de pontos. 

Uma circunferência, todavia. também é um conjunto de pontos. não 
correspondendo, porém, à noção usual que se possui de reta. É possivel que alguém 
acrescente a palavra alinhados após o termo “pontos”, tentando elucidar a questão. No 
entanto. extraindo prefixo e sufixo de alinhados, resta o radical Zuha, que nada mais с 
do que um sinónimo de reta no contexto. Ou seja. “deliniu-se” reta por meio de outras 
palavras que levam à original: reta. 

Ora. definir quer dizer dar significado a termos por meio de outros termos. 
supostos conhecidos previamente, com total segurança. No processo de definições dos 
termos relacionados a um certo assunto, podem ocorrer somente três casos: 

a) Define-se, sempre, um termo por meio de um termo novo. Isso, contudo, gera 
logo uma impossibilidade humana: a necessidade de uma quantidade sem fim 
de novas palavras. Existe algum dicionário com infinitos vocábulos? É claro 
que nào. Dai, esse primeiro caso deve ser excluida, por tratar-se, realmente, 
de uma impossibilidade. 

b) Utilizam-se definições cíclicas, isto é, o processo volta a uma palavra que já 
foi utilizada anteriormente. Por exemplo, ao se procurar o significado do 
termo hermenéutica. pode-se encontrar a seguinte seqüencia de sinónimos: 
Hermencutica > interpretação — explicação — explanação > explicação. 

O que ocorre. assim, é que explicação é definida. em última análise, por meio 
da mesma palavra. explicação. Isso, entretanto, não pode ser utilizado como 
uma definição rigorosa, no sentido matemático dado ao termo definir. 

с) Accitam-se alguns termos sem definição formal. os quais servirão para 
definir. formalmente, todos os demais termos seguintes. Nesta opção, deve-se 


М 


n rM UTE e SEP PII ERA FUERO TA AI 2 


admitir que os termos náo definidos tém seu significado claro a um maior 
número possível de pessoas, que o absorveram através da experiência de 
vida, da obscrvação, do senso comum. 


A matemática, num estudo axiomático de uma determinada teoria, adota a 
última das trés posturas apresentadas, por nào haver melhor. Desse modo, admite-se a 
menor quantidade possível de conceitos elementares sem definição. de forma a poder 


definir 


todos os demais conceitos. Essa posição ideológica já era utilizada por 


Euclides. nos seus Elementos, e é uma das principais conquistas do pensamento 


humano. 


Surgem, assim, as nocóes primitivas, que sào aqueles termos admitidos sem 
definição, mas que terão uso bem limitado por certas regras (os postulados, a serem 
vistos mais tardc). 

As nocóes primitivas inicialmente adotadas neste curso sáo: 


|. PONTO: representado por letras maiúsculas do nosso alfabeto: A. В. C. P, Q. 


to 


ыз 


etc. Apesar de nào servir como definição. Euclides dizia que "ponto é algo 
que nào pode ser dividido nas suas partes”, Essa frasc ajuda a aguçar a 
intuicào. mas nào serve matematicamente falando por introduzir termos como 
"ser dividido" e “partes”. É importante a idéia de que um ponto nào possui 
dimensão (“tamanho”), Pode-se ainda concebé-lo como ente formador dos 
demais entes geométricos. uma espécie de «omo geometrico, no sentido 
original da palavra (INDIVISI VEL). 
"ES >< 

RETA: representado por letras minúsculas do alfabeto: г, s, t, etc. Na 
concepção comum, inclusive a adotada nestas linhas. uma reta pode ser vista 
como uma das margens de uma longa (teoricamente, infinita) estrada sem 
curvas. Nada que se possa visualizar por completo, porém, é capaz de 
representar perfeitamente uma reta, já que ela deve ser entendida como 
ilimitada, isto é, que pode ser percorrida indefinidamente, e infinita. ou seja. 
partindo de um de seus pontos, sempre num mesmo sentido de percurso, 
nunca mais se volta ao mesmo lugar. Por isso. às vezes. ha certa preferência 
em representá-la com setas duplas, indicando a continuidade nos seus dois 
sentidos. 


. PLANO: representado, em geral, por letras gregas minúsculas: a. В. x, сіс. É 


interessante. perceber a relação que existe entre plano e expressões como: 
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terreno plano (sem buracos ou elevacóes); planicies (no mesmo sentido); 
aplainar (ou aplanar). que é tomar uma superficie lisa, como o que um 
pedreiro faz após rebocar uma parede, por exemplo. Também é usual, mas 
nào obrigatório, utilizar um retângulo (ou outra figura, como um triángulo) 
em perspectiva (vista tridimensional) para visualizar um plano. É importante 
notar que há várias representações de planos ao redor: o plano do quadro, o 
plano do chào, o do teto. o do papel, dentre outros. Entretanto. é fundamental 
ter em mente que nenhuma dessas representações é perfeita, uma vez que, 
como uma reta, um plano deve ser considerado ilimitado, sem fronteiras ou 
bordas, e infinito, podendo se prolongado em duas direções ou em 
composições destas. 


OBSERVAÇÃO: Define-se ESPAÇO como o conjunto de todos os pontos. 


1.2.1) Proposições 

Uma proposição é qualquer afirmação que se faça acerca de propriedades 
envolvendo um ente, geométrico ou não. 

As proposições funcionam como reguladores das propriedades do objeto em 
estudo. Após conceitos e definições, são as proposições que vão edificando o 
desenvolvimento de determinada ciência. 

Classificam-se as proposições matemáticas de dois modos: 


1.2.1.1) Proposições Primitivas 

Também denominadas postulados ou axiomas (apesar de  Kuclides. 
originalmente, fazer distinção entre esses dois termos, o que não será feito aqui), dai o 
nome do estudo feito aqui ser axiomático. As proposições primitivas são aquelas 
accitas como verdades intuitivas. absolutas, sem necessidade de um processo 
justificativo encadeado, rigoroso е lógico, matematicamente chamado de 
demonstração. 

A priori, pode parecer contlitante defender inicialmente uma posição contrária à 
aceitação passiva de propriedades e em seguida afirmar que algumas propriedades 
devem ser realmente aceitas de modo peremptório. Para alguns, menos experientes, 
parece muito estranho a Matemática, uma ciência exata, aceitar alguns (mas não todos 
os) fatos. por mais básicos que sejam. Tal contradição aparente some, contudo, ao 
analisar-se criteriosamente o método axiomático. Assim como ocorreu no tocante às 
definições, a idéia é justificar a maior quantidade de fatos possivel. De que mancira se 
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faz isso, porém? Através de outros fatos. cujas verdades já foram verificadas antes. E 
assim sucessivamente. Mas, desse modo, a única saida aceitável é admitir alguns fatos 
sem justificativa formal, em menor quantidade possivel, que servirão como ponto dc 
partida da longa estrada de demonstrações de propriedades. As outras duas maneiras 
de encarar a situação, como se viu antes, são matematicamente impraticáveis. Não 
convem criar, eternamente, resultados anteriores. nem muito menos utilizar a 
propriedade que se quer demonstrar para provar a si mesma. 

Agora, fica mais fácil compreender que o conjunto de propriedades elementares, 
admitidas sem prova formal. é imprescindivel. Mais que isso. deve-se ter em mente 
que a escolha de um tal conjunto pode até ser arbitrária. Historicamente, a decisão de 
utilizar os postulados adotados por Euclides foi motivo de muitas discussões. até que 
eles foram aprimorados no fim do século dezenove e começo do século vinte. por 
grandes matemáticos. destacando-se Hilbert. Apesar das conclusões posteriores de 
incompleteza ou de inconsistência de Gódel. o que se utiliza hoje ainda tem suas bases 
nos trabalhos de Euclides e de outros, como do próprio Hilbert e de Pogorélov. Mas 
isso é outra história... 

Alguns dos postulados basicos da geometria são os seguintes: 


aa 


a) Postulados de Existência 
a.1) Numa reta, bem como fora dela, há tantos pontos quanto se queira (nào 
somente um milhão, ou um trilhão, mas sim infinitos pontos). 


a.2) Num plano. ou fora dele, há infinitos pontos. 
Perceba-se que o papel desses postulados é regrar idéias tais quais a reta e o 
plano são conjuntos infinitos de pontos. 


b) Postulados de Determinação 
Em geometria, DETERMINAR significa a garantia da existência de um único 
ente, sob certas condições. 


b.1) Dois pontos distintos determinam uma reta. Isto é, existe uma só reta 
passando por dois pontos diferentes dados. 


Não é mais uma reta 
mdi 
A A P 


Por um ponto, parece Por dois pontos distintos. 
passar mais de uma reta passa apenas uma reta. 


ааа. 


b.2) Trés pontos nào alintiados RIE ainda. não E Penne um 


plano. 
| 
a 
A 
B 
| | 
Por duis pontos distintos, apenas. Por trés pontos não colineares 
parece passar mais de um plano. passa um Único plano 


como as várias posições assumidas 
por uma porta. todas passando pelas 
dobradiças. 


OBSERVAÇÃO: Note-se que a palavra distintos está ressaltada. uma vez que, 
eventualmente e com vistas a generalizações. a idéia de dois (ou mesmo mais que 
isso) pode significar só um, em Matemática. Um exemplo clássico desse fato 
aparentemente extraordinário é a resposta mais simples à seguinte pergunta: quantas 
raizes (complexas) possui uma cquação polinomial do segundo grau? A resposta, 
genérica, é DUAS. Como se sabe, entretanto, às vezes uma equação quadrática 
apresenta raiz dupla e. nesse caso, as duas raizes “fundem-se” numa só. 

Assim. quando se usa uma frase do tipo “dois pontos DIFERENTES 
determinam uma reta”, deseja-se excluir a possibilidade mostrada de que, 
teoricamente. os dois pontos possam estar representando o mesmo lugar geométrico. 
isto é. que os pontos sejam coincidentes, na prática um só. Infelizmente, tal tipo de 
atitude ainda é, hoje em dia, usada por quem deseja fazer perguntas capciosas, que 
induzem o aluno ao erro. Por isso, deve-se alertar o estudante para tais tipos de 
estratégias ardilosas. 

Apenas complementando, deve-se perceber que quando se fala em três pontos 
nào colineares, elimina-se automaticamente a possibilidade de dois deles serem 
coincidentes. 
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c) Postulado de Inclusáo 
Se dois pontos distintos de uma reta pertencem a um plano, então todos os 


pontos da rcta também pertencem ao plano. Em linguagem de conjuntos, a rcta estará 
contida nesse plano. 


d) Postulado das Paralelas 

Existem várias formulações equivalentes do postulado das paralelas. A 
considerada mais simples delas e a encontrada no livro escrito pelo matemático 
escocês John Playfair (1748-1819): 

"Por um ponto fora de uma reta nào se pode tracar mais que uma reta 
paralela à reta dada." 

O postulado das paralelas também é conhecido como o “5” Postulado de 
Euclides”, exatamente por ocupar a quinta (e última) posição no conjunto dos cinco 
postulados enunciados no livro Elementos de Euclides. Os resultados deste livro 
aparecem como "proposicóes" e cada uma sào demonstradas utilizando-se somente as 
proposições anteriores. Assim, acreditava-se que o 5” Postulado de Euclides poderia 
ser demonstrado a partir dos outros postulados. Durante muitos séculos vários 
matemáticos dedicaram suas carreiras para tentar demonstrar o postulados das 
paralelas. O matemático italiano Girolano Saccheri (1667-1733) publicou um artigo 
no qual (acreditava ter) demonstrado o postulado das paralelas pelo método de 
redução ao absurdo. Na verdade, descobriu-se posteriormente que a série de teoremas 
demonstrados por Saccheri náo levava a nenhuma contradicáo. 

O caso mais famoso de tentativa de demonstrar o postulado das paralelas deve- 
se ao matemático francés Adrien-Marie Legendre (1752-1833). Além de ser 
responsável por resultados importantes na Matemática Pura e Aplicada, Legendre 
tornou-sc bastante conhecido devido a ser autor de um livro de geometria (Elements 
de Geometrie) que dominou o ensino da geometria por mais de 100 anos e foi 
traduzido para várias linguas. sendo usado inclusive no Brasil por muitos anos (foi 
editado 25 vezes!) Nas diversas edições de seu livro de 1794 a 1833 Legendre 
publicou e republicou suas demonstracóes para o postulado das paralelas. sempre 
reparando seus erros anteriores. 

Foi por causa de erros deste tipo que. por volta de 1830, os matemáticos 
passaram a acreditar que o postulado das paralelas nào pudesse ser demonstrado a 
partir dos outros. Nesta época o matemática húngaro Tánus Boluai (1802-1860) e o 
russo Nicokolai Ivanovich Lobachevsky (1792-1856) publicaram. de forma 
independente um do outro, trabalhos em que justificavam que se podia construir uma 
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geometria independentemente do postulado das paralelas. É a chamada geometria nào- 
cuclidiana, ou scja, geometrias que negam o postulado das paralelas. 


1.2.1.2) Teoremas, Leis, Principios, Lemas, Corolários 
São as proposições que só podem, ou antes, só devem ser aceitas mediante a 
justificativa matemática já citada previamente: a demonstragáo. 


Exemplos: 


1) Provar que duas retas distintas náo podem ter mais de um ponto em comum. 

Solução: 

HIPÓTESE: r = s; А е В € ге 5 (perceba-se que esta não é o único modo de formular 
a hipótese. É, porém. um dos mais eficientes). 

ТЕЅЕ: А = B 

Deseja-se provar que, havendo mais de um ponto comum às retas distintas r e s, tais 

poutos devem ser, em verdade, um só. 

Suponha-se, entretanto, que A e B fossem distintos. Não há problema em fazer isso, já 

que. à esta altura, ainda nào se demonstrou a tese. O que nào se pode é contrariar, em 

detalhe algum, a hipótesc. 

Se A e B forem diferentes, sabe-se. devido ao postulado de determinação. que haveria 
ima única reta passando por eles. Como tanto A quanto B pertencem a r e a s, a única 
aida с impor que r = s. Isso, contudo, contraria a hipótese, já que r = s é um dos 
iontos de partida para a afirmação. De onde surgiu tal contrariedade? Do postulado de 

determinação? Com certeza. NÃO! O impasse é oriundo exclusivamente do fato de 

supor que A = B. Assim, tal fato jamais pode ocorrer juntamente com a hipótese. o 

que garante que А = B, como se queria demonstrar. 


2) Uma reta náo contida num plano náo pode ter mais de um ponto em comum com tal 
plano. 

Solução: 

HIPÓTESE: rz а; A,B e rna. 

ТЕЅЕ: А = B 

Suponha-se, por absurdo, que A + B. Se uma reta г роѕѕш dois de seus pontos 
distintos num plano a, então ela deve ter todos os pontos em tal plano, ou seja, r C а. 
Е aceitável querz a e que rc a. simultaneamente? É óbvio que nào. O que deve ser 
descartado, por conseguinte? A hipótese ou algo que conclui após negar a tese? A 
segunda opção é a única passivel de accitacáo, já que a hipótese é inalterável. Logo, a 
tese nào pode ser contrariada. isto é, a tese DEVE SER VERDADEIRA, e o teorema 
está demonstrado. 


1.3) LINHAS 
1.3.1) Segmento de Reta: Seja r a reta que passa por dois pontos distintos A c B. 
Defini-se segmento de reta como a reunião dos pontos pertencentes à reta гс que estão 
entre À e B. incluindo estes dois pontos. 
Deste modo. dados dois pontos distintos A e B, o segmento de rela AB é representado 
da [orma abaixo. 

AR THA. B! u 1X X está entre A e B}. 
n г А cB são as extremidades de AB. X é 

ponto no interior de (ou interno a) AR. 


^ 


Deline-se, também, segmento nulo (ou degenerado), no caso que А e B coincidem. 
Obs: "Estar entre dois pontos” é uma noção primitiva que nào será detalhada aqui. 


1.3.2) Semi-reta: Dados dois pontos distintos A e B, define-se a semi-reta AB como a 
reunião do segmento de reta AB com o conjunto dos pontos P, pertencentes à reta que 
passa por A e B. tais que B está entre A e P. Neste caso. o ponto Á é designado como 
origem da semi-reta. 
A representação geométrica de uma semi-reta é a seguinte: 
AB = AB U ‘P/B está entre A c P}. 
y г А e B são as extremidades de AB. X é 
ponto no interior de (ou interno a) AB. 


1.3.2.1) Semi-retas opostas: Se A está entre B e C, as semi-retas AB e AC são 
opostas. 


B A C 


1.3.3) Segmentos Consecutivos: Dois segmentos de retas sáo consecutivos quando 
uma extremidade de um coincide com uma extremidade do outro. 


Exemplos: 
В 
^ C 


^ É n 
Nestas duas figuras temos que ABe BC são segmentos de reta consecutivos 


1.3.4) Segmentos Colineares: Dois segmentos de reta sáo colineares quando estáo 
sobre uma mesma reta. Por exemplo: 


— M == AR e CD são segmentos de reta colineares. 
A B C D 
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.3.5) Segmentos Adjacentes: Dois segmentos de retas consecutivos e  colinear es são 
sq. se possuem em comum somente uma extremidade. 


Por exemplo, na figura abaixo AB e BC sáo segmentos de reta adjacentes. 


AC e BC, embora consecutivos, nào 
A B C são adjacentes, pois АС BC = BC. 


1.3.6) Congruéncia de segmentos: A congruéncia (simbolizada por =) de segmentos 


é uma noção primitiva dentro da gcometria plana que obedece aos seguintes 
postulados: 


1) Reflexiva: AB=AB: _ ыу 2 
ii) Simétrica: Se AB= AC então CD = AB; NOT 
111) Transitiva: Se АВ = CD e СЮ = EF então АВ = EF. 


3.7) Comparação de Segmentos: Dados dois segmentos AB e CD, podemos obter 
па semi-reta AB um ponto P tal que AP s CD. Temos três casos a considerar: 


С A С ^ C ^ Postulado do transporte de 
segmentos 
A B 
&— ——3;4————e 
B 
D P D B=P D p 
s 
B B 
Dados um segmento de reta AB e 
semi-reta de origem A`, existe um 
único ponto B' sobre esta semi-reta 
tal que A' A'B seja congruente a ^B. 
1° caso 2" caso 3" caso 


No 1º caso, como o ponto P está entre A e B, temos que AB» CD. 
No 2" caso, como P e B coincidem, então АВ = CD. 


No 3" caso, como B está entre A e P, afirmamos que AB«CD. 


> == а ась -IR 


1.3.8) Adição de Segmentos de Reta: Dados dois segmentos de reta АВ е CD. 
constrói-se sobre uma reta r qualquer o segmento soma de AB e CD tomando-se 
sobre r os pontos P. Q e R de modo que PQ = ABe QR = CD, como ilustrado abaixo. 


O segmento de reta PR é. por definição, o segmento soma de AB e CD. 


Assim, diz-se que PR =AB+CD 


1.3.9) Medida de um Segmento de Reta: A todo segmento de reta (náo-nulo) 
associa-sc um número rcal positivo, denominado medida (ou comprimento). que 
satisfaz, por definição, as propriedades seguintes: 

1) Dois segmentos de reta são congiuentes se, e somente se, possuem igual medida; 
ii) Um segmento de reta é maior que outro se, e somente sc, sua medida é maior que a 
deste outro; 
iii) Um segmento que é soma de dois segmentos possui medida igual à soma das 
medidas destes dois segmentos. 


Para a determinação do número que fornece a medida de um segmento de reta AB 


- AB TAM 
deve-se calcular a razão UV" cm que UV é tomado como sendo o segmento de reta 


que possui comprimento igual a um. 
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1.4) DIVISÃO DE SEGMENTOS: DIVISÓES HARMÓNICA E ÁUREA 


1.4.1) Definições 
Seja AB um segmento de reta, não nulo. Considere-se um ponto sobre a reta 
PA 


PB' 
denominada razão de divisão (ou de secção). Sc P pertence a AB, a divisão é interna. 
Senão. a divisão é dita externa. Exemplos: 


AB. distinto de A e de B. Diz-se então que P divide AB па razão K=— 


2cm dem 3em 
— —9———9—— — —$9————$——— 
А Р, В Р, 
PA 2 1 
P, divide internamente AB na razão A ===. 

PB 4 2 
T" — PA 9 

Р. divide externamente AB na razão TB =7=3 
2 > 


Além das divisões supra indicadas, hã várias outras. Como exemplo, A divide 
. AB 6 2 ПЕРЕ а 
externamente BP,, segundo а razáo ab. "6 = —, a qual pode scr ainda indicada por 


> (lê-se se “dois para três). Quando um ponto M divide um segmento AB de modo que 
AP = PB. então denomina-se M ponto médio do segmento de reta AB. 


Observação: Apesar de não se adotar tal postura aqui, a definição mais geral de 
divisão de um segmento por um ponto exige que se adote o conceito de segmento 
orientado (vetor). Entretanto. essa idéia sera adotada implicitamente. quando lor 
alirmado, no exemplo anterior, que A divide externamente BP, na razào 2:5, enquanto 


A divide externamente P,B na razáo 3:2 =” АБ, |. 
\ AB) 


Vetorialmente falando, admitem-se razões nevalivas (se, e somente se, a divisão 
for interna). Neste texto, porém, considerar-se-ão apenas razões de divisão positivas. 


1.4.1.2) Teorema: Dados um segmento qualquer AB (não nulo) e um número real 
positivo Kl, existem exatamente dois pontos que dividem AB па razão К, sendo um 
dos pontos interno e outro externo. 

Demonstração: 


f , T ¿ ; 
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y ror B Seja P um ponto do interior de AB. tal quc E =K#l. Se P 


р' 


for também um ponto do interior de AB, de modo que = К, suponha-se, para 


T : , PA P'A P'P+P'A P'A 
fixar idéias. que P'A < PA. Daí: — = o ———— »— © 
PB P'B P'B-P'P P'B 
PP.PB-TP'A.PB-PA.PB-PP.PA © 
PP.(PB+PA)=0 © PP.AB=0 PA PP=0 & P*=P, o que seria um 
absurdo. admitindo P'A < PA. 

De modo inteiramente análogo, é fácil provar que o caso P'A > PA também gera 
uma contradição. Portanto, deve-se ter PPA = PA, o que acontece, para P e Р” no 
interior de AB, se, e somente se, P^ = P. Logo, há um único ponto que divide AB. 
internamente, na razáo K. 

A demonstração no caso em que o ponto é externo é inteiramente análoga e fica como 
exercicio. 


Observação: 


dm em Sem dem Sem 


P, é o único ponto que divide internamente AB na razão 3:7. 


"T — E : Р, " P,B 
Note-se que P: divide internamente AB na razão 7:3, igual а —, e nào а —. 


Р.В P,A 


Similarmente. Q, e О» são os únicos pontos que dividem externamente AB na 
razão 1:3 с 3:1, nesta ordem. E importante notar que, orientando um segmento existe 
um único ponto interno e um única ponto externo que o dividem numa razào pré- 
fixada. 


1.4.2) Divisão Harmônica: Sejam P e Q pontos respectivamente do interior e do 
exterior de um segmento AB. Diz-se que P e Q dividem harmonicamente AB quando o 
Q^ к 

QB 
É também usual dizer que P e Q sáo conjugados harmónicos de AB. segundo a 
razão К. e que a divisão realizada por eles em AB é harmónica. 


sis ; "un PA 
dividem interna e externamente na mesma razao, Isto е, quando к= 


Exemplos: 


1) Determine a razão com que A e B dividem o segmento PQ: 


15 5 10 
8 PA Q 
Solução: 
P e Q dividem interna e externamente AB sob mesma razão, isto é: 
En = a zd с La z Mai EA z QA 2A o que significa quc P e Q dividem 


=- > — 
PB 15 3 ОВ 30 35 PB QB 5 


M XN N y 
Qual deve ser o valor de (, na figura, de modo que M e N dividam XY 
harmonicamente? 
Solução: 
MX NX 6 2 
— = — O — =- cs {= 4 
MY NY (48 € EM 
Jote-se que. nesta situação. M e N dividem XY  harmonicamente na razão 
«(Sx Nx 


eve-se impor que: 


= 3, os pontos X e Y 


ds XM 6 Y 12 
E interessante perceber que. como — = — 
XN 2 


também dividem MN harmonicamente, só que segundo outra razão: K'=3. 


3) Determinar x de modo que, na figura a seguir, Q e S dividam harmonicamente РК. 


3х-2 \ w-d 


Solução: 
QR SR X 6x —4 
—— © —= 


SP 2x-2 9x-6 


Deve-se ter: o 9x '- 6x = 12x 20х +8 с 


3x'- 14x + 870 


Resolvendo, obtém-se: x = 4 ou x = —. Note-se, porém, que x = — não convém, pois, 


Lo | to 
EE) 


aconteceriam: PQ =-— e RS = 0. 


wjr 


R 4 
Logo. x = 4 e portanto Ж std Do 3 
QP SP 6 
Novamente, é fácil ver aqui que R e P também dividem QS harmonicamente, só que 
na razào бе ы bal #К = 2:3. 
RS PS 5 


1.4.3) Teoremas Básicos 
1.4.3.1) Sc P e Q dividem harmonicamente AB segundo uma razão К x 1, então A c 
= 


B dividem harmonicamente PQ, numa razão K'. tal que: K'= 


+1| 
Demonstração: 
A А AP BP 
Suponha-sc que DA EN Q =K. Então: — = — =K'. o que mostra que Ac B 
PB QB AQ во 
dividem PQ harmonicamente. 
Q B P A 
Se K > 1. então ocorre a configuração acima. Dai: 
PA-K.PBcQA-K.QB > QB+BP+KPB=KQB > 
х ки PB K -1 
QBIK- 1) = РВК +1) © =K'= 
QB К +1 
, é = M l-K 
No caso em que 0< K < I, fica como exercicio provar que K*= "FIL 
+ 
P УК #1 е Баш Шш 
ortanto, 2 | tem-se: 
К +1 Ne +1 


Obscrvação: O caso cm дис К = 1 significa que um dos conjugados harmônicos (o 
interno) é o ponto médio do segmento. O outro conjugado (externo) é um ponto 
impróprio (infinitamente afastado sobre a reta suporte do segmento). 


1.4.3.2) Sendo M o ponto médio do segmento AB, o qual está dividido interna e 
externamente pelos pontos P e Q, tem-se que tal divisão é harmônica se, e somente se, 


АВ? 
PM . ОМ = AM . ВМ = —- 


Demonstração: 


=—— O 
Q ^ P M B 


+ 


Suponha-se que 


—— = —— , Sem perda de generalidade, tome-se a razão de divisão 
PB QB 
menor que 1. 

‚ PA QA AM-PM  QM- AM 
Dai: —— = — e ——— = ———— 

PB- QB BM+PM ОМ + ВМ 

AM.QM + AM.BM - PM.QM - РМ.ВМ = 
= BM.QM - BM.AM +PM.QM-PM.AM e 


AM=BM 
А 


АВ? 
2.PM.QM = 2.AM.BM o РМ.ОМ = AM.BM = Р? 


А 
Avis "É 


A volta segue o caminho inverso e fica como exercício. 


PA А 
1.4.3.3) Sendo AB = £ e TB = d К 4 1, em que P e Q dividem harmonicamente 
D D 
— Li LI 2K ü 
AB, então a distância entre os conjugados é PQ = [-к'| 
Demonstração: 
uponha-se К > 1. A Pos 0 


nicialmente, pelo item 1.4.3.1, temos que ВО = pal - 3i 
Além 01550; AB = РВ + РА = PB + K.PB = PB(1 + К). 


(1+K) 2 2 
Então: PQ = PB + BQ = PB + РВ! — leds ap. A s 2: 


PB2——.—— = ———.(. 
(K-1) K-i Kx ek O E 
2K 
O caso em que 0 < K < | produz: PQ = TT £. Assim, em qualquer situação: 
эк 
РО 28 


deg 


1.4.3.4) Divisão Áurea: Seja AB um segmento de reta. Diz-se que um de seus pontos 
. bom А РА РВ РВ РА . 
internos P o divide auricamente quando: — = —| ou — = ER Nestas condições. 

AB PA AB) 
P é denominado ponto de ouro (ou áurco) de AB. Tem-se ainda que PB (ou PA) é o 
segmento áureo de AB. 


PA PB PB PA 
PB АВ РА AB 


Note-se que, em qualquer caso, o segmento áureo é a média geométrica entre o 
segmento dado (AB) e a diferença deste e o segmento áureo. Isto €, sendo AB = ‘а 
medida x de um de seus segmentos áureos será tal que: 
EU ac aas =(.((—x) 

X C 

-(x t5 


Logo: X! «.x- C 20e» x > 


\ 
Е : 5-1 
Descartando a medida negativa X = d 7 
\ 


sá 4 . әу ; J {1 j 4 
Ф.Х e or a Ха nt me! aiao de tam dinear A E M ^et N 8 ual ce - 


1.5) CONVEXIDADE E CONCAVIDADE - 


1.5.1) Região Convexa: Uma região S é denominada de região convexa se, e somente 
se. para quaisquer pontos distintos A e B de S o segmento de reta AB está 
completamente contido em S. 

Por exemplo. a região abaixo é uma região convexa: 


1.5.2) Região Côncava: Uma região S é denominada de região concava se. e somente 
se. existem dois pontos distintos A e B de S de modo que o segmento de reta AB não 
está completamente contido em S. 

Por exemplo, a regtáo abaixo é uma região côncava: 


MÀ 


t.6) ÂNGULOS 


1.6.1) Definição 

Dadas duas semi-retas de mesma origem. denomina-se ángulo (geométrico) a 
uniào dessas semi-retas. Os lados do ángulo sáo tais semi-retas e o vértice do ángulo e 
a origem comum aos seus lados. 


а 


Ángulo de vértice em О e de lados Оа е Oh: 
aOb ou ZaOb ou. caso nào haja motivo para 
b contusão. simplesmente O. 


1.6.2) Interior de um Ângulo 


Os pontos da região hachurada definem o interior 
do um ângulo AOB. 


O interior de ângulo é uma regido convexa. 


Os pontos do interior de um ángulo são 
denominados de pontos internos ao ângulo. 


1.6.3) Exterior de um Ângulo 


md Os pontos da região hachurada delinem o 
exterior do ángulo AOB. 


O exterior do ângulo é uma região côncava. 


Os pontos do exterior de um ângulo são 
denominados de pontos externos ao angulo. 


Le ca 


-= > х 
Р of Pr P 


1.6.4) Angulos Consecutivos: Dois ángulos são consecutivos se um lado de um deles 


coincide com um lado do outro. 
Por exemplo. nas figuras seguinte os ángulos aÔb e aOc são consecutivos. 


> a 


b 


O 


1.6.5) Angulos Adjacentes: Dois angulos sáo adjacentes se e somente se sáo 
consecutivos e náo possuem pontos internos comuns. 
Na figura abaixo os ángulos aOb e aOc sáo adjacentes. 


c 


1.6.6) Ángulos Opostos Pelo Vértice: Dois angulos sáo opostos pelo vértice se Os 
lados de um são as respectivas semi-retas opostas aos lados do outro. 

Por exemplo. na figura temos que as semi-retas DA e OC são opostas. bem como as 
semi-retas OB е OD também são opostas. Tem-se então quc ЛОВ e СОР são ângulos 
opostos pelo vértice, da mesma forma que AÔD е BOC também são opostos pelo 


vertice. 


1.6.7) Congruéncia de Angulos: A congruencia (simbolizada por =) de ángulos é 

uma noção primitiva dentro da geometria plana que obedece aos seguintes postulados: 
i) Reflexiva: АОВ = АОВ: 

ii) Simétrica: Se АОВ = CÓ'D então CÓ'D = АОВ; 

iii) Transitiva: Se АОВ = CÓ'D e CÓ'D = EÓ"F então АОВ = EÓ"F. 


1.6.8) Comparacáo de Angulos: Dados dis ángulos AÓB e CÓ'D. pode-se obter no 


semi-plano com origem em OA e que contém B uma semi-reta ОР tal que AOP = 
CÓ'D. Temos três casos: 


D D | 

O C о C O C 

4 
B Р 
р 
B 
—> 
O A o A 
I? caso 2" caso 3" caso 


No 1° caso, como o ponto P está no interior de АОВ. temos que АОВ > СОР. 
p que: 4 
No 2" caso, como P e B pertencem à mesma semi-reta, então АОВ sCO'D. 
No 3" caso, como B está no exterior do ángulo AOB, temos AOB < СО D. 
8 


1.6.9) Adição de Ângulos: Dados dois ângulos адь e cÓ'd. constrói-se o cingulo 
soma de aOb e cÓ d. tomando-se dois ângulos adjacentes rÔ“s e sÓ"t, de modo que 


aÓb =rO'secOd=sO" t, como ilustrado abaixo. O ângulo Оң со àngulo soma de 
aOb e cO'd. 


O а O € o” r 


Assim, dizemos que rÓ"t = aÓb + cÓ' d. 


1.6.10) Definições de Angulo Reto, Angulo Agudo, Ángulo Obtuso e Angulos 
Suplementares 

1.6.10.1) Angulos Suplementares: Dado o ângulo AÓC, a semi-reta OB oposta à 
semi-reta OC e a semi-reta OA. determinam um ângulo АОВ denominado ángulo 
suplementar adjacente de AOC. 


A 


Na figura, AOC e AOB são denominados ângulos 
suplementares. 


1.6.10.2) Angulo Reto: Quando uma semi-reta, com origem pertencente à outra linha 
reta. fizer com esta dois ángulos adjacentes suplementares congruentes, cada um 
destes ângulos iguais se chama ângulo reto: e a semi-reta incidente se diz 


perpendicular à outra reta. 

Na figura, se АОВ = AOC diz-se que tanto АОВ quanto 
AOC são angulos retos. 

O ponto O é também denominado de projeção do ponto A 
sobre a reta BC 

OA e BC são perpendiculares (simbolicamente 
OA LRC). 


B 0 C 


1.6.10.3) Angulos Complementares: Dois ángulos são complementares se. e somente 
se, a soma de suas medidas é 90". Um deles é o complemento do outro. 


Na figura, AOD e DOC são denominados ángulos 
complementares. 


n 0 C 


1.6.10.4) Angulo Agudo: Angulo agudo é aquele que é menor que um ángulo reto. 
1.6.10.5) Angulo Obtuso: Angulo obtuso é aquele que é maior que um ángulo reto. 


1.6.11) Medida de um ángulo: A todo ángulo associaremos um número real positivo. 
denominado medida (ou comprimento), que satisfaz: 

1) Dois ángulos sáo congruentes se e somente possuem igual medida: 

ii) Um ángulo é maior que outro se e somente se sua medida é maior que a deste 
outro: 
iii) Um ángulo é soma de outros dois ángulos se possui medida igual é soma das 
medidas destes dois ángulos. 


O аЙ теғе di . 
é , P . 
A PP —M——— ©. Bn cn eme rr 


1.6.12) Unidade de Medida 
1.6.12.1) Grau: Um ángulo de um grau (simbolizado por 1") equivale a = de um 


ângulo reto. 
Assim, um ángulo reto vale 90", enquanto que um ángulo agudo é menor quc 90" e um 
ângulo obtuso é maior que 90º. 


a А » Р : E : | 
1.6.12.2) Minuto: Um ángulo de um minuto (simbolizado por 1?) equivale a de 


um grau. 
u 


Portanto temos a relação 1’ Bn ou 60^ = I". 
) 


1.6.12.3) Segundo: Um ángulo de um segundo (simbolizado por 1”) equivale a 7 de 


um minuto. 
Desta lorma, temos a relação 1" p ou 60" = | 
0 


3 
a 


Pelo que foi exposto até então. a variação da medida de um ángulo « qualquer é 
tal que 0° < о < 180°. Entretanto, pode-se estender a definição de ángulo para u = 0". 
denominado «¿ngulo nulo (ocorre quando as semi-retas que compõe o ângulo 
coincidem) e também рага и = 180", denominado ángulo raso (ocorre quando as 
semi-retas que compõe o ângulo são opostas). 


1.6.13) Teorema: Dois ângulos opostos pelo vértice são congruentes. 
Demonstração: 


р Observando os ángulos rasos existentes: 
O АОВ - DOA - 180" e COD ~ DOA ~ 180". 
C Subtraindo estas equações obtém-se: АОВ = COD. 


1.6.14) Bissetriz: 
Observe-se a figura abaixo 
t 
5 Diz-se que а semi-reta Os é bissetriz de rÓt quando os angulos 
rOs e tÔs possuem igual medida, ou seja. rOs = (Оз. 
Denomina-se Os de semi-reta bissetriz do ángulo rOt. 


Exemplos: 


1) Calcule x na figura abaixo 


Solução: 
Claramente; 3x + 2x +x + 60° = 360" — 6x=300" = х = 50". 


2) Calcule x na figura abaixo 


Solução: 
Como os dois ângulos destacados são opostos pelo vértice: 


4Ax- 10° = 3х + 20" > х= 30". 


3) Quatro semi-retas de um plano têm a mesma origem e decompóe o plano em quatro 
ángulos consecutivos, tais que o primeiro é igual ao terceiro e segundo é igual ao 
quarto. Demonstrar que essas semi-retas são duas a duas opostas. 


Solução: - 
A! De acordo com o enunciado rOs = (Ou e uOr = sOt. 


Assim: rOs + 10u + uÔr + sSÕt= 360" > 
е ө 20705 + 501) 7360" => т05 = 501 = 180° > 
uu as semi-retas Or e Ot são opostas. 
Analogamente, tOu + uOr = 180º > 


as semi-retas Os e Ou são opostas. 


4 


OI AAA" rn 


нану 


4) АОВ, BÓC e CÓD sáo trés ángulos consecutivos iguais. Demonstrar que a bissetriz 
do ángulo BÓC também é bissetriz do ángulo AÓD. 

Solução: 

Sejam АОВ = BÓC = CÓD = Ө. 

Assim: AÓX = АОВ + BÓX = 0 + 02 = 39/2. 

De modo análogo: XÓD = ХОС + CÓD = 0/2 + 8 = 30/2 
Logo: АОХ = ХОП e assim conclui-se que OX é bissetriz de 
AÓD. 


D 


5) Na figura ЛОС é um ângulo reto e OX é bissetriz de BOC. Calcule AÓX, sabendo 
que BOX e o dobro de AOB. 


X n 


19; E 


Solução: : | 
Seja AOB = x. Logo temos que BOX = COX = 2x. 
Assim: X т 2x + 2x 290" > х= 18". 


6) Dois ângulos retos. АОВ e CÓD, têm uma parte comum - о ângulo BÓC. Mostrar 
que os ângulos АОС e ВОР são congruentes e que os ângulos AOD e СОВ são 
suplementares. 
Solução: 
PT E Seja BÓC = 8. Assim: АОВ = АӦС + ВӦС > 

АОС = 90" - Ө. 

Analogamente: CÓD = BÔC + BÔD => BÓD = 90" - (0. 

a Conclui-se. portanto. que АОС = ВОР. 

о AÓD = АОВ + ВОР = 90" + 90" - 0 = 180" – 8. 
Conseqüentemente: 
AÓD + COB = 180º, ou seja. os ángulos AOD e CÓB são suplementares. 


1.7) TRIÁNGULOS E A SUA CLASSIFICAÇÃO - 


1.7.1) Definições 
Um triángulo é a união de três segmentos de reta, consecutivos dois a dois, que 

tem por extremidades pontos nào colineares. Os pontos são chamados de vértices do 
ángulo e os segmentos são seus fados. Outro conceito fundamental corresponde aos 
angudos internos, aqueles que tèm por lados os do triángulo. possuindo vértices nos do 
triángulo. 

A. B e C sào os vértices do triángulo (A) ABC. 

: AB. AC e BC são os lados do A ABC. 

ZBAC. “АВС e ZACB são os ángulos internos ou. 

simplesmente, angulos do AABC. Diz-se também que os 

angulos de vértices em A. B e C sáo, respectivamente, 


opostos aos lados BC. AC e AB, e vice-versa. 


l'odo triángulo divide o plano que o contem em duas regióes: uma convexa, 
denominada inferior, e outra cóncava, o exterior. São importantes também as 
delinigóes de ángulos externos de um triángulo: cada um dos quais é um suplemento 
adjacente de um determinado ângulo interno. 


a, В e Ө são as medidas dos 
ángulos externos. 


SON RIOR У. 


LNTERIOR 


Mos Pad 


Costuma-se classificar um triángulo segundo dois critérios: 
a) Quanto aos seus lados, um triángulo pode ser: 
a.l) Equilátero, o qual possui os trés lados congruentes. 
a.2) Isósceles, que possui dois lados de medidas iguais. 
4.3) Escaleno, tendo todos os lados de medidas desiguais (dois a dois). 


b) Quanto aos seus ángulos, um triángulo pode ser: 
b.1) Acutàngulo, com os trés ángulos acutángulos. 
b.2) Retángulo. que possui um ángulo reto. 
b.3) Obtusángulo, o qual tem um angulo obtuso. 

Denomina-se ceviana de um triángulo qualquer segmento de reta que tenha uma 
das extremidades num vértice do triángulo e a outra sobre a reta suporte do lado 
oposto ao vértice considerado. Essa última extremidade é usualmente chamada de pé 
da ceviana. As cevianas principais sáo: 


MEDIANA, que liga um vértice ao ponto médio do lado oposto. 
A 


AM é mediana quando BM = MC. 


ALTURA, que é perpendicular à reta suporte do lado oposto ao vértice-extremidade. 
^ 


B e \ 


Nas duas figuras acima AH é altura desde que AH L BC. H є BC. 


« : — Prem 
BISSETRIZ (INTERNA). que é a porção da semi-reta bissetriz de um ângulo interno 
limitada pelo lado oposto. 

\ 


AC é bissetriz interna quando ZBAQ = ZCAQ, 
Q e BC. 


BISSETRIZ EXTERNA, que é a parte da semi-reta bissetriz de um ángulo externo 
do triangulo limitada pela reta suporte do lado oposto. 


M 


po Suponha que D pertence ao 
prolongamento de AC a partir de A 
e P pertence ао prolongamento de 
BC a partir de B AP é bissetriz 


externa se ZPAB = ZPAD. 


OBSERVACOES: 

I. Todo triângulo equilátero tambem é isósceles. uma vez que para ter três lados 
congruentes precisa ter dois antes. Ou scja: se um triângulo é cquilátero, então € 
isósceles. 

Note-sc que a reciproca é falsa. 


2. Num triângulo retângulo, os lados que formam о (unico, como se provará mais 
tarde) ángulo reto são chamados de catetos, ao passo que o outro lado, oposto ao 
ángulo reto, recebe o nome de hipotenusa. 

э. 

4. Costuma-se denominar base de um triângulo isósceles o lado que não é, 


necessariamente, congruente a outro lado do mesmo triángulo. 


эз 


1.8) CONGRUÉNCIA DE TRIÁNGULOS 

Аш agora, já foram vistos dois tipos de congruencia de naturezas distintas: a de 
segmentos e a de ángulos. Tais congruéncias, apesar de poderem ser introduzidas de 
modo rigoroso, são altamente intuitivas e experimentais. pois. na prática, são feitas 
comparações diretas entre dois segmentos, com o auxílio de uma régua graduada 
(ruler. em ingles) ou algo parecido (uma trena, uma fita métrica), ou entre dois 
ângulos. via transferidor (ou mesmo um teodolito), que são instrumentos de medida 
aos quais se é apresentado precocemente. com exceção do teodolito. de uso mais 
técnico. Vale observar que tanto uma régua graduada quanto um transferidor podem 
ser substituídos por uma régua sem marcas (straight edge. em inglés) e por um 
compasso. Assim, verificar a congruência entre segmentos ou entre ângulos é um 
trabalho bem fácil. bastando examinar suas medidas ou mesmo efetuar transportes. 

A idéia de congruencia, contudo, não se restringe a alguns entes geométricos 
apenas. podendo ser utilizada de lorma totalmente geral. Como se faz. então. para 
earantir que dois triângulos são congruentes. por exemplo? Dizer. apenas. que é 
quando um se “encaixa” perfeitamente sobre o outro já não pode mais ser considerado 
satisfatório. apesar de poder ser praticado. Em alguns casos precisa-se agora de uma 
definição mais rigorosa. de modo que se possa ter absoluta certeza de que dois 
triângulos são congruentes. 

Do exposto, há necessidade de uma definição formal e importante de 
congruéncia de triângulos, que é a seguinte: 

Dois triângulos são congruentes quando é possivel estabelecer uma 
correspondência, um a um, entre os vértices de um triângulo e os vértices do outro, de 
tal forma que surjam três pares de lados congruentes e que, entre lados congruentes. ох 
ângulos internos também sejam congruentes. 

Perceba-se que na definição de congruéncia de triângulos utilizam-se os 
conceitos de congruências entre segmentos e entre ângulos. sendo que devem ocorrer 
trés pares de congruência entre os lados e trés pares de congruencia entre os ângulos. 
ordenadamente. 


B ( 


M 
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Esquematicamente, a definição fica assim: 


fa ` .— 


А = М BC = MP 
AABC = AMNP © ¿/B = e ABE NP. 
Gem (ас MN 


supondo válida a correspondência А O N.B e Pe C «+ M. 

Nessas condições. diz-se que os lados BCe MP, por exemplo. são 
correspondentes por estarem opostos a ângulos congruentes, À c N, no caso, em 
triángulos congruentes. 

E fácil provar as seguintes propriedades da congruéncia entre triángulos 
(válidas, a propósito, para qualquer tipo de congruencia): 

1. AABC = AABC (propriedade reflexiva) 

П. AABC = AMNP > AMNP = AABC (propriedade simétrica) 

Ш.ЛАВС = AMNP e AMNP = AXYZ > AABC = AXYZ (propriedade 

transitiva) 


Uma pergunta natural €: como “adivinhar” qual correspondência utilizar? A 
idéia é que existem condições mínimas que garantem a congruência de triângulos, em 
número obviamente menor que as seis condições requeridas na definição. lissas 
condições minimas são os casos (ou critérios) de congruência entre triângulos, com 
o auxilio dos quais será verificada se vale a congruéncia dos triângulos em jogo, como 
Se esses critérios servissem de pista. 

Em verdade, tais casos constituem um dos resultados mais importante (no 
aspecto teórico formal) de geometria, uma vez que a utilização da congruéncia entre 
triângulos pode embasar a maioria dos resultados seguintes (ângulos em paralelas. 
propriedades dos quadriláteros mais importantes. tcorema de Tales. semelhança de 
triángulos, propriedades das circunferências e até mesmo tópicos de áreas de figuras 
planas). Portanto. laz-se mister dominar esses critérios para uma melhor compreensão 
das demonstrações de vários teoremas. 

Па quatro casos gerais de congruència, e mais um especifico para triângulos 
retângulos. Todavia, um deles deve ser admitido como postulado, a fim de que os 
demais possam ser provados. Comumente, aceita-se sem prova o mesmo caso que será 
escolhido aqui. o primeiro. apesar de a escolha ser arbitrária. Algo mais a ser 
destacado é que a ordenação ou a nomenclatura (abreviada ou não) dos critérios será 
usada por mera tradição e comodidade, não constituindo de forma alguma algo 
obrigatório. 


(em 
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1.8.1) Casos de Congruéncia entre Triángulos e Algumas Conscqienclas 


1.8.1.1) 1? CASO (“LADO-ANGULO-LADO” ou “LAL”) 

Se dois triángulos possuem, ordenadamente e aos pares, dois lados e o ángulo 
formado entre eles congruentes, entáo esses triángulos sáo congruentes. 

Esquemática e simbolicamente: 


A P 


А a UAR DEF 
M > AARC = AMNP > 


AC = MN, BC = MP 
АВ а М, А = МеВ = Р 


o 
Ш 


Deve-se perceber que. graças a este postulado. a simples verificação de trés das 
condições da delinição (convenientemente escolhidas) acarreta que os triángulos 
devem ser congruentes. e, por isso, as outras tres condições devem ser 
conseqúentemente aceitas. Isso reduz o trabalho à metade, sendo. assim. muito 
conveniente. 

Aqui, pode surgir novamente o questionamento: como “adivinhar” que AB=NP, 
AsN e BaP? Inicialmente que AB=NP é óbvio, por ter sido o último par de lados na 
congruência. Agora, a parte mais interessante: por que motivo deve-se ter 
A=N e BaP, mas não A=P e В= №? Ai é que entra a importante definição de lados e 
ângulos correspondentes. Basta perceber quais são os pares de lados congruentes nos 
dois triângulos e impor que os respectivos ângulos opostos também o sejam. Assim, 
uma vez que BC=MP, deve-se ter necessariamente a congruência entre os respectivos 
ângulos opostos a tais lados: А = № , o que encerra a questão. 


1.8.1.2) 2° CASO ("ANGULO-LADO-ANGULO” ou "ALA") 
Se dois triángulos tém, respectivamente, um par de lados congruentes, assim 
como os ángulos adjacentes a esse par, entáo os triángulos sào congruentes. 


Mais uma vez, para fins dc esclarecimento completo, a resposta à pergunta "Por 


que ВС= MP?" é: porque esses dois lados estão ambos opostos aos ângulos de vértices 
em A e em N, os quais se sabe serem congruentes. 


1.8.1.3) 3º CASO (“LADO-LADO-LADO” ou “LLL”) 


Tendo os trés lados respectivamente congruentes, dois triángulos seráo 


-ongruentes. 
A 
Y х 
n 
e ` 
Z 
E A=X 
е ri UE. X. 
AC=XY => ^ AABC=AXYZ > ¿B=Z 
EA leu? 


Se dois triángulos tém um lado, um ángulo adjacente ao lado considerado e o 
ángulo oposto a tal lado respectivamente congruentes, entáo os triángulos sáo 
congruentes. 


7 
A 
C c | B 
Y 
“ 


АВ = ХҮ | A = Y 
yr DU. |. abes 
B=X = AABCRAXYZ > ЧАСЕ YZ 

| Gui ™ BC = 7 


1.8.1.5) Caso especial (Apenas em triângulos retângulos): 
Se dois triângulos retângulos têm hipotenusas congruentes e um par de catetos de 
mesma medida (um em cada), então os triângulos são congruentes. 


Y 
^ 
AeZsão retos 
C 
n 
4 X 


E ay 
VAB=YZ = AABCsAXYZ > | C=X 
MEM ^ e 
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1.8.2) Conseqüéncias Importantes 
1.8.2.1) Teorema do ángulo externo: Num triángulo, qualquer ángulo externo é 
maior quc os ángulos internos não adjacentes a ele. 


^ 


Demonstração: m 
Seja M o ponto médio de AC. Ligando-se B a M, prolongue-se BM de modo a 
obter-se P (M entre B e P), tal que BM = MP. 


Como AMB=PMC (opostos pelo vértice), os triángulos ABM c PCM sáo 
congruentes, pelo caso LAL. Logo, PCM = A, o qual está contido no interior do 
ângulo extemo relativo a C. ê. Assim, & ^A. De modo inteiramente análogo. é 


possivel transportar B sobre ё, e concluir que ё,> В. 
Observação: Perceba-se que ê. pode ser maior que, menor que ou congruente a C, 
conforme este seja agudo, obtuso ou reto, respectivamente. 


1.8.2.2) Teorema do Triángulo Isósceles 

Num triángulo isósceles, os ángulos da base sáo congruentes. Equivalentemente, 
num mesmo triángulo, a lados congruentes opóem-se ángulos também congruentes. 
AABC; AB=AC > ZABC= ZACB 
Demonstração 

Basta observar a seguinte correspondência entre os vértices de um triángulo 
ABC, em que AB = AC, e os vértices do mesmo triângulo (ou de uma cópia sua), 
ACB: лЛӨА.ВөСесС < В. 

Visto que А = А. AB = AC e AC = AB, pode-se afirmar que os triângulos ABC 
e ACB são congruentes (о que já ега bem óbvio), pelo caso LAL. A partir dessa 
congruencia, conclui-se que os àngulos dos vértices B e C (bem como os dos vértices 
C y B!) são congruentes. 


n 


Corolário: Todo triangulo equilatero é, também. eqüiángulo. 


1.8.2.3) Recíproca do Teorema do Triângulo Isósceles 
Se um triángulo possui dois ángulos congruentes. então ele é isósceles. 


Parafraseando, num mesmo triángulo, a angulos congruentes opóem-se lados também 
congruentes. 


A demonstração deste teorema é análoga à anterior, só que ao invés de utilizar o 


caso LAL, usa-se o critério ALA. Fica como exercicio: AABC; ZABC = ZACB > 
AB = AC 


1.8.2.4) Ao maior (menor) lado de um triângulo opõe-se o maior (menor) ângulo 
do triângulo, e reciprocamente. 


A 


AB» ACc»C»B 


B 


Demonstração: 
(=>) Suponha-se que AB> AC. Então é é possível transportar AC sobre AB. de modo 
que exista um (único) ponto P em AB tal que: AC s AP. Dai, pelo teorema do 
triángulo isósceles aplicado ao triángulo APC, deve-se ter АРС = ACP(= a). 

Pelo teorema do ángulo externo no triângulo BPC. vem: a > B. Como APC 
está contido no interior de C, tem-se: C > a. Por transitividade: 
C»aea» B>é> B. 
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(<=) Suponha-se, agora, que C > B e que, por absurdo, AB nào seja maior que AC. 
Haveria duas possibilidades: 


a) AB = AC. Pela reciproca do teorema do triángulo isósceles, deveria ocorrer C = B, 
o que é uma contradição. 


b) AB « AC. Pelo teorema acima demonstrado (ida). deveria acontecer C < B, o que 
é. novamente, um absurdo. 


Portanto, por exclusão, deve-se ter: С> B> AB«AC. 


Observação: Note-se que aumentando-se um ângulo de um triángulo, aumenta-se 
conseqüentemente o lado oposto ao angulo (mantendo-se os demais lados constantes), 
e vicc-versa. [sso garante que o lado de um triángulo scja (diretamente) proporcional 
ao angulo oposto? 

A resposta é um retumbante NÀO. Como será visto (bem) mais adiante, os lados 
de um triángulo sào proporcionais aos senos dos ángulos opostos (lei dos senos). 


1.8.2.5) Desigualdade triangular: Cada lado de um triángulo é menor que a soma dos 
outros dois. 


Demonstração: 
Seja P um ponto sobre o prolongamento de AC (A entre P e C) tal que AP=AC. 
Obtém-se, assim, o triângulo isósceles ABP. Logo m( APB) = m( ABP) = B. Como В 


está contido no interior de с (a = med (РВС), B < а. Logo, no triángulo ВСР. deve- 
se ter a <b + с. Analogamente, prova-se queb<a+cequec<a+b. 


Observação: É possivel provar a reciproca do teorema anterior. ou seja: dados trés 
segmentos, de medidas a. b e c, tais que qualquer um deles seja menor que a soma dos 
demais (ou, cquivalentemente, que o maior dos trés seja menor que a soma dos outros 
dois). entáo existe um triángulo de lados a. b e c. 

Além disso. as trés desigualdades triangulares podem ser resumidas do seguinte 
modo: o maior lado de um triângulo deve estar entre a soma e o módulo da diferença 
entre os outros dois. 


[a2 b 
| > |b-c<a<b+c 
lazc 


Aplicação: Sc P é um ponto interior ao triángulo ABC então PB + PC < AB + AC, 
Solução: 
A Seja P a interseção de BP com AC. 
Em ABAQ: 
BP+PQ<AB+ AQ 
Q Em APQC: PC < PQ + QC 
Somando lado a lado: 
PB+PC<AB+AQ+QC=AB+AC 


1.9) LUGAR GEOMÉTRICO 

Denomina-se lugar geométrico (l. g.) o conjunto dos pontos (em geometria 
plana, de um plano) que satisfazem determinada condição. ou ainda, que possuem 
certa propriedade. 

A palavra chave no conceito de lugar geométrico é conjunto. Deve-se lembrar 
que dois conjuntos são iguais sc. c somente sc. cada um deles estiver contido no outro. 
Portanto. para provar que um certo conjunto X é o lugar geométrico L procurado, 
deve-se demonstrar que: 

– Todo ponto de X é também ponto de l, isto é. que todo ponto do conjunto 
“desconfiado” como o lugar possui a propriedade requerida: 

— Todo ponto de L pertence a X, ou seja. todo ponto que tem a propriedade desejada 
estã no conjunto “candidato” a ser o lugar. 

Com os conceitos atuais de congruéncia de triángulos, já é possivel (e 
importante) obter dois lugares geométricos fundamentais. 


CUR 


1.9.1) Mediatriz de um segmento como lugar geométrico 

A mediatriz de um segmento (reta perpendicular ao segmento, pelo seu ponto 
médio) é o l.g. dos pontos do plano eqüidistantes das extremidades do segmento. 
Demonstração 


(1)P em (mediatriz de АВ) PA = РВ 


AU 


De fato, se P é o ponto médio de AB, então é obvio que 
PA = PB. Senão. lipando-se P às extremidades, sendo M 
o ponto médio de AB é tácil notar que os triângulos 
PAM e PMB são congruentes (LAL). Logo, PA = PB, 
para todo ponto P e m3. 


IDPA=PB>Pema T а А | 
Wu) AB Com efeito, ligando-se P às extremidades с ao ponto 


médio de AB, obtém-se dois triángulos (АРМ е PMB) 
^ nào ser no caso trivial em que P = M, os quais são 
obviamente congruentes (LLL). Logo, AMP = PMB e. 
como tais ângulos são suplementares adjacentes, 


" | y conclui-se que as medidas de tais ángulos são de 90º. 
la á rose Е стти . . ya 
М! Ou seja, PM é perpendicular a AB, o que significa que 


P emis (cqd). 


1.9.2) Bissetriz de um ángulo como lugar geométrico 

^ bissetriz de um àngulo nào nulo é o l.g. dos pontos do plano cqüidistantes dos lados 
do ângulo. A demonstração deste teorema (nos mesmos moldes da demonstração 
anterior) utiliza apenas os casos de congruéncia de triângulos (LAAo e caso especial 
de triángulos retángulos) e fica como exercício. 


о 
Pe b, (Bissetrizde AOB)> PA = РВ PA = РВ > РОА = РОВ (Peb 


in ) 


1.10) PARALELISMO 


1.10.1) Definições 

Dadas duas retas distintas, uma terceira reta que intersecte as duas é denominada 
transversal do conjunto formado pelas duas iniciais. Formam-se, assim, oito ângulos 
(não nulos nem rasos), os quais são láceis de se relacionar, desde que, dois a dois. 


tenham vértice comum. 


A=CB=D;A+B=B+C=C+D=D+A(=Iraso) 


3=G;F=H;E+F=F+6=6+H=H+E(=lraso) 


O problema consiste em relacionar ângulos com vértices distintos, com o A e G. 
Para tanto, inicialmente será considerado o caso em que rn s = Y, ou seja, о caso em 


queres são paralelas. 
Diz-se que dois ângulos. com vértices distintos. dentre os oito acima, são: 
- Dois ângulos são correspondentes quando um lado de cada situa-se em t no 


mesmo sentido bem como outros lados estiverem um em r. outro em s. 


Na figura ao lado. Ae E; Be F;CeG; De H 
sào os pares de ángulos correspondentes. 


Colaterais internos / externos: quando estáo num mesmo semi-plano de origem emt 
(mesma lado — colaterais), bem como no interior (exterior ) da regiào limitada por r e s. 


Na situação esquematizada anteriormente, De E: C e F são os pares de 
colaterais internos, enquanto que À e H: B еб são os pares de colaterais externos: 


PI OM 
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F e: 
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Alternos internos / externos: quando estão em lados (semi- planos) distintos 


(alternados) em relação a t, mas ambos no interior ou no exterior da região 
determinada por r e por s. 


Na situação original, De re C e É sáo alternos internos e Á e G; Be É são 
alternos cxtemos; 


1.10.2) Teorema fundamental do paralelismo 


Duas retas são paralelas se, e somente se, formam ângulos correspondentes (ou 


alternos de mesmo tipo) congruentes (e, conseqüentemente, colaterais de mesmo tipo 
suplementares). 


r//scea-p 


Demonstração: 
<= Suponha-se que а = B, mas que r não fosse paralela a s. Dai, r e s deveriam 


concorrer naleum ponto P. Supondo que P esteja no mesmo semi-plano de u em 
relação a t, deveria ocorrer: 


(ЛРАВ) B > аи (contradição. pois. por 
ч n hipótese, B = ои) (Teorema do ángulo 


externo) 
A $ 


Se P estivesse no mesmo semi-plano de f). ocorreria: a > f), outro absurdo. 


Deste modo, deve-se ter r // s, já que estas nào podem encontrar-se, apesar de 
serem coplanares. 


EUDOETUTDERTMTTY 


Ji 


> Agora. novamente por redução ao absurdo, 
suponha-se que г // s, embora a + [3. Nesta situação, 
sem perda de generalidade, seja B > a. Ai, seria 
possivel transportar a sobre B. de modo que um 
lado de a estivesse sobre t e o outro sobre uma reta 
r', por B, mas entào, pelo resultado anterior, r^ // r. 
Como г // s, dever-se-ia impor que: r' /rer//s— 
г? // s. Dai, haveria duas paralelas a r por B, o que é 
um absurdo. (Pelo postulado V de Euclides). 

Logo, não pode ocorrer B > а. Do mesmo modo. é impassível quer // s e В > a. 
Assim, a = f. 


1.10.3) Conseqüéncias 
1.10.3.1) A soma dos ángulos internos de um triangulo ABC é um ángulo raso, ou 
seja, 
A+B+C=1800 
Demonstração: 


D 197 КЗ li 


Tracando r // s = BC, pelo vértice 
A. obtém-se alternos internos, como 
indicados pela figura, considerando 
as transversais t, e t». Logo: 


A+ B+C=180* 


1.10.3.2) Cada ángulo interno de um triangulo eqüilátero mede 60^. 
Demonstracáo: 
Tomemos um triángulo ABC, de modo que o ángulo À é oposto ao lado BC, B 
é oposto a AC e CC é oposto a AB. Inicialmente. como todo triangulo eqüilátero é 
também isósceles, é imediato concluir que todo triangulo eqüilátero é eqüiángulo. 
De fato, como AB=AC > B-C.Analogamente, АВ=ВС > Ca À. 
Portanto: m (À) =m( B)- m (С) =a > ао+а+а = 180° > а= 60° 


1.10.3.3) Um triángulo retángulo tem: 

a) Dois ángulos agudos (complementares). 
b) A hipotenusa como maior lado. 
Demonstracáo: 
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a) Sendo a e [3 os angulos (nào retos) de um triángulo т 


; ©.) < 90º 
+p=90º 
E (pes d 
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'etàngulo: 


b) Como o maior ángulo é o reto, ao maior ángulo opde-se o maior lado. No caso, a 
hipotenusa. 


Obs: Conseqüentemente, um triângulo retângulo tem um único ángulo reto. 


1.10.3.4) Cada ángulo extemo de um triangulo é, exatamente, igual à soma dos 
internos nào adjacentes. 


Demonstração: 


Exemplos: 


1) Na figura, sabe-se que r // s. Calcule x e y. 


Solução: 

Como r // s tem-se que 2x=y (1) 

Devido ao ângulo raso sobre a transversal: 7x + y = 180" (2) 
Substituindo a equação (1) па (2): 9x = 180° > х= 20° =» y=40" 


2) Calcule x na figura sabendo que г // s. 
r 


150º 


Solução: 

Designemos os pontos de interseção das retas 
por letras, de acordo com a figura ao lado. 
Trace-se por P uma reta a que é paralela a r e s. 
Analogamente, trace-se por O uma reta b 
paralela às retas r e s. Note que: 

ZnQr = 180^ — 150° = 30" 

ZnPa = ZnQr = 30º 

ZaPO = 54º - ZnPa = 54° – 30" = 24" 

ZPOb = ZaPO = 24" 

ZbOm = 62" – ZPOb = 62" – 24" = 38" 

Agora basta reparar que 

x= «БОт 2 x=38" 


3) (ESA-2001) Observe a figura abaixo: 


Au r 
N 


D 
^ reta r é paralela à reta s, então o valor de X y é: 

а) 180° b)230% c)250" а) 280" е) 300° 

Solução: 

Pela figura, os ângulos internos do triángulo ABC valem 50", 180" — x c 180" — y. 
Logo: 50" + 180'- х + 180'- y = 180º > х + y =230". 


EN 


4) (EEAR-2004) Na figura, ED//BC, med(BAE)= 80" e med(ABC) 255". Assim, a 
medida de AED ё: 
A 


B 


C 
a) 100* b) 110º с) 115" 4) 120° 
Solução: 


—M  — mr 


Traçando FE // BC, obtemos que 
p <AFE= ZABC = 35". 

Observando o triángulo AFE: 

35" + 80° ~ ZAEF = 180" > ZAEF = 65". 
c Logo: 

ZAED = 180" - ZAEF = 115" 


5) (UECE-2004) As retas na figura interceptam-se duas a duas nos pontos Р, О e R. 
Considerando os valores indicados, o ângulo «a é igual a: 
a) 101° 


b) 102? 
c) 103° 
d) 104° 


Solução: 
Observe o triângulo PQR, cujos ángulos internos P e R valem 77° e 24^, 


respectivamente. Uma vez que à é um ángulo externo de APQR, então: 
и = 77" + 24" = 101", 


6) (Olimpiada do Рага-201 1) Determine а soma dos doze ángulos marcados na figura 
baixo. 


Solução: 


Pela figura temos que: 

21+ 22 = 180" - ZPAB 

23 + Z4 = 180" - ZPBA 

Somando: Zl + 42 + АА + 44 = 

= 360° - (ФРАВ ~ ZPBA) => 
ААРА РА 

= 300° - (180° - ZAPB) = 

21+ 02 + 03 + 24 = 180° ~ ZAPB = 
= 180° + ZRPQ 


Analogamente: 

5+ 6+ LE LES 180" + ZPOR 

LIE ZO 11+ 2/12 180 E ZORP 

Somando obtemos: Zl + Z2 +... + 412 = 540° + (ZRPQ + ZPQR + ZQRP) > 
L1+ Z2+..,+L12= 340° + 180? = 720? 


7) Num triángulo isósceles, demonstrar que são iguais: 

1) as medianas relativas aos lados iguais; 

ii) as bissetrizes relativas aos ángulos da base; 

Solução: 

i) ^ 

Como AB = ACeM e N são os pontos médios de AB e AC 
então temos que BN CM. Como nos triângulos BCN e CDM 
temos BC comum a estes dois triangulos, ZNBC = MCB e BN = 
CM entáo temos que ABCN = CBM. Logo. temos que CN = BM. 


11) А 
Desde que ДАВС = ZACB е ВО e CP são bissetrizes, então 
ZCBQ = ZBCP. Como em ABCP e ACBO temos BC comum. 
ZCBP = ZBCQ e ZCBQ e ZBCP смао temos que ABCP = 
V ACBQ. Deste modo, concluímos que ВО = CP. 
ц t 


8) Prolonga-se a mediana AM de um triângulo ABC de um segmento MD = MA e 
une-se D com B. Mostrar que BD = AC. 
Solução: 


dario Tenis Made 
irese Lys 
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Es Desde que CM = BM, AM z MD e ZAMC = ZDMB 
então temos que AAMC = DMB = BD=AC. 


9) Provar que um triângulo que tem duas alturas de igual comprimento é isósceles. 
Solução: 
A Note que os triângulos BCP e CBQ são triângulos 
r Q retângulos em que as hipotenusas possuem iguais 
comprimentos (BC, comum aos dois triângulos) e um 
cateto em cada um também de igual comprimento (BQ = 
CP). Pelo caso especial de congruéncia de triángulos 
para triángulos retángulos temos que ABCP = ACBQ, 
onde concluimos que ZCBP = ZBCQ. implicando que 


n C 


AABC с isòsceles. 


10) ABC e A'B'C' são dois triángulos nos quais são iguais os lados AB e A'B'. BC e 
B'C e as medianas AM e А`М`. Demonstrar que ABC e А`В`С` são dois triángulos 
congruentes. 

Solução: 

Uma vez que М е М” são os 
pontos médios de BC e BC” e BC 
= BC” então BM = B'M'. Desde 
que АВ = А'В`, АМ = A':M'e BM 
=B'M' então AABM=AA BM. 
Assim, temos que: 

ZAMBe ZA NB => 

180'- ZA'N'C. > ZAMC=ZAMC" 

ZA MC. AM ZA'M'e BM = B'M' então AAMCEAMC > 


ISO" — ZAMC 
Como ZAMC 
AC=AC. 

Do fato de АС = А`С`, АВ = АВ’ cBC=B'C' então AABC=AA'B'C'. 


11) Sobre os lados de um triângulo ABC constroem-se externamente os triângulos 
equilàteros BCD. CAE e ABF. Demonstrar que os segmentos AD. BE е CF são 
congruentes. 

Solução: 


PTA 


| 


Observe que nos triângulos ACD c ECB temos: 

CD = BC, AC = EC e ZACD = 600 +С = ZECR. 
Portanto. temos que os triângulos ACD e ECB são 
congruentes. implicando que AD e BE possuem igual 
comprimento. 

De maneira análoga demonstra-se que CF é congruente 
a AD e BE. 


12) AB = 15 cm e BC = 8 em são dois lados de um triângulo ABC. Determinar entre 
que limites pode variar a medida do lado AC. 

Solucáo: 

Pela desigualdade triangular temos que je ~ а «b «cta > 7cm «b «23cm. 


13) Provar que qualquer lado de um triángulo é menor que o semi-perimetro. 
Solução: 
Pela desigualdade triangular: 
a b«c a a b«c a a+b+e 
azb+o > -< > —+— *— > ac. 

2 ? ES 2 2 


A demonstração para os outros lados é análoga. 


14) Demonstrar que a soma dos segmentos que unem um ponto interno a um triangulo 
aos trés vertices está compreendida entre o semi-perímetro e o perimetro do triangulo. 


Solução: 
A Considere que a distância do ponto P aos vértices A. B е 
C sào x. y e 7. respectivamente. Observando os triangulo 
ЛАВР. AACP e ABCP obtemos: e «x т у. Бхх тиса < 
PEZ 
СУ Somando estas desigualdades obtemos 
a+b+e 
в y. PRIMER USC сы 


Nos triângulo ЛАРС e ABPC tomos: zx «bey -zs a. 
Somando obtemos: x * v «a + b. 
Analovamente: +2 <а+ ссу+2 <) + с. 
Somando estas desigualdades: х +y + <а +6 + с. 


D 
¡CE dá 


13) Demonstrar que a soma das trés alturas de um triángulo acutángulo é maior que o 
semi-perimetro. 


Solução: 
e Em AACF. ABCF temos: 
h + AF>bceh.+BF>a > 
Jh, + (AF + BF)>a+b > 2h. >a+b-c. 
Analogamente: 2h, >a-b+cc2h,>-a+b+c. 
Somando estas desigualdades: 
arb+c 
h, +h, +h, 2 ——— 
\ [E n 2 


16) M é um ponto qualquer do lado BC de um triángulo АВС. 
Demonstrar que AM « (a + b + c)/2. 
Solução: 
y Pela desigualdade triangular aplicada aos triângulos 
ABM e ACM, respectivamente: 
AM -BM «ceAM-CM«b. 
Somando obtemos 2AM — (BM +CM)<b+c > 
Р 7 amedtbre 
17) Em um quadrado ABCD. M é o ponto médio de AB. Uma reta perpendicular a 
MC em M intercepta AD em K. Prove que ZBCM = ZKCM. 
Solução: 
‚4б Prolongue KM até encontrar o prolongamento de ВС em G. 
M md | Como M é ponto médio de AB tem-se AM = MB 
: q ? Além disso. como ZKAM = ZMBG e ZAMK ZGMB 
к conclui-se que ААМК = АВМС. 
Assim, segue que КМ = MG (1) 
De (1) e dos fatos que ZKMC = ZGMC e MC comum tem-se 
que ARMC = AGMC: ZBCM = ZKCM. 


18) Em um triangulo retângulo ABC, com ángulo reto em C, os pontos D e E são 
marcados sobre a hipotenusa AB de modo que BD = BC e AE = AC. Seja F sobre BC 
e G sobre AC tal que EF L BC e DG L AC. Prove que DE = EF + DG. 

Solução: 


A 


Trace CP АВ e CE LCD. Como ZACB = 90º tem-se que. Z3 + Z1 + Z2 = 90" 
Como Z4 é ángulo externo em ACBE: 

&4= ZB+ 02 = 90° – ХА + 2/2 = 03 т 22 (1) 

Сото AE = AC. em AACE: 44 = 43 + ZI (2) 

De (1) e (2) segue que Z1 = Z2 

Analogamente demonstra-se que Z6 = Z7. 

Сото 41 = 42, CE comum e ZCPE = ZCFE tem-se ACPE = ACFE > РЕ EF. 
Analogamente, tem-se ACPD = ACGD => GD=DP 

Logo: DE = DP + PE = DG + EF 


19) (OBM-2001) O triângulo CDE pode ser obtido pela rotação do triângulo ABC de 
90º no sentido anti-horário ao redor de C. conforme mostrado no desenho abaixo. 
Podemos afirmar que a é igual a: 


а)75" b)65'" 7% d)45" ess 

Solução: 

Claramente, AABC e AEDC são congruentes, ou seja, JC = DC. Devido à rotação de 
90º tem-se ZBCD = 90º. Como ABCD é isósceles tem-se ZDBC = ZBDC = 45º. Mas 
ZBCA = ZDCE = 80º. Portanto, а = 180" — (45° + 80") = 55". 


- —— 


20) (UFA-2008) Considere o triángulo ABC isósceles em que o ângulo distinto dos 
demais. BAC, mede 40º. Sobre o lado AB, tome o ponto E tal que ACE = 15º. Sobre o 
lado AC. tome o ponto D tal que РВС = 35º Então. o ángulo FDR vale: 
ayas b) 45° c) 55° d) 75° e) 85" 
Solução: 

A Seja P a interseção entre CE e BD. Como À = 40º e 
AABC є isósceles então В= 70" e C= 70º. 
Como ZACE = 13* c ZDBC = 35º então: 
ZDBA 2 33* e ZECB = 55". 
ZBPC = 180" - (ZPBA + ZPCB) = 
= 180° - 35° - 55° = 90º. 
ZBEC = 180º - ZEBC - ZECB = 180° - 70° - 55° = 
= 55º. 
Desta forma os triângulos BPE e BPC são 
congruentes, implicando que PE = PC. 
Como os triângulos EPD e CPD são retângulos com 
dois catetos congruentes, então AEPD = ACPD, 
fazendo com que ZEDB = 75º. 


21) (Olimpiada da China-94) Em um triângulo ABC, AC = 2AB e ZA = 2ZC. 
Jemonstre que os lados AB e BC são perpendiculares. 
Solução: 
1 Suponha que AD é a bissetriz do angulo A, 
: com D e ВС. O ponto E é a projecáo de D 
sobre o lado AC, isto é, DE L AC. 


E Como ZDAC = £A = ZC, então AADC é 


> 
isósceles. com AD = CD. 
Desta forma. pelo caso LAL, os triângulos 
ADE e CDE são congruentes. fazendo com 
13 jJ C que AE 2 EC = АВ. 
Mais uma vez pelo caso LAL, segue quc os 
triángulo DAE e DAB são congruentes, implicando que ZABD = ZAED = 90º. 
Assim, conclui-se que AB e BC são perpendiculares. 


22) (Olimpiada North. Europe-2003) D é um ponto no interior de um triángulo 
equilàtero AARC satisfazendo ZADC = 150º. Prove que o triángulo formado tomando 
o» segmentos AD. BD e CD como lados é um triângulo retângulo. 

Solução: 


Neste tipo de questio é necessário fazer 
construções geométricas sobre a figura original 
de modo que seja traçado o triângulo formado 
pelos segmentos AD, BD e CD. Para tanto. 
considere o ponto D', exterior ao triángulo ABC, 
tal que D'A = DA e D'B = DC. Como AABC € 
equilátero então BA = AC. Assim, pelo caso LIL 
segue que AAD'B = AADB. Assim. segue que: 
ZD'AB = ZDAC e ZAD'B = ZADC = 1307 
, Deste modo, ZDAD' = ZD'AB + ZBAD 
C = ZDAC* ZBAD=60" (1) 


De (1) e do fato que D'A = DA tem-se que ADAD’ é equilátero, implicando que D'D 
= AD. Assim, ADD'B é um triângulo cujos lados congruente ao triángulo formado 
pelos segmentos AD, BD e CD. 

Observe que: ZDD'B = ZADB- ZAD'D = 150° - 60º = 90º 

Desta forma. o triângulo formado tomando os segmentos AD. BD e CD como lados é 


um triângulo retângulo. 


23) Problema do Triângulo Russo 
O triángulo ABC é isósceles com CA = CB e C = 20º. Sejam os pontos D sobre AC e 
E sobre BC de modo que ZABD = 60" e ZBAE = 50". Determine o valor de ZE DB. 


Solução: 


Сото AABC é isósceles então ZBAC = ZABC = 80”. 
Assim. temos que: 

ZDBE = 207, ZEAD = 30°, ZADB = 40? 

Como ZAEB = 50" então AAEB é isósceles: EB - AB. 
Trace DG || AB. Suponha que AG intercepta DB em F. 
Trace também FE. Perceba que AAGB = AADB, ou seja. 
ZGAB = 60º. Desta forma, AAFB é equilátero e assim 
AF=FB=AB=EB. 

Assim, AEFB é isósceles e como ZEBF = 20" então 
ZBEF = ZBFE = 80º. Como ZDFG = 60º então ZGFE = 
40". Como ZGFE = ZAGB = 40" segue que AEFG é 
isósccles e então GE = EF. Como ADFG é equilátero 
tem-se DF = DG. 

Assim, ADGE = ADFE, implicando que ZEDF = ZEDG, 


fazendo com que DE seja bissetriz de ZFDG. Portanto, ZEDB = 30?. 


. ў, MP I . 
4) (UESPI-2009) Qual a soma. а + [f + y 
> 6 + £g dos ángulos indicados no 
poligono estrelado, que está ilustrado a 
seguir? 


4 


Exercicios an. 
de Vestibufar 


1) (CUFMG-2001 ) Observe esta figura: 
F. 


А) 150° B)160° С)170° 
D) 180º  E)190º 


C B 
Nessa figura, os pontos F, A e B estáo em 
uma reta e as retas CB e ED são paralelas. 
Assim sendo, o ángulo ABC mede 

а) 39° b)44" с)47" d)48" 


5) (UFPF-2004) Na figura ilustrada 
abaixo, os segmentos AB, BC, CD, DE e 
EA são congruentes. Determine, em 
graus, a medida do ángulo CAD. 


2) (UFPE-99) Na ilustração abaixo. os A 
segmentos DC. DE, EA tém mesma 
medida. O ángulo CDB mede 23". Qual a 
soma dos digitos da medida em minutos 
do ángulo EAD? 


A 


3) (UEPG-2009) Observando que na 
figura abaixo as retas r e s são paralelas. 
assinale o que for correto 


“e 
> 6) (UFPE-2002) Determine a medida em 
"e ? graus do ângulo с na ilustração а seguir. 


O01) a ec b são suplementares 
a2)b-a- 50º 

(04) 2b —3a = 20º 

08) a - 100º 

lobh > 120° 


——— 


TON 


Zu 

7) (UFRN-97) A dilerenga entre os 
ángulos agudos de um triângulo retângulo 
é 50º. Qual a medida do menor ángulo 
desse triangulo? 
ay 0” dp40" 23209 d)70° 8)25* 

8) (UFU-2004) Na figura abaixo o ángulo 
X, em graus, pertence ao intervalo 


a) (0, 15?) 

b) (15º, 20º) 
c) (20º, 25°) 
d) (25°, 30°) 


9) (UFPB-94) Na figura ao lado estão 
representadas as retas r, s e f. Sabendo-se 
que as retas г e 5 são paralelas, calcule. 
em graus, o valor de y. 


10) (UE PB-99) C onsiderando a figura 
ao lado, calcule a 
А+В+С+О+Е+Е+С+Н. 


soma 


11) (UFU-2000) Considere o triângulo 
ABC, abaixo. e D um ponto no lado AC, 
tal que AD = BD = BC = I em. Nesse 
caso, a relação existente entre os ángulos 
a e b indicados с: 


i di 
а)В+2р=п b)p=2u 
c)B=3u Фа- В = л/4 


12) (UFG-2009) Leia o texto abaixo. 

O bacharel Mestre João, físico e cirurgião 
de Vossa Alteza, beija vossas reais mãos. 
Senhor, ontem, segunda-feira, 27 de abril. 
descemos em terra, cu. o piloto do 
capitão-mor e o piloto de Sancho Tovar; 
tomamos a altura meridiana do Sol ao 
meio-dia e encontramos 56 graus. por 


onde. de acordo com as regras do 
astrolábio. julgamo-nos afastados do 


equador de 17 graus [latitude]. 
MOURÃO. R. R. Е. A astronomia na época dos 
descobrimentos. Rio de Janeiro: Editora Lacerda. 
2000. p.122. (Adaptado). 


A citação apresenta um trecho da carta de 
Mestre João, da armada de Pedro Alvares 
Cabral. escrita na ocasião da chegada ao 
Brasil. Para descobrir a latitude do local 
onde se encontravam, os náuticos 
lixavam o astrolábio verticalmente no 
local onde estavam, apontavam-no para o 
Sol. medindo o 


ângulo h (altura meridiana do Sol). 
Depois. consultavam em tabelas de 


navegação o valor do ângulo d 
(declinação do Sol) e calculavam а 
latitude (ângulo 8), conforme a ilustração 


a seguir. 


Fon hore 


imt ^c 
A0 Lac cale 
mim 


Po Sul 
historiadores. o 
tabelado da declinação, que dispunha 


Segundo os valor 
Mestre loào, era d = 16º42' . No entanto, 
ele nào teria usado esse valor. mas sim 
uma aproximação, resultando na latitude 
que obteve. Sem utilizar uma 
aproximação para o ângulo d , Mestre 
Joào teria obtido latitude Sul igual a: 

a) IR SR Db) 18°18" с) 17058 

d) ISE е) 17018 


13) (FURG-2008) Sabendo que o ángulo 
LAB mede 120º e que AB é paralelo a 
DC. o valor de x e y na figura abaixo é 


су= 60° 
60º dix = 120° еу = 110° 
ey” 130° 


а) х= 120° еу = 40° b)x- 150° 
c)x-7 HO ey- 
е)х— 60º 


14) (UFCE-2014) No triângulo OYZ. os 
lados OY c OZ têm medidas iguais. Se W 
é um ponto do lado OZ tal que os 
segmentos YW, WO e YZ têm a mesma 
medida. então. a medida do ângulo YOZ 
é 

A)46*. B)42?. C)36?. D)50º. 

15) (Insper-2006) Sejam a. 3. y. A e 0 as 
medidas em graus dos ángulos BAC, 


ABC, CDE. СЕЕ e DFE da figura. 
respectivamente. 
Г 
A 
ГА, ' 
PA 
PR 
/ \ 
/ i 
/ \ 
/ Y 
DL ANK \ 
e dl "ME 
^ io t 
Ar - `8 


А soma t + В + y **8éiguala 
а) 120°, b) 150°. с) 180°. 
d) 210°. е) 240°. 


16) (UFMS-2000) Diz-se que um ponto P 
de um segmento AB efetua a divisão 


; Р PB 

aurea desse segmento se — = — . onde 
AB АР 

AP. АВ e PB denotam o > comprimento 

dos segmentos АР, AB e PB. 


respectivamente. Considerando 
ponto P efetua a divisão áurea de um 


segmento AB. é correto afirmar que 
(01) AP 2 JAB- PB . 


[s 
(02) AP 4 ET | To 


2 
f Es N 
(04) РВ = 0 . AB 


(08) AP é raiz da equação x + (AB)N - 
(AB) =0. 


17) (UFC-99) Na 
segmentos de reta АВ. AC e CD 


congruentes, B é um ángulo externo, e a 
um àngulo interno do triángulo ABD. 


figura abaixo, os 


sáo 


B D 
Assinale a opção que contém a expressão 


correta de B em termos de a. 


a) В = Зо ЫВ = 2а с) В = о/2 
d) В = 20/3 е) В = 30/2. 
18) .(Mackenzie-2003) Na figura, 


AB=AC e СЕ = CF. A medida de [3 ё: 


PA 
f 
\ 
ET \ 
й EN te 
La 


N 
F 
a) 90" b) 120" c) 110º d) 130" e) 140" 


que o 


19) (UECE-2009) No triangulo isósceles 


XYZ, a medida do lado XY é igual à 
medida do lado XZ e P é um ponto do 
lado XY tal que os segmentos XP c PZ 
tém a mesma medida. Se a 
interna do angulo Y intercepta. о 
segmento PZ no ponte O, de mado que us 
segmentos PO e YO tem medidas iguais. 
então a medida do ângulo interno X é 

А) 25 BR Cris pasos 


bisseuiz 


20) (FG V-2004) Na figura, os pontos A с 
B estão no mesmo plano que contém as 
retas paralelas гез. 


Assinale o valor de с. 


a)30" b)50" c)40" d)70" e)60" 
21) (Fuvest-96) Na figura, as retas re s 
são paralelas. o ângulo | mede 45" e o 
ángulo 2 mede 55". A medida, em graus, 
do àngulo 3 é: 


` 


a) 50 b)55 c)60 4) 80 e)100 


22) (Insper-2008) А desigualdade 
triangular é um principio da geometria 
que estabelece o seguinte: 


“Qualquer lado de um triângulo e sempre menor 
| do que a soma dos outros dois”. 


Considere que A. В, C e D são vértices de 


um quadrilátero. Se AC é uma das 
diagonais desse quadrilátero. a única 
afirmação que não é necessariamente 
verdadeira é 

a) AC <= AB + BC. 
c)AB < AC + BC. 
e) DC « AB - BC. 


b) AC < AD + DC. 
d)DC «AC DE. 


23) (Fuvest-81) Na figura: AB = BD = 


CD. Então 
D 
Js 
\ в М 
а)у=3х b)y=2x с)х+у= 180° 
dix=y е)3х=2у 


24) (Fuvest-91) Na figura. AB= AC, BX 
= BY e CZ = CY. Se o ángulo A mede 


40", então o ângulo XYZ mede: 


A 


a) 40" 


b) 50° c)60" d)70" e)90" 


25) (EEAR-2000) Na figura, BA // EF. 


A medida X é 
a) 105°" 
b) 106" 


ce) 107" 


d) 108" 


026 ? z 37 мо. Доу: 7 "Py 


HT Telkari 
26) (FEAR: 2003) Na figura, r Y se 1 Lu 
O valor de a — bé 
t a 

a) 100° 2 4 
b) 90° 

c) 80° 

а) 70° 2 


ut uw 


27) (EEAR-2003) Na figura abaixo. os 
angulos assinalados A e Ó medem. 


respectivamente, 10? e 50º. Assim sendo, 
o valor de tg x é 


by = 


28) (EEAR-2003) Na figura, AB = AC, 
M é o ponto de encontro das bissetrizes 
dos ángulos do triángulo ABC e o ángulo 


BMC é o triplo do ángulo Á. entáo a 
medida de A é 


n 

а) 15" 

b)18" A 
c) 24" 

d) 36" é 


29) (EEAR-2003) Seja a um ángulo 
agudo. Se somarmos a medida de um 
angulo reto à medida de a e, em seguida, 
subtrairmos dessa soma a medida do 
suplemento de с, obteremos sempre a 
medida de um ángulo 

ajnulo. qualquer que scja a medida de a. 
b)reto, qualquer que seja a medida de a. 
c)agudo, desde que 45? < a < 90º. 

d)raso. desde que a < 45º. 


30) (Insper-2008) Na figura abaixo: 
* os segmentos AF e BF são congruentes: 
* a soma das medidas dos ángulos 
ZBCE, ZADE e ZCÉD totaliza 130º. 
A E 


H 


oU. 


- "D 
Nessas condicóes, o ángulo ZDAB mede 


а) 25° b)30? c)35? d)40º е) 45". 


31) (Insper-2008) No triángulo АРЕ da 
figura, em que B e C sáo pontos dos lados 
AD e AE, respectivamente, AB = AC, BC 
=BDeCD=CE. 


D 
M di N 
Р ЗМИ ^X 
P i 1 / `, 
PE X J N 
dd EN A 
P d \ / X. 
Ра "X x v4 48°/ \, 
А То ые M даўа UA YE 
Entáo, 
a)x 248. b)x=50% c)x=52º 
d)x=54% c)x=56º. 


32) (UFV-2005) Na figura abaixo, as 
retas r e s são paralelas. 


E г 
A 
O d 458 
p. 
A cix 
=) 
ler” dia á 


Determine a medida do ángulo х. 


33) (Fuvest-2001) Na figura abaixo, tem- 
se que AD = AE, CD = CF е ВА = BC. 


Se o ângulo rbrmede 809, então o 
ángulo ABC mede: 


o 
а) 20° b)30% e) 50% d)60% e) 90? 
34) (Bombeiros/RJ-2000) 
figura abaixo. 


Observe a 


Ela sugere um cabo aéreo (AB) e duas 
cordas (AC e BC) presas ao solo no 
ponto C. Em relações aos ángulos a e f, 
pode-se afirmar que: 


а) В =а b) В = 30/2 е) В = 20:3 
d) В = 30/5 е) = 20 
35) (Ciaba-2003) O triángulo ABC. 


representado na figura abaixo. é isósceles. 


Se EC=CF ex =40",a medida v. do 
ângulo assinalado, é: 
a) 160" b) 150" c) 130" d) 130º e) 120" 


ure Iroda іе: Listas ARGUES 9 Tridegatos 
36) (Ul V-2003) Muitas das construções e | das medidas dos ángulos 
esculturas da Grécia Antiga utilizavam a | ADP,BQPe DPQ é igual a: 

“secção aurea" em suas dimensões, como, а) 270° b) 300° с) 330° 

рог exemplo, na ilustração da Figura 1. d) 360º e) 390º 


39) (Epcar-2000) Na figura seguinte, as 
retas r c s são paralelas. A medida do 


ângulo x é igual a 
r 


130º 


s 
X 


241230" b)225° с)220° 4)210" 


2,- ,. 
кач 


Soung 
Dizemos que um ponto C, conforme a 


{ | 40) (Epcar-2001) Sabendo-se que os 
Figura 2. divide um segmento de reta AB 


TE _ angulos internos de um triángulo sáo 
em secção aurea se a razao entre а | diretamente proporcionais aos números 2. 


medidas do maior e do menor dos dois | 3 » 4 tem-se que suas medidas valem 
segmentos determinados por C é igual à | лудо" 60º e 80" с) 20.40 e 120° 


razão entre as medidas de AB e do maior | pj 39º 50" e 100" d) 50".60" e 70" 
Jos segmentos obtidos, isto é, AC/CB = 
АВ'АС. O número AC/CB. denominado 


"S À 41) (Epcar-2003) Na figura abaixo, onde 
razão aurea, é igual а: 


res são retas paralelas e t é uma 


a) (1+ 333/23 b) (1 «1712 transversal, ficam determinados os 

c) (1 +\/31/2 d) (1+ J9)/2 ángulos nào nulos, quc tém medidas cm 

ej (l+ 431/12 graus dadas pelas expressóes 7x, E =x, 
АР 7v -4 


e 3z. É correto afirmar que 
37) (Colégio Naval-2001) А. В, Ce D 2 

sáo vértices consecutivos de um quadrado 
e PAB é um triángulo eqüilátero, sendo P 
interno ao quadrado ABCD. Qual é a 
medida do angulo PCB? 

а) 30" b) 45" c)60º d)75" е) 90º 


A8) (Colégio Naval-2002) Considere um ER E 
quadrado ABCD e dois triângulos dm y Bio b) y dc а 
eqüilàteros АВР e BCO. respectivamente, i dx <y<z 


interno c externo ao quadrado. A soma 
42) (Epcar-2004) De um ponto O, tomado 


sobre uma reta AB (O entre A e B), 


tracam-se para um mesmo semi-plano de 
AB, as semi-retas ON, OP e OQ. Os 
ângulos AÓN, МОР, РОО с ООВ 
medem, respectivamente, 80º — 3x, 5x ~ 
14°, x c 4x + 9º. O complemento do 
menor ângulo é 
a)68? b)75" с) 78° а) 80° 

43) (Epcar-2004) Considere as ге(аѕ ге 5 
(r//s) c os ángulos ё, 1 c à da figura abaixo 


Pode-se afirmar que ; 


5 


а)ё+ї+а = 270° с) ё+і=а 
Ь)ё+ї+ А = 180° а)ё+і= а + 90° 
44) (Epcar-2010) Na figura abaixo, 


ABCD é um quadrado e ADQ é um 
triangulo equilátero. 
A B 


23 


D C 
Os pontos D. S, R e B estáo alinhados 
assim сото A, S, Pe C. Se RB = ОВ = 
PC = QC, então é incorreto AFIRMAR 
que 
a) nos triângulos СВО e SAR tem-se 
SÅR 2 CBQ. 
b) nos triângulos BDQ, ARB e AQD tem- 
se ВОР + ARB = 4(AQD). 


TEST 7 pup moy emm e = mem таттан 
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c) a soma dos erm DPC c ASD dos 


triangulos DPC e ASD é maior do que o 
ángulo BQC do triángulo BQC. 

d) nos triángulos SAR e PCQ tem-se 
SRA -CPDz0 
45) (AFA-2001) Sejam 


г е 5 retas 


paralelas. A medida do ángulo a. па 
figura abaixo, é J 

50 a-y 

40N (1 * 
a)115% b)125" c)133? d)145" 
46) (Epcar-2010) Sobre os lados do 
triángulo ABC abaixo tomam-se os 


pontos D « E e F tais que AD = BE = 
GF. 
8 
FR 
/ NE 
/ A FIGURA (1) 
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Sobre os lados do triângulo DEF da figura 
(1). tomam-sc os pontos G, О с I tais que 


EH = FI. 


DG = 


FIGURA (I1) 


Com base nas figuras (1) e (II), tem-se, 
necessariamente, que 
a) o triángulo GHI é isósceles. 


b) os triángulos DGI, GEH e HFI são 


retangulos. 
c) IH // AB. GH // ACelG/ BC. 
d) GHE é agudo. 


47) (AF A-98) Seja o triángulo eqüilátero 
DEF, inscrito no triángulo isósceles ABC. 
con AB=AC e DE paralelo a BC. 
Tomando-se ADE =a, СЕЕ = В e DFB 
= y pode-se afirmar que 


aja + B-2y b) y + В = 20 
с) 2а * y = ЗВ d) В + 2y = 3a 
Exercícios ~~ 


Gerais і = \ 


48) Calcule x e y. 


49) Na figura, KLM é um triángulo 
cqüilátero. Qual é o valor de m — n? 
A 


— E e — 
кле > ya 


Xe ЗА; 
, eW _. 


50) Na figura seguinte. ABCD é um 
quadrado e BCE é um triângulo 
equilátero. Calcule BDE 

A B 


D C 


51) Calcule x na figura, sabendo que a — 
b = 24°. 


$x + 12° 


52) Na figura BAC= 120%, AX é 
bissetriz de BADe AYé bissetriz de 
CAD. Calcule ХАҮ. 


A 
n 

53) Na figura seguinte sabe-se que AB = 

AC - AD. Calcule as medidas dos 

ángulos do triángulo BCD. 


54) Na figura a seguir, ABC é um 


triângulo retângulo e isósccles e ACD é 
um triângulo isósceles de base CD. 
Calcule x. 


A 
D 
612 
B C 


55) Na figura, ABCD é um retângulo e 
AME с um triângulo. Calcule Fan e 


59 


56) Na figura seguinte, AS é bissetriz 
interna do triângulo ABC. Calcule x. 
sabendo que AB = AS = SC. 


57) Na figura seguinte, o triângulo MNP 
é eqúilálero e BM = BN. Calcule as 
medidas dos ángulos do triângulo ABC. 


58) ^. B. C. D são pontos distintos de 


uma reta, sucedendo-se na ordem 
alfabética, e tais que AB = CD = 3 em, 
BC = 3 cm. Mostrar que AC = BD e que 
os segmentos AD e BC tém o mesmo 
ponto médio. 


39) O. A. B e C sào quatro pontos de uma 
reta, sucedendo-se na ordem OABC, e 
tais que OA = 3 em, OB = 5 cm, 4AB + 
AC ~ 2BC = 6 ст. Calcular a distância 
entre os pontos O e C. 


60) AB e BC são segmentos adjacentes, 
cujos pontos médios respectivos são M c 
N. Demonstrar que MN = (AB + ВС)/2. 


61) AD e BC são segmentos de uma 
mesma reta que têm o mesmo ponto 
médio. Demonstrar que AB = CD е AC = 
BD. 

62) M é o ponto médio de um segmento 
AB e C é um ponto interno ai segmento 
MB. Demonstrar que MC = (CA — CB)/2. 


63) ABC e A'B'C' são dois triângulos 
nos quais são iguais: 1) os lados BC e 
B'C; 2) os ângulos B e В"; 3) as 
bissetrizes internas BD e B'D'. Mostrar 
que os dois triângulos são congruentes. 


64) BM e CN são duas medianas de um 
triângulo ABC. Prolonga-se BM de um 
segmento MP = MB e CN de um 


segmento NQ = NC. Demonstrar que os 


«t y ү? 


pontos P е © sáo eqüidistantes do vértice 
A. 


65) Num uiànpulo ABC. uaqa-se а 
bissetriz do ângulo A e sobre ela toma-se 
os segmentos AE = AB e AF = AC. Une- 


se B com F e C com E. Mostrar que BF = 
CE. 


66) M e N sào pontos dos catetos AB e 
AC de um triângulo retângulo isósceles 
ABC, tais que AM = AN. As retas BN e 
CM cortam-se em O. Mostrar que o 
triangulo BOC é isósceles. 


67) Demonstrar que sáo congruentes dois 
triángulos que têm respectivamente iguais 
um lado e as alturas relativas aos outros 
lados. 


68) Provar que são congruentes dois 
triângulos que têm respectivamente iguais 
im lado, um ângulo adjacente a esse lado 
: a diferença dos outros dois lados. 


69) Demonstrar que dois triângulos 
isósceles são congruentes quando têm 


iguais os perimetros e as alturas relativas 
às bases. 


70) Determinar a medida do maior lado 
de um triângulo sabendo que é expressa 
por um número inteiro de centimetros c 
que os outros dois lados medem 2 cm e 9 
em. 


71) AB = 12 em e ВС = 5 cm são dois 
lados de um triângulo isósceles ABC. 
Determinar a medida do lado AC. 


72) O perímetro de um triângulo é 14 m. 
Determinar as medidas dos lados sabendo 
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73) М é um ponto interno а um triángulo 
ABC. Une-se M com 
Demonstrar que MA + MB « AC + CB. 


A e com B. 


74) Sobre os lados de um triángulo ABC 
marcam-se os pontos М, N e P, um em 
cada lado. Provar que o perímetro de 
MNP é menor que o perímetro de ABC. 


75) Demonstrar que a hipotenusa de um 
triángulo retángulo é maior que a semi- 
soma dos catetos. 


76) Demonsuar que a soma dos 
comprimentos das medianas de um 
triángulo está compreendida entre o semi- 
perímetro e o perimetro do triángulo. 


77) Provar que o segmento que une um 
vértice de um triángulo com um ponto 
qualquer do lado oposto é menor que ao 
menos um dos outros dois lados. 


78) Num triángulo ABC, o ángulo À 
60" e o ángulo B = 100". Prolonga-se o 
lado AB de um segmento BD = BC c 
une-se C com D. Achar os ángulos do 
triángulo BCD. 


79) Achar o ángulo Á de um triángulo 
ABC, sabendo que as bissetrizes dos 


ángulos B e C formam um ángulo de 
132". 


80) ABC é um triângulo no qual В = 60" 
e C = 20". Calcular o ángulo formado 
pela altura relativa ao lado BC e a 
bissetriz do ángulo А. 


«4 


Puy ЧЫН dun ds 


que são expressas por números inteiros de 
metros. 


ea 


81) A bissetriz do ángulo Á de um 
triángulo ABC intercepta o lado BC em 
um ponto D tal que AD = BD. Sabendo 
que o ángulo С = 66", calcular os ángulos 
A e B do triángulo. 


82) As bissetrizes dos ángulos B e C de 
um triângulo acutângulo ABC formam 
um ángulo de 128". Calcular o ángulo 
agudo formado pelas alturas traçadas dos 
vértices B e C. 


83) M e N sáo pontos da hipotenusa BC 
de um triángulo retángulo ABC, tais que 
MB = BA e NC = CA. Calcular o ângulo 
MÁN. 


84) P é um ponto do lado AB de um 
triangulo ABC, tal que AP = PC = BC; 
além disso, CP é a bissetriz interna 
relativa ao vértice C. Calcular os ângulos 
do triángulo. 


85) ABC é um triângulo no qual a 
bissctriz interna relativa ao vértice А é 
igual ao lado AB e a bissetriz interna 
relativa ao vértice C é igual ao lado AC. 
Calcular os ángulos do triángulo. 


86) ABC é um triángulo no qual o ángulo 
À é o dobro do ángulo B; P e Q são 
pontos dos lados BC e AC tais que AB = 
AP = PQ = QC. Calcular os ângulos do 
triângulo. 


87) AH é a altura relativa à hipotenusa 
BC de um triângulo retângulo ABC. A 
bissetriz do ângulo BAH intercepta BC 
em D. Demonstrar que o triângulo ACD é 
isósceles. 


"F, .. у ! 
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88) Pelo vértice A de um triangulo ABC 
tracam-sc duas retas que interceptam o 
lado BC nos pontos D c E, tais que os 
ângulos BAD e CAE são respectivamente 
iguais aos ángulos C e B do triangulo. 
Demonstrar que AD = AE. 


nome tr 


89) ABC é um triângulo retângulo e AH é 
a altura relativa à hipotenusa BC. 
Demonstrar que as bissetrizes dos ângulos 


B e HAC são perpendiculares. 


90) Um observador pretendendo 
determinar a altura de uma torre AB, 
colocou-se no ponto D dc forma que o 
ángulo ADB = 15". Andando em direcáo 
à torre passou pclo ponto C tal que o 
angulo ACB = 30" e verificou que DC = 
72 m. Determinar a altura da torre AB. 


91) BD e CE sáo as bissetrizes internas 
relativas aos ángulos B e C de um 
triángulo ABC. O ángulo BÊD = 95" e о 
ángulo BDC = 82”. Calcular os ángulos 
do triángulo. 

92) ABC é um triángulo no qual Á = 
120°; M e N são pontos do lado BC tais 
que MB - BA e NC - CA. Calcular o 
ángulo MAN. 


93) OX e OY sào as bissetrizes de dois 
ángulos consecutivos AÓB e BOC, 
ambos agudos. с tais que АОВ — BOC = 
36". OZ é a bissetriz do ângulo XÓY. 
Calcular o ángulo BOZ. 


94) AÓB é um ângulo cuja bissetriz é 
OM e OC é uma semi-reta interna ao 
ângulo AÓM. Demonstrar que o ângulo 
COM é igual à semi-diterença dos 
ângulos ВОС e AOC. 
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95) XÓY e YOZ (ХӦҮ > YOZ) são dois 
ángulos consecutivos; OA, OB e OC sáo 
as bissetrizes respectivas dos ángulos 
XOY., YOZ e XOZ. Demonstrar que a 
bissetriz do ángulo COY também é 
bissetriz do ángulo AÓB. 


96) Em um triângulo ABC. E e D são 
pontos nos lados АС е BC, 
respectivamente. AF é bissetriz de ZCAD 
e BF é bissetriz de ZCBE. Prove que 
ZAEB + ZADB =2ZAFB. 

с 


97) Em um triángulo retángulo ABC, CF 

é a mediana com relagáo à hipotenusa 

AB. CE é a bissetriz de ZACB e CDéa 

altura de AB. Prove que ZDCE = ZECF. 
B 


D 
E 


F 
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98) (Campina  Grandc-2004) Num 
triângulo ABC , as medidas dos ângulos 
internos de vértices B e C são dadas por 
2x + 10" e dx — 40%. Se a medida do 
angulo externo de vértices A € 5x, então 


A m 2. 


os ángulos internos desse triángulo sáo 
iguais a: 

A) 30°, 60° с 90? 

В) 30°, 70° е 80° 

С) 20º, 80? e 80º 

D) 30?, 65? e 85? 

E) 25°, 75? е 80° 


99) (Pará-2000) Em um triángulo ABC. o 
ponto D pertence ao lado AC de modo 
que BD = DC. Sabendo-se que ZBAC = 
40%, ZABC = 80? entào o ángulo ZADB 
é igual a: 

а) 30° b)40? с) 50° d)60% е) 70° 
100) (OBM-2009) Na figura, о quadrado 
A'B'CD' toi obtido a partir de uma 
rotação no sentido horário do quadrado 
ABCD de 25 graus em torno do ponto 
médio de АВ. Qual é o ángulo agudo, em 
graus, entre as retas AC e B'D'? 


p "9 ar 
ON 
4 EAS 


А)5 B)25 C)45 D)65 E)85 


101) (OBM-2006) Trés quadrados sào 
colados pelos seus vértices entre si e a 
dois bastóes verticais, como mostra a 
figura. 


Qual a medida do ángulo x? 


—— n 


A)39? B)41% C)45? 
р) 44° С) 46° 


102) (OBM-2007) A figura mostra dois 
quadrados sobrepostos. Qual é o valor de 


X * y, em graus? 


103) (Pará-2002) Seja ABC um triángulo 
que possui ZBAC = 36" e ААВС = 21". 
Sobre o lado AB marcam-se os pontos D 
e E de modo que AD = DC e EB = EC. 
Determinar a medida do ángulo ZDCE. 


104) (Portugal-98) Na figura seguinte, 
AD=BC. 


D 


С 
Quanto mede o ángulo DAC? 


105) (Goiàs-99) Na figura abaixo os 
segmentos de reta r e s sáo paralelos. 
Então a soma dos ángulos À. B.C. D,È 
c F será de quantos graus? 


106) (Bclgica-2003) Na figura. alguns 
angulos entre as retas a. b. c, m e n são 
dados. 


ИП / п; а 


| T 
109* 68 
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Quais retas sáo paralelas? 
ajaeb b)bec c)aec d)men 
e) nào existem duas retas paralelas 


107) (Bélgica-2003) Scis retas 
intersectam-se com os ángulos mostrados 
na figura. 


Determine o valor do lado do ángulo 
indicado com o sinal de interrogacáo. 
a)45% b)50" c)55% d)60" e)65° 


108) (Pará-2013) Seja D um ponto 
interior do triángulo ABC tal que ZBDC 
123% ZABD = 15? e ZACD = 21°. 
Calcular a medida do ángulo ZBAC. 


C 


109) (Рага-2012) Um estudante colocou 
um triangulo com àngulos internos iguais 
a 30º. 60º e 90? em cima de uma régua de 
tal modo que um dos lados do triángulo 
faça um ángulo de 130? com a lateral do 
régua, como indicado na figura abaixo. 
Determine a medida do ángulo а. 


110) (Canadian Open Challenge-97) Em 
um triângulo ABC, ZA = 120". Um ponto 
D está no interior do triángulo tal que 
ZDBC = 2.ZABD e ZDCB = 2.ZACD. 
Determine a medida, em graus, de 
ZBDC. 

A 


Р ч 
Ва NC 


111) (Canadian Open Challenge-2001) 
No diagrama abaixo, qual o valor de x? 


n 


112) (Panamá-2001) Na figura, BO 
bissecta o ángulo ZCBA, CO bissecta о 
ángulo ZACB e MN é paralelo a BC. Se 
AB = 12, BC = 24 e AC = 18, então о 
perimetro de AAMN é: 


B = ^ 
a)30 b)33 c)36 d)39 e)42 


113) (Campina Grande-2004) Sobre o 
lado BC do quadrado BCDE, constrói-se, 
externamente, o triángulo ABC tal que 
AC = BC. Então, o ângulo РАВ é igual а: 
а) 30° b)40? с) 50° d)60? e) 45° 


114) (Sào Paulo-2003) Fernando e Paulo 
сопѕігиігат uma mesa de bilhar com 
formato de um triángulo eqúilátero, como 
se vé na figura a seguir: 

^ 


Descobriram que quando a bola bate na 
borda do tabulciro com um certo ángulo, 
cla rebate com mesmo ângulo. 


Су ES 


"oo 


cul Na 
horda 


a) Numa bola situada no ponto P, Paulo 
deu a primeira tacada, 
perpendicularmente ao lado AB. Depois 
de bater pcla primcira vez na borda da 
mesa, a bola passou pelo ponto P. Depois 
disso, a bola voltará a passar pelo ponto P 
novamente? Em caso afirmativo. faca um 
desenho mostrando a trajetória da bola e 
diga quantas vezes a bola bate na borda 
da mesa até voltar a passar pelo ponto P. 
b) Numa bola situada no ponto P, agora 
Fernando deu a primeira tacada, paralela 
ao lado AC. A bola voltará a passar pclo 
ponto P novamente? Em caso afirmativo, 
faca um desenho mostrando a trajetória 
da bola e diga quantas vezes a bola bate 
na borda da mesa até voltar a passar pelo 
ponto P. 


115) (Argentina-2001) Seja ABC um 
triángulo com C = 83". Considere um 
ponto P no lado AB, um ponto Q no lado 
BC e um ponto R no lado AC tais que AP 
= AR e BP = BQ. Calcule a medida de 
ZQPR. 


116) (А Піса do Sul-2014) Em um 
triángulo ABC, com ângulo obtuso À. 
sejam D, Ee F os pés das alturas de A. B 
e C. respectivamente. DE é paralela a CF 
e DF é paralela à bissetriz de ZBAC. 
Determine os ángulos do triángulo. 


eve " AAA Beet pe pom re n m em 


117) (Africa do Sul-2015) Pontos E e F 
pertencem ao interior do quadrado ABCD 
tais que os triangulos ABF c BCE são 
equilàteros. Mostre que DEF é um 
triangulo equilátero. 


118) (Torneio das Cidades-2009) Uma 
reta paralela ao lado AC do triángulo 
ABC corta o lado AB em K c o lado BC 
em M. O é o ponto de intersecáo de AM e 
CK. Se AK = AO e KM = MC, prove que 
AM = KB. 


119) (Venezuela-2013) Na figura. BE 

EC, C é o ponto médio de ED. ZCBA - 

33? e ZCAB = 70º. Quanto mede ZADC? 
A 


D 
B 


120) No 


(Venezuela-2003) 
ABC, os pontos M c N no lado AB são 
tais que AN = AC e BM = BC. Sabendo 
que ZMCN = 43º. calcule ZACB. 

C 


triángulo 


M N B 
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Semelhanca de Triángulos e Triángulos Retángulos 


2.1) TEOREMA DE TALES 
2.1.1) Definições: 


| X e Feixe de retas paralelas é um conjunto de retas 
^ coplanares paralelas entre si. 
E a: e Transversal do feixe de retas paralelas é uma reta do 


plano do feixe que concorre com todas as retas do feixe 


Ба: т E e Pontos correspondentes de duas transversais são 
D D' pontos destas transversais que estáo numa mesma reta do 
| \ feixe. 


e Segmentos correspondentes de duas transversais são 
segmentos cujas extremidades são os respectivos pontos correspondentes. 


Na figura acima: A e A', B e B', C e C’, D e D’ são pares de pontos correspondentes. 
AB e A'B', CD e C'D', BD e B'D' sào pares de segmentos correspondentes. 


2.1.2) TEOREMA DE TALES: “Se trés retas paralelas cortam duas transversais nos 


pontos À, B, C, D, E. F. respectivamente, então AD .BC, 


i. 
Bj Na 
i. ^ 


d 00 7 


Demonstração: 


DE EF 


Essa demonstração necessita apenas do 
conhecimento que a área de um triângulo é 
igual à metade do produto da base pela altura 
relativa, tomadas na mesma unidade (consulte 
o cap. 4 deste livro para quaisquer dúvidas). 
Inicialmente tracemos, passando por D, uma 
reta r paralela à reta г, como indica a figura. 
Sejam B’ e С” as interseções de r’ com BE e 
CF. respectivamente. 

A área do triángulo DB'E pode ser calculada 
DB'EH T DE.B' FG 


2 2 


de duas maneiras 


п 
^ 
-1 


Da igualdade conclui-se que DB' ELE 


Como DB'= AB temos que — = Еа 


ЕН 
О$ triángulos C C'B'E e FEB? têm áreas iguais (mesma base В'Е e mesma altura). 
Logo B'CEH _ ERB'G . Como B'C'= BC temos BC BG (2 
2 m EF EH 
De (1) e (2) vem == ai Mus 
DE EF 


2.2) SEMELHANCA DE TRIÁNGULOS 


Definição: Sejam a S b < c os lados de AABC e a’ < b’ sc” os lados de AA'B'C”. 


Dizemos que AABC e AA'B'C' sáo semelhantes quando 2- RN е k, em que k é 
a' 


b' c' 


uma constante denominada razão de semelhança. 


Os pares de lados (a,a'), (b. b') с (c. c`) são denominados pares de lados homólogos. 
Simbolicamente, AABC ~ AA'B'C' significa que AABC é semelhante a AA 'B C'. 


2.2.1) Teorema 1: Sejam À«B«C os ângulos de AABC e А'<В'<С' os ângulos de 
ААВС". Se А=А', Bs B'e C=C' então AABC ~ AA B'C". 
Demonstração: 
Сотос = С“. então pode-se montar a seguinte figura com os dois triángulos. 
Desde que A=A' e B=B', então AB // 
A'B'. 


Pelo Teorema de Tales: СА = cB. 
CA CB 


Por B'. tracemos uma paralela a AC. que 
intersecta AB em D. Como AA'B'B é um 


paralelogramo, então А'В'= AD. 


PITA 
Шо 


Pelo Teorema de Tales: 


Deste тодо. concluimos que 


2.2.2) Teorema 2: Se uma reta é paralela a um dos lados de um triángulo e intersecta 
OS outros dois em pontos distintos, entào o triángulo que ele determina é semelhante 
a0 primeiro. 

Demonstração: 


^ Considere o triángulo ABC e sejam D e E os 


pontos que uma reta paralela a BC, corta os 
lados AB e AC, respectivamente. 

Observe que os àngulos internos de AABC 
sáo iguais aos ángulos internos de AADE. 
Assim, pelo teorema anterior, temos que 
AABC - AADE. 


2.2.3) Teorema 3: Sejam А<В<С os ángulos de AABC e A'&B'«C' os ángulos 


de AA'B'C'. Se AABC ~ ЛА`В`С' então À = A', B-B'eC-C*. 
Demonstração: 


Considere a construção abaixo. onde CM 2 C'A' e MN // AB. 


t 
Como MN // AB. então AABC ~ AMNC: CM. = CN. = MN 
|. CA CB AB 
4 ' - 1 
Uma vez que CM = C'A': PA NN (1) 
E NE 
' * 1 LI B' 
Desde que AABC ~ AA'B'C*: ach AD dp (2) 


CA CB AB 
De (1) e (2) concluímos que AMNC e AA'B'C' sáo congruentes, e, portanto: 
A=A',B=B'eC=C'. 


(eh 


FS 
bd 


2.2.4) Propriedades: A semelhanca de triángulos obedece às seguintes propriedades: 
a) Reflexiva: AABC ~ AABC 

b) Simétrica: ДАВС ~ ARST <> ARST ~ ДАВС 

а edd > AABC-AXYZ 


c) Transitiva: E 
ARST ~ AXYZ 


2.2.5) Conseqüéncias do Teorema 1: 
i) Dois triangulos que possuem os lados (ou seus prolongamentos) respectivamente 


paralelos sáo semelhantes. 
A 


Se AB // A'B'. AC/A'C” e BC // 
B'C' então AABC ~ AA'B'C' 


ii) Dois triángulos que possuem os lados (ou seus prolongamentos) respectivamente 


perpendiculares sáo semelhantes. 
n 


Se AB.LA'B.ACLA'CeBCLB'C 
então AABC ~ AA'B'C' 


KE 


ta rm de MM D eee de VPF 
2.2.6) Casos de Semelhança de Triângulos 

1º Caso: Se dois ángulos de um triângulo A'B'C' são respectivamente congruentes а 
dois ângulos de um triângulo ABC, esses triângulos são semelhantes. 


- i Ar Лане + 


Demonstração: 
Já foi demonstrado que a soma dos ângulos internos de um triângulo é constante е 
igual a 180". Assim, se dois ângulos forem congruentes (por exemplo, na figura temos 


A=A' c B=B') então certamente teremos С= С'. Assim, pelo Teorema 1, segue 
que AABC ~ AA'B'C'. 


2º Caso: Se dois lados de um triángulo A'B'C” são respectivamente proporcionais a 
dois lados de um triángulo ABC e se forem congruentes os ángulos formados por 
esses lados, os triángulos sào semelhantes. 


Demonstração: 
CA' CB 
Suponhamos, por hipótese, que: C= e е =r ==- (|). 
p por hip q CA CB (1) 


Considere a construção abaixo, onde CM - C'A' e MN // AB. 


Como MN // AB. então AABC ~ AMNC: ы = CN E MN 


CA CB AB 
"A! CN MN 

Uma vez que CM = СА’, concluimos que == === = = (2) 
C AB 


De (1) e (2) temos que CN= 


— ——— ^ 


Desde que CN - C'B', E. ' e С=С", temos que AMNC e AA'B'C 
congruentes. 


Como AMNC ~ AABC, então AABC ~ AA'B'C'. 


3" Caso: Se os três lados de um triângulo АВС” são respectivamente proporcionais 
aos tres lados de um triângulo ABC, esses triángulos são semelhantes, 


| Á-Á* 
a b c : РЕР pa ^ S 
ELE > AABC-ANBC > |B=B 
a! b' c' | ^ a 

С=С' 


2.2.7) Teorema: A razáo entre os comprimentos de duas cevianas homólogas de dois 

triângulos semelhantes é igual à razão de semelhança. 

Demonstração: 

A Considere que duas cevianas são homólogas caso seus 

pés dividam o lado oposto na mesma razão. 
Sejam ABC e A'B'C' dois triângulos semelhantes com 
razão de semelhança igual а К, com A” correspondente а 
A, B' correspondente a B e С” correspondente а C. 
Considere o ponto M є BC e o ponto M` e BC” de 


B M с modo que EM e. m. 
A CM C'M' 
BM BM+CM 
—zm > ————=т+! 
CM CM 
—=m+l (l) 
B yi E Analogamente: -=m+] (2) 
Е T M А 
(1) е(2) DEC — а BC z 
CM C "MI C'M' B'C' 
M AC 
Uma vez que e e ek с ZMCA = ZM'C'A' então temos que AAMC ~ 
C'M' A'C' 
N 
AAMC’ e 
A'M' 


Como conseqüéncia deste teorema. temos que em dois triângulos semelhantes а 
razão entre duas medianas homólogas. duas alturas homólogas e duas bissetrizes 
homólogas é igual a razão de semelhança entre esses dois triángulos. 


2.3) SEMELHANCA DE POLÍGONOS 
2.3.1) Definição: Dois poligonos são semclhantes sc e somente se os ángulos internos 
forem ordenadamente congruentes e se os lados correspondentes forem proporcionais. 


My» "A 


Par exemplo. analisando os polígonos acima, considerando que o vértice A; é 
correspondente ao vértice A; (1 < i S 11). teremos que os dois poligonos são 
semelhantes se e somente se A,= A,'. A, A,', AEA o AgEA, е 


AJA, AJA, АА А 

= -= = ш... = =k. onde k é a razão de semelhança entre os dois 
Aide Aa Ag Noi A 

poligonos. 


Observe que no caso da semelhança entre triângulos não é necessário analisar 
separadamente a congruencia entre os ângulos correspondentes e a proporção entre os 
lados homólogos pois. no caso especilico de triângulos, a ocorrência de uma destas 
condições de semelhança implica na outra. Isto acontece porque. uma vez definidos os 
trés lados de um triángulo (satisfazendo as desigualdades triangulares), existe somente 
um triángulo com estes lados. O mesmo nào ocorre com os outros poligonos, pois para 
os mesmos comprimentos dos lados. existem infinitas possibilidades para as 
configurações dos poligonos. 

Por exemplo, um quadrilátero com todos os lados 
iguais pode ser apenas um losango ou mesmo um 
quadrado, conforme indicado na figura ao lado. 


2.3.2) Teorema: A razão entre os perímetros de dois polígonos semelhantes é igual à 
razáo de semelhanca. 


Demonstracio: 

Sejam А‹А;...А„ е АгГА;...А dois poligonos semelhantes, cada um de n lados, em 
que o vértice А, é correspondente ao vértice A, (1 € i < n), sendo 2p e 2p' seus 
Eu NE. е A onde k ¿a 
Ay As ASA. A, Ar 
razão de semelhança entre os dois polígonos. Aplicando propriedade das proporções: 


perímetros, respectivamente. Assim, 


po A AA LS „_ AMAS FAA ЖАА 2p 
АА; AJA © АА" АГА +А Ag O +A A 2р 


2.3.3) Teorema: Dois polígonos convexos semelhantes podem ser divididos em um 
igual nümero de triángulos correspondentes semelhantes. 
Demonstração: 


^i A: 


А, 


As 
А; 


Sejam A,A»...A, € Aj'A?...A,. dois poligonos semelhantes. cada um de n lados. em 
que o vértice A, é correspondente ao vértice A; (| S 1 < n). Tracemos todas as 
diagonais possiveis a partir de A, e Aj”. Desta maneira, fica claro que o triángulo 
A|A»^Ai é correspondente ao triângulo A/A As, que o triángulo AAA, é 
correspondente ao triângulo Ap A; A47. e assim por diante. 


> ALA, ` , D “ 
== = >= =k então AAAA; ~ AAAA: (1 


Uma vez que A; = Ay' e 


caso). 

АА, y 

ARRE 

Como À = Аге ДАЛА = Z AY AA! então ZA AA = L ACA As. Disto e do 

Ajñs. „МА 
A 


Assim, conclui-se que ДААА = Z Ay Ar A, e 


= === = k implicam que AA AA; ~ AA, Ar Ay (2º caso). 


fato de que === - 
A, Ar As Ta 


; а funda S A, . 
Portanto, conclui-se que АЛАА; = Z Ау Аг А e Amo (o е assim 


sucessivamente para OS outros casos, provando o teorema. 


2.3.4) Retângulo Aureo 

Voce já reparou que os valores das razões das dimensões de diversos retângulos 
observados no cotidiano (jornais. outdoors, janclas de casas ou apartamentos, ctc.) 
aparentemente são iguais? Por exemplo, as dimensões de um jornal são. 


; М 5 А . Е 5 
aproximadamente, 52 x 32 cm. A razão de suas dimensões vale у= 1.625. О 
Pathernon. uma das obras mais antigas с admiradas do mundo, possui de forma 
destacada um retângulo em sua fachada cuja razão das dimensões é aproximadamente 
1.62 


Note que este valor € relativamente próximo da razão entre as dimensões de um 
jornal. Este fato não é mera coincidência. Arquitetos c artistas consideram que 
retângulos cujas razões das dimensões sejam aproximadamente 1.62 são mais 
agradáveis visualmente c possuem grande valor estético. Estes retângulos são 
n a E b c chamados retângulos áureos e são definidos da 

seguinte maneira: “ABCD é um retângulo áureo 
se dele suprimirmos um quadrado, como ABFE. 
e o retângulo restante. CDEF, seja semelhante 


A 3?  aoretàngulo original”. 
Sea + bea são as dimensões do retângulo 
original, a definição anterior é equivalente à 
А а b 
A a E h p  expressáo lI 
a+b a 
` 3 -а + а J5 
Assim: a` =ab+b° > b'-ab-a'-0 > pesce De 


Е -1+35 
Desde que b > 0 entáo tem-se Б = qn 


a+b b 5-1. NESSA 


do retângulo é: =|+- = 1+ ——— 21,618. 
а а 2 2 


. Logo. a razão entre as dimensões 


Y 


ж a AA Pe A e -ma - = 


О уа|ог 


é denominado de “razão áurea”. O retângulo áureo está 


diretamente ligado à divisão áurea de um segmento, exposto neste livro no capítulo 1. 
A divisão áurea é conhecida desde os pitagóricos do século 5 A.C. Na antiguidade a 
divisão de um segmento na razão áurea era tão comum que era denominada 
simplesmente de “seção”. A expressão “divisão áurea” foi usada pela primeira vez por 
Kepler (1571-1630), que escreveu: "A Geometria possui dois grandes tesouros: um é o 
Teorema de Pitágoras: o outro, a divisão áurea. Podemos comparar o primeiro à uma 
porção de ouro e o segundo a uma jóia preciosa”. 


Exemplos: 


1) (UFMG-89) Na figura, os segmentos BC e DE são paralelos, АВ = 15 m, ЛЮ = 5 т 
e AE=6 m. A medida do segmento CF e, em metros: 

a) 5 
b)6 
c) 10 
d) 12 
e) I8 


Solução: 

Como BC e DF são paralelos, então AABC ~ AADE: 
AB AC 15 AC р 

— E о — —— жэ AX 8 

AD АЕ 5 6 

Deste modo: CE=AC-AE=18-6= 12 


2) (FGV-2005) Os lados do triángulo ABC da 
figura ao lado são: AB = 28 em, AC = 21 eme 
BC = 33 cm. Uma paralela ao lado BC 
intercepta os lados AB e AC nos pontos C e E, 
respectivamente, Determine a medida dos lados 
BD, DE e EC, sabendo que o perímetro do 
quadrilátero BDEC é 74 cm. 

Solução: 

Como o perimetro do quadrilátero BDEC é 74 cm então: 
BD+EC+DE+35=74 > ВЮ + ЕС + РЕ = 39 
Сото DE // RC entào ЛАРЕ ~ ЛАВС: 

AD AE DE - 28-BD 21-EC DE 

AB AC BC 28 2l 
Utilizando uma propriedade de proporções: 


e 


35 


28-BD 2-EC DE  Q8-BD)«QI-EC)-DE  49-(BD+EC+DE) _ 


M 2l 35 28+21-35 14 
. 020 5 
14 7 
Assim: 
IQ- ВІ S 
APO Bs BD 
28 7 
.2-EC 5 е - E. 
11) => > 2|-EC-15 > EC=6 
X 7 
. DE 3 2 
i) — => > ЮЕ = 25 
3 7 


3) (EEAR-2002) Na figura. se o ângulo A é congruente ao ángulo E, então а relação 
falsa é 


| 
„EACE DeCs 


a) CA-CB=CE-CD b 

CE CD 
х CAFCD Ср d eem e] 
СЕ+СВ: CB CE-CB-EB {СВ 


Solução: 

A relação incorreta é da alternativa b. Observe as justificativas abaixo. 

a) Se A = E então temos que AACD - AECB: 

Ca DD es CA бае. CD, 

CE CR EB 

b) Pela expressão de do item anterior: 

CA CD CA CD CA-CE CD-CB 
— э EN = —— . 


CE CB CE CB CE CB 


ka А „__ Сл _Ср CA... CD. САО 
c) Utilizando propricdade de proporções: === > ——-2—--——————-. 
CE CB СЕ СВ СЕ+СВ 


CA-CD-DA_CDCDCD (2) 


CE-CB-EB_ CBCBCB (сву: 


— TIN муур Pech 
NE don 


» 


ГА 
а A gu. "RR 


4) (Unesp-2003) Considere 3 retas coplanares Paralelas. ns e ч. cortadas. por 2 outras 
retas, conforme a figura. Os valores dos segmentos identificados por x e y são. 
respectivamente, 


a) 3/20 e 3/40 IT | 
b)6e 11 LL 
c)9e 13 EN 
d)lle6 lie TN 

e) 20/3 с 40/3 | T. 


Solução: 

^» m 4 3 
Pelo Teorema de Tales: =— 

x+y 15 

Como os triángulos que existem entre as retas s e t sáo semelhantes: 
xy 5 
—=— > y=2x. 
y 10 


Assim: 3х 220 > х= 20/3 > у = 40/3. 


> xty=20 


5) (UFPE-2000) Sejam ABC e DEF triángulos tais que AB. BC sáo paralelos a DE. 
EF respectivamente e as retas passando por B e E; A e D: C e F são concorrentes em 
V conforme a ilustração abaixo. Analise as sentenças seguintes: 

B 


F 


A 


(1) VED e VBA são triângulos semelhantes. 


y YE, ED VD 
VB BA VA 
VD V 
(3) — = eld e os triángulos VDF e VAC sáo semelhantes 
VA VC 
(4) ACe DF são paralelos. 
Solução: 
(1) Verdadeira. Como AB // DE então AVED - AVBA. 
| р VE E V 
(2) Verdadeira. Como AVED - AVBA entáo E = р = `D (*) 
VB BA VA 


amarras 


VE VE EF. 


(3) Verdadeira. Como BC / EF então АВСУ ~ АБЕУ > —=—=— (**). 
VB VC BC 
VE 
De (“Уе (**) concluimos que Tg (Жү 
VA УС 


(4) Verdadeira. Do fato de ZFVD = ZCVA e da expressão (***) temos que AFVD ~ 
MOVA => AC e DF são paralelos 


6) Dado um triángulo ABC, AE é a bissctriz писта de ZABC c BD é a bissetriz 
interna de АВС. Sabe-se também que СР L BD e CQ 1 AE. Prove que PQ é 
paralelo a AB. 

Solução: 

Prolongue CP até encontrar AB em S. 
Prolongue também CQ até encontrar AB em R. 
Desde que ZBPC = ZBPS. lado PB comum e 
ZPBC = ZPBS segue que ACPB = ASPB. ou 
seja. CP = SP. 

Analogamente, tem-se ACQA = ARQA e assim 
conclui-se que CQ = RQ. 

Desta maneira, P é ponto médio de CS e Q é 
ponto médio de CR. 


PC 
Como E = 9 = = e ZPCQ = ZSCR, tem-se que АРСО ~ ASCR. 


Assim, ZCPQ // ZCSR => PQ//SR 2 PQ/AB 


7) O losango ADEF está inscrito no triângulo ABC, como mostra figura. Se AB = 12 
m. ВС = 8meAC-6m.olado f do losango mede: 


a)3m 
h)3m 
c)2m 
d)4 m 
e)$m 


Solução: 
Desde que DE е AC são paralelos, então ADBE - AABC: 
DE DB г 12-1 


АС АВ 6 12 


> 13(272-66. > 18/272 > [=4m 


"yy o a Yom» се р тт » na 


A Frida o Р 1» ES CA 
8) Em AABC. D é um ponto de BA tal que BD/DA = 1/2. E é um ponto no lado CB tal 
que CE/EB = 1/4. DC e AE intersectam em F. Calcule CF/FD. 


Solução: 
A Trace DG // BC. Assim, AADG - AABE: 
es oid > 
AD = DG = > б = 2ВЕ 
AB BE 3 3 
Como DG // BC entào ADGF - ACEF: 
o Gr. y CF Bula, 3 
B C 


9) Em ДАВС, BE é mediana е O ¿o ponto médio de BE. AO intersecta BC em D e 
CO intersecta AB em F. Se AO = 12, determine o valor de OD. 

Solução: 

Trace EH paralela a AD, com H e BC. 
Suponha que EH intersecta CF em G. 
Como EG // AO tem-se ACEG - ACAO: 


— = — =- > EG=—=6 
AO AC 2 2 
Como EH // AD tem-se ACEH ~ ACAD: 
CH EC | CD 
áK—z—z- > CH=z— > 
CD AC 2 2 
H é ponto médio de CD 
Como GH // OD tem-se ACGH - ACOD: E 0 > GH= DD 
OD CD 2 2 
Como OD // EH tem-se ABOD ~ ABEII: a E —z 1 > OD a EM 
EM BE 2 2 
Assim, op = 2 „ОТОН > 20D=EG+ 6H => 20D= ы 
Ss 0034 


10) (IME-2013) Considere um triángulo ABC com lado BC igual a L. São dados um 
ponto D sobre o lado AB e um ponto E sobre o lado AC, de modo que sejam válidas 


mE Vs e: : j 
as relações DE = — =m, com m > 1. Pelo médio do segmento DE. denominado M. 


traça-se uma reta paralela ao lado BC, interceptando o lado AB no ponto F e o lado 
AC no ponto Н. Calcule o comprimento do segmento MH. em função de me L.. 
Solução: 


Р pu y ADOS ibn gutes o ТЇ 
PEN 


^ Sca] DP H ВС. ‹ сот n P € AC: 
DA DB DA+DB АВ 
E —=m > = — = = — 
DB m 1 пї +1] m+] 
FAM H DA m 
Р á — = 
"Y o М AB m+l 
/ М. Desde que DP // BC tem-se AADP ~ AABC. 
 c————————— ИЙ > 
8 c D^. DP > рр = m.L 
AB BC m+l 
M DP 
Como MH / DP смао AEMH ~ ДЕЮР: a E a > МН = — 
DP ED 2 2 
Assim: МИ = que 
Amh 


11) Em um triángulo isósceles ABC (AB = AC). CB é prolongado a partir de B até P. 
Uma reta urada a partir de P. paralcla à altura BF. encontra AC em D (onde D está 
entre А е E). А partir de P é traçada uma perpendicular, encontrando o prolongamento 
de AB em E. de forma que B está entre Ee A Expresse BF em termos de PD e PE. 


Solução: 
Desde que AABC éisósceles > ZACB=ZABC. 
Como ZPBE = ZACB c ZPEB = ZBFC temos que АВГС ~ APEB: = = a, 
Em MDC. como BE //PD, então APDC ~ АВЕС: Pero 
BF BC 
PD PB PD PB PD-BF PB PD-BF PF 
— = — +1 > —-lz— > =— m ———=— 
BF BC BI BC BF BC BF BF 


BF = PI) - PE. 


2 rasionga do Ty ioquit don 
12) Um segmento de reta AB é dividido pelos pontos K e L de modo que A NE 
AK.AB. Um segmento AP é tragado de modo que AP = AL. Prove que PLéa 


bissetriz de ZKPB. 


P 


Solução: 
) 


Desde que AP = AL e AL” = AK.AB então AP! = AK.AB e assim 25 = A Como 


o ángulo ZA é comum então pode-se afirmar que АК АР ~ APAB: 

(1) ZPKA=ZBPA > ZPKA- ZBPL+ АКРЕ + ZAPK (1) 

(п) ZKPA = ZPBA 

Como ZPKA é um ángulo externo em AKPB: ZPKA = ZKPB + ZPBK 
Como AP = AL. em AAPL: ZALP = ZKPL + ZAPK (2) 

Como ZPKA е ángulo externo em ZKPL: 

ZPKA = ZALP + ZKPL (3) 

Igualando as expressões (1) e (3): ZBPL + ZAPK = ZALP (4) 

De (2) e (4) segue que: ZKPL + ZAPK = ZBPL + ZAPK > 

ZKPL = ZBPL > PL ё bissetriz de LKPR 


13) Os ângulos А e B de um triângulo ABC são relacionados pela expressão ЗА + 2B 
3 2 
= 180%. Prove que a^ + be = с". 


Solução: 
^ 3A+2B = 180° > A«XA-B)s180 > 
А+2(180°-С)=180° > 2C-À-180" > 
C 2 909—À /2 
Suponha que D é um ponto sobre o lado AB tal 
que AD = AC. | 
К - Q Assim, ZACD = ZADC = 90º — А”. 


Note que os triángulos ABC e CBD possuem os 
mesmos ângulos internos A, B е 90-A/2. 
BC AB 


Deste modo AABC ~ ACBD: — = 


al = це Б) > а+бс= 
BD CB 


A Do e ess ame maço» hb Do Do eiT 
>... da е V. ПЕН a TE. sc РТ ЛҮ 1 
———— оа ГЫ AAA аеры р а ms 


14) Em um triángulo АВС, Z é um ponto da base АВ e CZ é traçado. Uma reta é 


traçada a partir de A paralela à CZ encontrando BC em X. Uma reta é traçada a partir 
E — | | | 
de B paralela à CZ encontrando АС em Y. Prove que — + —— =—. 
AX BY CZ 


y 


Solução: 
Desde que CZ BY então ЛАСА ~ ЛАҮВ: A „^5 (1) 
CZ ЗҮ 
он : ВА. 
Desde que С/ 7AN então ABCZ ~ ABXA: -— = a (3) 
СИ AN 


AZ BZ AB. AB 
CZ CZ BY AN 
Msc qa AB. agsga $5.55. AB — к | ea 
` CZ BY АХ CZ AX BY 


(1) - QX 


13) (Olimpiada de Wisconsin-2004) Em um triángulo ABC, a reta XY é tragada 
paralela à BC, onde X pertence ao lado AB e Y pertence ao lado AC. Seja P o ponto 
onde BY encontra CX e suponha que a reta passando por P paralela à BC encontra YC 
em О. Se СО = 2 e QY = 1, determine o valor de AC. 


Solução: 
р) 
Desde que РО // BC: AYBC ~ AYPQ: IL = PQ — PO e (1) 
ҮС ВС BC 3 
XY 3 
Como XY // BC: AXYC ~ APQC: — = 2t > e. =2 (2) 
PO. QC P 2 


Uma vez que XY // BC temos AAXY - AABC: 
AY X -3 1 
aS ===) асы > 2AC-6=AC > АС = 0. 
АС ВС АС 2 

16) (Torneio das Cidades-2005) M е № são os pontos médios dos lados BC e AD. 
respectivamente, de um quadrado ABCD. K é um ponto arbitrário no prolongamento 
da diagonal AC a partir de A. O segmento KM intersecta o lado AB em um ponto L. 
Prove que ZKNA = ZLNA. 

Sulução: 


Suponha que AC corta MN em O e o prolongamento de BA 
p corta KN em P. Uma vez quc PL // NM, então temos que 
AKPL - AKNM. Como KO é mediana de AKNM então KA 
é mediana de ARPL, fazendo com que А seja о ponto medio 


| М 
М de PL; 

Deste modo, os triángulos PAN e LAN são congruentes (РА 
8 = LA, AN comum e ZPAN s ZLAN). Assim. temos 


diretamente que ZKNA = ZLNA. 


17) (Torneio das Cidades-2000) ABC é um triângulo. O ponto A” é tomado na reta AC 
de modo que АА’ = AB. O ponto B’ é tomado na reta BC de modo que BB” = AB. O 
ponto B" é tomado na reta BA de modo que BB” = BC. O ponto C" с tomado sobre a 
reta CA de modo que CC" = BC. Determine а razão A'B'/B"C" em termos dos lados 
do triángulo ABC. 

Solução: 

Seja R a intercessão de A'B' e o prolongamento de 
B"C. Como ВВ” = BC. BA = BB' e ZB'BC = 
ZABB' então temos que ABUBC ~ AABB': 

АВ”: CB" AB' CD" 

——— E cem CE] 

AB BB" AA ЄС" 
Além disso. podemos concluir que B"C/ АВГ. 
Portanto: ZB'AC = ZACB"= ZRCA' 70 (2) 
Como CR // AB' então AVCR ~ ХААВ” (3): 
CK .CA' CR OAB, 


(al 


AB" AA А'С AA' 


CR 
De (1) e (4) obtemos TIL. Beo е cn 


implicam que AB"CC" ~ AA'CR. De (3) temos AA CR ~ AAA'B'. onde concluimos 
од — А'В' АА' сє 
que 3B7CC" ~ ZAA'B lt LI ipe 
B"C u C C u d 


т. T — meses age == MÀ À— 
= E —À сатта “тшт z , жуу 


m. л T == ты manta M 
P d PS, HE Ma yy ; 4 7, 


des HET ш mam em 


24) RELACOES MÉTRICAS NOS TRIÁNGULOS RETÁNGULOS 
\ 


i Considere um triángulo retângulo onde A = 


c h 90º. BC é a hipotenusa e AB e AC são os catetos. Р 
é o pé da altura relativa à hipotenusa (AP = h). P 
divide BC em dois segmentos de modo que BP = m 
B m P n C eCP-n. 


Todas as relações métricas são demonstradas aplicando a semelhança de 
triángulos, que ocorre devido à congruencia de alguns ángulos: 
ZABC= ZCAP с “АСВ = ZBAP 


2.4.1) Propriedades: 


3 
1) МВА ~ AABP => B unt > LE = с = т.а 
AB ВС с а 
3 А m 
1) АСВА ~ АСАР > ас > an — b = паа 
AC ВС b a 
m) АСВА ~ ЛАВР > Аа > beça > a.h = b.c 
AP AB h c 


NE a > b.c 3 
vi Deiet temos que b.c = пула” > mn=|— > mn=h 
Б 


P. d | | (EE) Ч) > MEX 1 
Vi exp =- += 
с? 


b c na ma а\ тт ali 


2.4.2) Teorema de Pitágoras 
Provavelmente este se trata do mais famoso teorema da matemática, 
principalmente pela simplicidade de scu enunciado: 


Em um triángulo retángulo a soma dos quadrados dos catetos é igual ao 
quadrado da hipotenusa 


т . А de 2 2 2 
Assim, sc a é a hipotenusa c b e c são os catetos segue que: a =b" + с 


Documentos históricos comprovam que os babilônios conheciam casos 
particulares desse teorema, como por exemplo que o triángulo de lados 3, 4 e 5 é 
retângulo, Há uma demonstração no livro Os Elementos, de Euclides. Também 
ofereceram demonstrações. o matemático indiano Bhaskara Akaria e o italiano 
Leonardo da Vinci. Porém acredita-se que a primeira demonstração tenha surgido 


p 


——— al DATE 88 11 чл. ci e cd ——— ar е 


realmente com Pitágoras (ou com o grupo que levava seu nome), porém náo se sabe ao 
certo qual seria a demonstração utilizada por Pitágoras. 


1* Demonstração (mais curta): 
Somando as propriedades i e ii: 

EE: | 2 tido 
b'+c=ma+rna=(m+n)a=aa=a > b-*c-a 


2* Demonstração (considerada a mais bela): 

Em um quadrado de lado b + c 
- (figura 1) desenhamos 4 triângulos 
retângulos. todos congruentes. de 
catetos b e c e hipotenusa a. Note 
que. no interior do quadrado 
original, temos um quadrado branco 
de lado a. 


T ШЇЇ 
| 


IJ 


IN 
ИР! 


ПМ а ШШ Agora arraste os triángulos de modo 
a formar a figura 2. Observe que na 
Figura | Figura 2 figura 2 temos dois quadrados 


brancos formados. um de lado b c outro de lado c. 

Uma vez que a área em branco nas duas figuras deve possuir o mesmo valor. então a 
área do quadrado de lado a deve ser igual à soma das áreas dos quadrados de lados b e 
c. ou seja, al = b! + e”, 


3 Demonstração: 
^ Em um triángulo retángulo ABC, tracamos a altura AP. 
Note que AABC ~ APBA ~ APAC. Sabe-se que as áreas 


Э b de duas figuras semelhantes estào entre si como o 
quadrado da razão de semelhança (veja o capitulo 3). 
B c Sia. Sue Y 
A Portanto: = = —— е TM, 
ы Улыс а Sanc а 


ty 
c 
t 


С TOM -- 
Sina + Spac = Sanc > ai Sane turam =5лве > b +С =а 


4º Demonstração: 
Tomemos dois triângulos retângulos de hipotenusa c e 
catetos a e b e construimos o trapézio ao lado. Observe 
que o triângulo isósceles de lados congruentes iguais a с 
К é retângulo. 
A área do trapézio de base maior b. base menor a е 
T b altura a * b é igual à soma das áreas dos dois triángulos 
retángulos de lados a. b e c e do triángulo retángulo 
isósceles de catetos iguais a c. 


Assim: En E +b)= w ue Le > cab. 
ә En 2. 


5" Demonstração: 


Considere as duas figuras ao 


lado. A figura 1 é um quadrado 

é de lado a, composta de quatro 
triângulos retângulos 
congruentes de hipotenusa a e 

с Catetos b, c e de um quadrado de 

lado b — c. A figura 2 é formada 


б , pela justaposição das mesmas 

a b-c c figuras que compõe a figura 1. 

Figura | Fivura 2 A linha pontilhada na figura 2 
à gura 2 


divide esta em dois quadrados. 

m de lado b e outro de lado c. Como as figuras 1 e 2 possuem a mesma área, entáo 
2 2 
podemos afirmar que: a^ = b? + c". 


Na verdade existem inúmeras demonstrações do Teorema de Pitágoras. Só no 
livro "The Pythagorean Proposition", de Elisha Scott Loomis, re-editado em 1968 e 
1972 pelo National Council of Techers os Mathematics, existem 370 demonstracóes 
para o Teorema de Pitágoras. Entretanto, as cinco demonstrações anteriores são 
consideradas as mais curtas e simples para cste tcorema. 

Todas as demonstrações para o teorema de Pitágoras se dividem em dois tipos: 
obtidas através de semelhança de poligonos ou obtidas através de expressões 
envolvendo áreas de figuras planas. Náo é possivel demonstrar o teorema de Pitágoras 
utilizando argumentos trigonomélricos, uma vez que a relação fundamental. da 
trigonometria (sen x + cos? x = |) é demonstrada via teorema de Pitágoras. 


ATTE 
2.4.2.1) Teorema Recíproco de Pitágoras 

Sc em um triángulo retángulo a soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado 
da hipotenusa entáo este triángulo é retángulo. 

Demonstração: 

Suponha que em um triángulo ДАВС temos a? = b?  c?, Construindo um triângulo 
retângulo AMNP de hipotenusa d e catetos b e c temos d? = b^ + c?. implicando que d 
= a. Assim, lemos que AABC = AMNP, fazendo com que AABC seja um triángulo 
retângulo. 


Exemplos: 


1) (Colégio Naval-83/84) Num triângulo cquilátero de altura h. seu perímetro é dado 
por 


7 ^ 
a) пуз b) h /3 c) 2h 43 d) 6h e) 6h V3 


E 


o 


Solução: 
Como h é altura de um triângulo equilátero. então h corta o lado 
oposto em seu ponto médio. Pelo Teorema de Pitágoras: 


2h 243h 


2 
a а=а/4 + > 3a/14=h > es 


a Assim, o perímetro do triángulo equilátero ui 
2p=3a > 2p=2V3h 


2) (Unifor-2003) Na figura abaixo, têm-se AB = 6 cm, BC = 10 cm e EC = 4 cm. 
A 


3 E C 
A medida de DE, em centimetros, é igual a 

а) 12/5 b)52 с) 24/2 d)3 е) 245 

Solução: 

Aplicando o teorema de Pitágoras em AABC: 

ВС = ЛВ + АС? > 100=36+ АС? > AC-8cm. 


Uma vez que ЛЕРОС ~ ДАВС: Me Et > ==> > DE=3cm 


AB АС 6 


Uy amnem ave 
3) (AFA-2001) Na figura abaixo existem n (pulos lanos onde ABC é 


primeiro. ACD o segundo e APN ¿o n-ésimo triângulo. A medida do segmento ПМ é 


r 
avn 
a) 


а\/п +1 
п + 1 
а\п-1 
n-1 
adn «1 
n 
Solução: 
Aplicando o Teorema de Pitágoras em AABC: 
AC = АВ? + ВС = а + а? = 2а > AC=2a 
Aplicando o Teorema de Pitágoras em AACD: 
АР? = AC + СЮ? = 2а + а? = За > AD=J3a 


Assim, observamos que no n-ésimo triángulo teremos AN = п а 


b) 


c 


d) 


'ortanto: HN.AN = PN? > HN. n.a 2 a? > HN= mn 


) (AFA-2002) Na figura, o triángulo AEC é equilátero e ABCD é um quadrado de 
¡ado 2 ст. A distância BE, em cm, vale 


a) 2453 ^ 
b) J6 - 1 

E EE E 

d) Y6 - J2 


Solugáo: 


Teorema de Pitágoras em AADC: 

АС = Ар? + ОС 2 АС'=2%+2'=8 > 

AC 2242 

Seja O o ponto médio da diagonal AC do quadrado. 
Assim: AO 2 СО = V2. 

Como ZOAB = ZOBA = 45" então AOAB € isósceles: 
ВО -42. 

Como AAEC é equilátero então EA = AC = 242 

Teorema de Pitágoras em 3OEA: 


T T1777 — Biasdi nica э | 


Portanto: BE = ЕО - BO > ВЕ = J6 - ya 


5) (UFC-99) No triángulo ABC abaixo, / é a base, h a altura relativa à esta base. e bo 


lado oposto ao ángulo de 45º. Se / + h = 4. então o valor minimo de b! é: 
A 

а) 16 

b) 16/5. 

c) 4/5. h 

d) REA 

e) 1645. РА 


B Р € 


Solucáo: 

Seja H o ре da altura do vértice A. Assim, o ângulo BHA é reto. e, portanto, o ángulo 

BAH mede 45". Assim, o triángulo ABH é isósceles, e dai o segmento BH mede h. e. 

em conseqüencia, o segmento de reta TIC mede / — h. 

Aplicando o Teorema de Pitágoras ao triángulo retángulo AHC, obtemos 

b'=h+((-hy) = Ы = 2 + (4-а) = + (4 – 2) = 

-h'*16- 16h + 4l = 52 – 16h + 16 

Assim, b! é uma função quadrática de h e esta função possui um mínimo cujo valor é 
3 A  -(-16) –4.5.16) _ -(16.16—20.16) 16 


ml да 20 20 LR 


6) Na hipotenusa AB de um triângulo retângulo ABC é traçado um quadrado ABLH 
externamente ao triângulo. Se AC = бе BC = 8, determine CH. 

Solução: 

Trace a altura CD de AABC, prolongando-a até 
intersectar HL em G. Como AB / HL e CD L AB então 
CG L HL. 

Teorema de Pitágoras em AARC: АВ = 10 

Em AABC tem-se: АС = AD.AB > 

362 Ар.10 > Ар = 3.6 

Аіпдает ЛАВС: 

СП? = AD.DB = 3,6.04 > СП = 4.8 

Сото АПСИ é um retângulo ПС = AD = 3,6 

Além disso СС = CD + DG = 4,8 + 10 = 14,8 

Pitágoras em ACHG: CH = НО + СС = 3,62 + 14,82 > СН = 24/58 


ыш 2. Залайалга do Tritagcies a Trüángnios Roltogsios > 5 
7) Os lados e a altura de um triángulo retángulo ABC sáo a TEN b.cel, 
respectivamente. Demonstrar que o triángulo que tem para lados b + c, са + h 
também e retângulo. 

Solução: 

Pelas relações métricas nos triângulos retângulos temos que bc = ah e b° + с? = a”, 

Assim: (a + hy = а? + 2ah c h^ 5 0 + со е Бс + 2 > (ahy = (b * rh > 

o triángulo que tem para lados b + е, he a + h também é retângulo. 


8) Desde um ponto P no interior de AABC são traçadas perpendiculares aos seus 
lados. encontrando BC, CA e AB nos pontos D, E e F, respectivamente. Demonstre 


que: E : 
BD” + СЕ? + АЕ? = DC + EA + FB 


Solução: 

Aplicando o teorema de Pitágoras em ABPD e ABPF: 

ВО? + РО? = РВ? е ЕВ? + РЕ? = РВ? 

Igualando estas duas expressões: ВО? + PD? = ЕВ? + РЕ? (1) 

Aplicando o teorema de Pitágoras em ACDP e ACEP: 

рс? + рр? = РС? e СЕ? + PE? = = PCT 

Igualando estas duas expressões: DC? + PD? = СЕ? + PE? (2) 

Aplicando o teorema de Pitágoras em ЛАРЕ e ЛАРЕ: 

ЕА? + РЕ? = РА? e АЕ? + РЕ? = РА? 

Igualando estas duas expressões: EA? + РЕ? = АЕ? + РЕ? (3) 

Somando as equações (2) e (3) e subtraindo da equação (1) segue que 
BD” + СЕ? + AF = DC + EA + ЕВ: 


9) (Indiana University of Pennsylvania-99) Em um triángulo retángulo, sc AB = 20, 
АС = 12 e AD = DB + 8, entào CD с; 


À 


> 


a) 14 

b) 1242 

c)8 

d) 9 

e) nda t n n 


Solução: 

Aplicando o teorema de Pitágoras em AABC: 

АВ`= АС? + ВС? > 400 = 144+ ВС > BC=16 

Seja CD = x. Logo temos ОВ = l6-xeAD = 24 ~ x. 

Aplicando o teorema de Pitágoras em AACD: АР? = AC +CD? > 
Q4-xy-144* x! > 576-48x+x"=144+x" > x9. 


10) Calcule os comprimentos das alturas de um triángulo de lados a. b e c. 
Solução: 
A Pelo Teorema de Pitágoras em AABD: 
x! * (hy = с? (1) 
Pitágoras agora em AACD: 


| b ii) (а= x) + (hy =b > 
а? – 2ах + x +(h yY =b > 
2 2 2 
А a 4c – р 
a 2ах+ с = > pee (2) 
RON Dn a=x C 2a 


Substituindo (2) em (1): 


2a 2a 2a 
` Е a -c te ES | 
(hj) = = 
2a l 2a 
(h aL OL -b° +(a +8): | ce 
i 2a 2a ] 


_ J(a+b-clb+c-ala+c-bXa+c+b) E 3 (p-aXp- bXp-c)p 
E 2a M a 
Analogamente pode-se demonstrar que: 

.3p-aXp-bXp-cp — , | 2J(p-aXp-bXp-cip 
NH b E c 


il 


h, 


11) (Fuvest-2005) Na figura, BAC e CDE sáo triángulos retángulos, AB = I “BC= =vV3 
e ВЕ = 2DE. Logo, a medida de AE é 


RIPPER CT, —TITPEES рт AUS, => 
m. IMS 2, $i a o Тіт E TARDE A 


= 
o 
-—-o0 


D; 
7 | 


Solução: 


Pelo teorema de Pitágoras em AABC: AC = AB + BC 214324 > ЛС = 2. 
Seja DE = х. Assim temos que ВЕ = 2х > СЕ = J5-2x 


Uma vez que AABC - AEDC: 


ОЕ СЕ х J3-2x 3 . 48 
— 2— > === > x=— > BE=—. 
AB AC | 2 4 2 
Aplicando o teorema de Pitágoras ao AABE: 

> : > 3.2 7 
AE = АВ: + ВЕ = 1+2 = y 


=— > АЕ= =. 
4 4 2 


12) (OBM-97) P é um ponto interior a um quadrado ABCD. As distâncias de P aos 


vértices А e D e ao lado BC são iguais a 10cm. O lado do quadrado mede 
A) 10cm B)12cm 


C)l4cm D) 16cm E) 18cm 
Solução: 


Seja L o lado do quadrado. Passando por P trace uma paralela 
a AD, que corta CD em Q. Assim: PQ=L/2 e DQ=L- 10. 
Q 


Teorema de Pitágoras em ADPQ: PD' = РО? DO! = 


100=L*/4+(L-10) > 100=L%4+L?-20L+100 > 
B C 5L '/4-20L > L=I6cm 


13) (Olimpiada da Argentina-93) Na figura. PQRS é um quadrado de lado 12: ST 
mede 5 e MX mede 4. Sabe-se também que MN é perpendicular a PT. Calcular o 
comprimento de XN. 

р Q 


Solução: 

Teorema de Pitágoras em APST: РТ = PS + ST' = 122 + 5! 2169. > РТ = 13 
Como PT e MN são transversais que cortam lados opostos de um quadrado sob um 
mesmo ângulo então temos que MN = PT = 13. 

Assim: XN = MN- МХ = 13-4=9, 


14) (OBM-2003) O triángulo АВС é retângulo em 4. Dentre os pontos P pertencentes 
ao perímetro do triángulo, encontre aquele que minimiza a soma AP + BP + СР. 
Solução: 
Sejam a, b. c as medidas dos segmentos BC, AC e AB, 
respectivamente. 
Consideraremos separadamente os casos em que P está em 
AC, ст AB e em BC. 
" Se P está em AC, então AP + CP = b. Então, minimizar AP + 
BP + CP reduz-se a minimizar BP. Isso ocorre quando P 
coincide com 4. pois a menor distância entre um ponto e uma 


> reta é determinada pelo pé da perpendicular traçada a partir 
Р" desse ponto. 
Y xus" B Nesse caso o valor minimo de 4P + BP+CP é btc. 


O caso em que P está em AB é inteiramente análogo. 
Suponha, agora, que P está em BC. Então BP + CP = a, ou seja, minimizar AP + BP + 
CP reduz-se a minimizar AP. 
[sso ocorre quando 4P é perpendicular a BC. 
Essa medida está representada por « no diagrama ao lado. Nesse caso. o minimo de 
АР+ BP+CPéatd. 
Assim, para completar a resolução da questão, basta comparar a = d e b + c. 


C 


Observe que be=ade а? = b^ c. 

Logo (a+ dy = аў к Зав = eg + ђе = (becy «d e. como d» n. 

(a dy >(h+ cy es + be, 

Resposta: O ponto que minimiza АР + BP + CP é P = А (nesse caso АР + BP + СР = 
bo). 


Ld e ^ 
Exercícios un / 


“S 


de ^yestibutar 


1) (UFPE-2012) Na ilustração a seguir, as 
retas a, b e c são paralelas. 


LA a 
i үа © 


Assinale o inteiro mais proximo de x + y. 


2) (FGV-2008) No triângulo ABC, АВ = 
8. BC = 7, AC = 6 e o lado BC (о 
prolongado. como mostra a figura, até o 
ponto P. formando-se o triângulo РАВ, 
semelhante ao triángulo PCA. 


/ N 


`B 


O comprimento do segmento PC é 


Ay D) 10. 
B) 8. Е) 11. 
С)». 


3) (PUC/RS-2014) Considere a imagem 
abaixo. que representa o fundo de uma 
piscina em forma de triángulo com a parte 
mais profunda destacada. 


12m 
O valor em metros da medida “х” é 
А)2 B)25 C)3 D)4 E)6 


4) (Cesupa-2015) Suponha que vocé 
encontre o mapa do tesouro de um pirata 
com as seguintes indicacóes: 
"A partir da velha mangueira (ponto À), 
ande 25 passos a leste; depois 18 passos à 
norte e 22 a oeste. Caminhe 6 passos à 
norte e outros 4 a leste e al encontrará 
meu tesouro (ponto B)". 
A quantos passos, em linha reta, o tesouro 
está da velha mangueira? 

Be 


As 


А) 25 В) 24 C)20 0) 18. 


5) (UFMG-97) Observe a figura. 
A 


Se a medida de CE é 80, o comprimento 
de BC é 


| а) 20 b)10 c)8 d)5 


6) (UFMG-98) Observe a figura. uidi 


Nessa figura, B é o ponto médio do 
segmento DE e ABCD é um retàngulo de 
lados DC = | e AD = 2. CALCULE a 
medida do segmento AE. 


7) (UFMG-2002) Em determinada hora 
do dia, o sol projeta a sombra de um poste 
de iluminação sobre o piso plano de uma 
quadra de vôlei. Neste instante, a sombra 
mede 16 m. Simultaneamente, um poste 
dc 2.7 m. que sustenta a rede, tem sua 
sombra projctada sobre a mesma quadra. 
Neste momento, essa sombra mede 4,8 m. 
A altura do poste de iluminação é de 
aj80m 8.5 т c)90m d)7,5m 


8) (UFMG-2004) Nesta figura, os 
ângulos. e são retos e os segmentos AD. 
CD e BC medem, respectivamente. x, y e 
z: 

E 


— —— 


— m — — 9 css 


pc 2 i "s 2 
z y 


9) (UFPE-99) O triângulo da ilustração 
abaixo é isósceles (AB = AC) e BD = DE 
= EC (isto é, D. E trisscctam BC): 


AN 
AN 


"n | N 


Analise as afirmacóes: 

0-0) Os ángulos BAD, DAE c EAC são 
congruentes. 

1-1) Os triángulos ABD e ACE são 
congruentes, 

2-2) AD= АЕ 
3-3) Os ángulos 
congruentes. 


AED e ADE são 


10) (UFPE-2002) Os postes verticais AB 
c CD na figuram medem [2m c 8m 
respectivamente. Existem cabos de 
sustentação unindo a base de cada um 
dos postes ao topo do outro poste. Qual a 
distância. em dm, do ponto de interseção 


5 dos cabos à horizontal? 
D = . . К 
£ 
ч | 
Nessa situacáo, a altura do triángulo ADE 
em relação ao lado AE é dada por | 
5 Er 4 
3 » > , 
xyz - y” xyz - y” 2 
а) ——— b) ———— 
y 2 
«№, 
e 
$ j 
| i 
d 


} 
q 


11) (UFPE-2003) O triángulo ABC 
ilustrado na figura abaixo tem lados 
medindo AB = 7 e BC = 13. Sabendo-se 
que BMNO é um quadrado com todos os 
vértices sobre os lados do triângulo ABC. 
indique a soma dos dígitos da medida do 
lado do quadrado. 


A 


12) (FGV-2010) Os pontos A, B, C, D, E 
e F estáo em AF e dividem esse segmento 
em 5 partes congruentes. O ponto G está 
fora de AF. e os pontos H e J estào em 
GD e GF, respectivamente. 


G 
EN 
` H v | 
х ù x “4 
1 N 1 Ne ` ы 
| X N М. N, A 
x m. de NR N 
A B c 3 E 
Se GA. HC e JE s aralelos, entáo a 
op 
HC 


razão — é 


a)5/3 b)3/2 c)4/3 а) 5/4 е) 6/5 

13) (FGV-2010) Bem по topo de uma 
árvore de 10,2 metros de altura, um 
gavião casaca-de-couro, no ponto A da 
figura, observa atentamente um pequeno 
roedor que subiu na mesma árvore e 
parou preocupado no ponto B, bem 
abaixo do gaviào, na mesma reta vertical 


NF A 
^ 4 


ve е PT к=к = тү" 
? F y 
— 


dan sm 


em relação ao chão. Junto ¿ à | árvore, um 
garoto fixa verticalmente no chào uma 
vareta de 14,4 centimetros dec 
comprimento e, usando uma régua, 
descobre que a sombra da vareta mede 36 
centimetros de comprimento. Exatamente 
nesse instante ele vê. no chão, a sombra 
do gavião percorrer 16 metros em linha 
reta e ficar sobre a sombra do roedor, que 
não se havia movido de susto. 


Calcule e responda: Quantos metros O 
gavião teve de voar para capturar о 


roedor, se ele voa verticalmente de A para 
B? 


14) (Unifor-98) Na figura abaixo tem-se 
o triángulo ABC e os segmentos BC, 
FG e DE. paralelos entre si. Se AF = 
Зет. DF 2 2,1 cm, ВО = 1.5 ст. СЕ = 
2 cm e FG = 2 ст, então o perimetro do 
triángulo ABC é, em centímetros, 

A 


8 c 
a) 16,4 b)17,8 c) 18,6 d) 19,2 e) 19.8 
о 


ет 
15 


15) (Unifor-99) Na figura abaixo. 
triángulo ABC, retángulo em A, 


lados de medidas 39 cm, 36 cm e 


dy 
— 


4 


be oi 


—— 


cm,  sendo AB seu catcto menor, 

enquanto que o triângulo MNC. 

retângulo em M, tem perimetro de 30 cm. 
A 


© M B 


Qual é a medida do segmento NA? 


16) (Unifor-99) Na figura abaixo 


CD//AB, CD=I2m e AB=48m. 
C 


D 


в 
A medida do segmento AD, em metros, é 
aproximadamente igual a 

a)78 b)74 c)72 d)68 e)64 


17) (UFPE-2011) Na figura abaixo AB = 
AD = 25. BC = 15 e DE = 7. Os ángulos 
DEA. BCA e BFA são retos. Determine e 


assinale AF. 
8 


= EOI PEPA 
a PE > ? - — 


f, 


— DE z 


| 1 8) ( Unifor-99) Ма figura abaixo têm-se 
os triângulos retângulos ABC, BCD e 
BDE. 


1 cm 


i : 
^l 
"AE ea > 
2 cm 
Se os lados tém as medidas indicadas. 
entáo a medida do lado BE. 
centímetros, é 


a) V7 6) d/6 VS 2 e 4/5 


19)  (FGV-2008) Num triângulo 
retângulo, a medida da hipotenusa é o 
triplo da medida de um dos catetos. A 
razáo entre a medida da hipotenusa e a 
medida do outro cateto é igual a: 


em 


тыш py 2У2 , 4 
— C Ма 
з 4 i 

? 
py E e)9 

12 


20) (FGV-2011) A, B e C sáo quadrados 
congruentes de lado igual a | em um 
mesmo plano. Na situacào inicial. os tres 
quadrados estáo dispostos de forma que 
dois adjacentes possuem um lado em 
comum e outro sobre a reta r. Na situacáo 
final, os quadrados A e C permanecem na 
mesma posição inicial, e o quadrado B é 
reposicionado, conforme indica a figura. 


situação inicial « : 


situação final 
A menor distáncia da reta r a um vértice 


do quadrado B é 
4-43 
4 


à RN E by 3 
" 
n 


4 2 


c) 


21) (UFRN-2000) Considerando-se as 
informações constantes no triángulo POR 
(figura abaixo). pode-se concluir que a 
altura PR desse triángulo mede: 


a)5 b)6 


с)7 d)8 


22) (UFRN-2004) Phidias. um arquiteto 
grego que viveu no século quinto a.C., 
construiu o Parthenon com medidas que 
obedeceram à proporção áurea, o que 
significa dizer que EEHH é um 
quadrado e que os retângulos EFGH e 
E FGH' são semelhantes, ou seja, o lado 
maior do primeiro retângulo está para o 
lado maior do segundo retângulo assim 
como o lado menor do primeiro retângulo 
está para o lado menor do segundo 
retângulo. Veja a figura abaixo. 


M tatum ET IA E dum 
Assim, podemos afirmar que a razáo da 
medida da base do Parthenon pela medida 
da sua altura é uma raiz do polinómio: 


ax +x+1 


b)x!*x-1 
c)x -x-1 


d)x!-x4 1! 


23) (Puc/MG-2003) As medidas dos 
catetos de um triângulo retângulo são 6 e 
8. A medida da projeção do menor cateto 
sobre a hipotenusa é igual a: 

a)2,0 bj2,5 с)3,2 d)3,6 


24) (Puc/RS-2000) Em um triángulo 
retángulo, a medida de um cateto é igual a 
6cm e a medida da projeção do outro 
cateto sobre a hipotenusa é igual a Sem. O 
maior lado desse triángulo mede, em cm. 


Н 
а) 6.43 ES с)9 d)8 e4 42 


25) (Insper-2012) Duas cidades X с Y são 
interligadas pela rodovia R101, que é 
retilinea e apresenta 300km de extensão. 
А 160km de X, à beira da RIOI, fica a 
cidade Z, por onde passa a rodovia R102, 
também retilinea e perpendicular à R101. 
Está sendo construida uma nova rodovia 
retilinea, а R103, que ligará X à capital 
do estado. A nova rodovia interceptará a 
RI02 no ponto Р, distante 120km da 
cidade Z. 


Ed 


- R103 


O governo cestá planejando, após a 
conclusáo da obra, construir uma estrada 
ligando a cidade Y até a R103. A menor 


extensão. em quilômetros, que esta 
ligação poderá ter é 

a) 250. d) 200. 

b) 240. e) 180. 

c) 225. 


26) (Insper-2012) Considere a figura a 
seguir. na qual foram construidos 
quadrados sobre os lados de um triângulo 
retângulo de hipotenusa medindo a e 
catetos medindo b e c. 


A partir dessa figura, pode-se enunciar o 
teorema de Pitágoras: 

Se A, Ap e A, são as áreas dos quadrados 
construídos sobre os lados de um 
triângulo retângulo, conforme indicado na 


figura, então vale a igualdade A, = A, + 
A. 

Considere agora que, sobre os lados do 
mesmo triângulo retângulo, sejam 
construídos retângulos de altura unitária. 
conforme a figura. 


A partir da igualdade expressa no teorema 
de Pitágoras, assinale a alternativa que 
completa a sentença a seguir, bascada na 
nova ligura. 

Se An, Ape A, são as áreas dos retingulos 
de altura unitária construidos sobre os 
lados de um  triàngulo retângulo, 
conforme indicado na figura, então vale a 
igualdade 

Au As, Ag 


a) = pem 
a b m 
b) aA, = bA, Ab CA, 
с) ^ Em. ^N NN 
a b c 


а) ад: = БА; + cA; 
c) JA, = b^ A, T CA 


27) (Puc/RS-2001) Um segmento de reta 
RV tem pontos internos S. T e U. 
Sabendo que 5 é o ponto médio de RT. U 
é o ponto médio de TV , a medida de RV 
é 69 e а medida de RT e 
medida de UV é 

a)25 D)35 2745 d)50 4135 


19. então а 


28) (UFMS-99) Uma gangorra é formada 
por uma haste rigida AB. apoiada sobre 
uma mureta de concreto no ponto C, 
como na figura. As dimensócs sáo AC= 


1.2, CB- 4.8m. DC-DE-CE« Sa 


Sendo h a altura, em relacáo ao solo, da 
extremidade А. no momento cm que a 
extremidade B toca o solo, determine o 
valor, em metros, de 8 vezes a altura h. 


R 


sola 


29) (UFMS-2002) Dois homens carregam 
um cano de diámetro desprezivcl. 
aralelamente ao chão. por um corredor 


le 3/3 m de largura, que encontra, 
ortogonalmente, outro corredor de 1 m de 
largura. Na passagem de um corredor 
para o outro. as extremidades do cano 
tocaram as paredes dos corredores е 
outro ponto do cano tocou а parede 
onde os corredores sc encontram, 
formando um ângulo a . conforme 
mostrado na ilustração abaixo. Sabendo- 
se que a medida do ângulo а é 60º. 
determine. em metros. o comprimento do 
cano. 


30) (UFPA-97) A sombra de uma árvore 
€ de 4 metros no mesmo instante que 
minha sombra é de 44 cm. Sabendo que a 
sombra é diretamente proporcional ao 
tamanho e que minha altura é 1.65 m. 
então podemos afirmar que a altura da 
árvore é, em metros, igual a 


а) 15 b) 14 c) 13,03 
d) 12,5 e) 10,72 
31) (UFPA-98) Os catetos de um 


triângulo retângulo ABC medem AB = 
12ст e AC = 16cm. Pelo ponto médio M 
do lado AC. traga-se uma perpendicular 
MN ao lado BC. sendo N pertencente ao 
segmento BC. Determine o perímetro do 
triángulo MNC. 


32) (UFPA-2012) Ота passarela 
construida em uma BR no Pará tem um 
vão livre de comprimento 4L. À 
sustentação da passarela é feita a partir de 
3 cabos de aço presos em uma coluna à 
esquerda a uma altura D da passarela. 
Esta coluna por sua vez é presa por um 
cabo de aço preso a um ponto na mesma 
altura da passarela, e a uma distância L da 
passarela, conforme representa a figura 
abaixo. 


Supondo L = 9n e D = l2m, o 
comprimento total dos quatro cabos de 
ago utilizados é, em metros 

а) 57 b) 111 


с) 21+/1341 d) 300504154 3997 
é) 3042413: 497 


33) (Unicamp-2013) Na figura abaixo, 
ABC e BDE sáo triángulos isósceles 
semelhantes de bases 24 e a 
respectivamente, e o ângulo CAB = 30º. 

с 


` 


m 


A cma 


O балнео — p) 


2a B a 
Portanto, o comprimento do segmento CE 
е: 


а) | b) i c) Т0 d) aJ/2 
3 А ә 


34) (UFRJ-2009) O triangulo ABC da 
figura a seguir tem ángulo reto em B. O 
segmento BD са altura relativa a AC. Os 
segmentos AD e DC medem 12 cn e 4 
cm, respectivamente. O ponto E pertence 
ao lado BC e BC =4EC. 


B 


Determine o comprimento do segmento 


DE: 


35) (UFC-98) Dois pontos A e B. que 
distam entre si 10 em, encontram-se en 
um mesmo semiplano determinado por 
uma reta r. Sabendo que A e B distam 2 
cm e 8 cm, respectivamente, de г. 
determine a medida, em centimetros, do 
menor caminho para ir-se de A para B 
passando por r. 


36) (UFC-2000) Um muro com y metros 
de altura se encontra a x metros de uma 
parede de um edificio. Uma escada que 
está tocando a parede e apoiada sobre o 
muro faz um ángulo q com o chão. onde 


y 
da ees Suponha que o muro e a 
X 


parede são perpendiculares ao chão e que 
este é plano (veja figura). 


E 7 b) (x? y? ү 


37) (UFC-2002) Na figura abaixo. os 
triângulos ABC e AB'C' são semelhantes. 


AC | 
Se ку сы entáo o perimetro de AB'C' 


dividido pelo perímetro de ABC € igual a: 
\ 


| | | 
b)- c)- — 
6 4 2 


| 
a) — 

8 
38) (Fatec-2000) Na figura abaixo. além 
das medidas dos ângulos indicados, sabc- 
se que B é ponto médio de AC e AC = 2 
"nm 


D 
£ 
Je 
E / 
A / 
wN / 
p A. oy 
Р, \ 7 
^. 8o* T A pes 
———— C 
A B c 


A medida de DE. em centimetros. é igual 
а 
e) Y2 c) J3 


a} 172 

39) (UESC-2009) Na figura. AB = Suc., 
BC = uc, e os triángulos sombreados 
são equiláteros 


Sobre os triângulos sombreados, pode-se 
afirmar que o quociente entre o valor da 
area do triángulo maior e a área do 
triângulo menor é igual a 

01)64/49 02) 49/604 03) 877 


bi! d) l.5 


04)7/8 — Q3) 1/8 

40) (Mackenzie-99) Na figura. AB e BC 
medem, respectivamente, 5 e 4. Então 0 
valor mais próximo da medida de AB + 
BC + CD + ED + EF +... é: 


B 
2 


е) 


41) (Mackenzie-2002) No triángulo ABC 
da figura, o lado BC mede 4.5 e o lado do 
quadrado DEFG mede 3. A altura do 
triangulo ABC, em relagáo ao lado BC, 


mede: 
A 


a)7.5 h)R&O c)85 d)9.0 c)9.5 


42) (Mackenzie-2002) Na figura, AL = 4. 
BC = 10e DC = 8. A medida de AB e: 
D 


H 
b) 5,2 


a) 4.8 c)5.0 4) 46 е) 5.4 


[ 43) (Mackenzie-2003) Na figura, se 


AB =5AD=5FB , a razão re vale: 
DE 


A 
a 
D E 
77 а. AE =5 G 
y N 
К. ea = Aa 
а)3 b)4 е)5 d)52 e)72 
44) (Puc/SP-2000) Uma estação de 


tratamento de água (ETA) localiza-se a 
600m de uma estrada reta. Uma estação 
de rádio localiza-se nessa mesma estrada. 
a 1000m da ETA. Pretende-se construir 
um restaurante, na estrada. que fique à 
mesma distância das duas estações. A 
distância do restaurante a cada uma das 
estações deverá ser de 


a)575m b)625m с) 600 т 

d) 700m е) 750m 

45) (Unb-2000 Em uma região 
completamente — plana, | um barco, 
considerado aqui como um ponto 


material, envia sinais de socorro que são 
recebidos por duas estações de rádio. B e 
C, distantes entre si de 80 km. A semi- 
reta de origem B e que contém C forma, 
com a direção Sul-Norte, um ângulo de 
45º no sentido Noroeste. Os sinais 
chegam em linha reta à estação В, 
formando um ángulo de 45º com a 
direção Sul-Norte no sentido Nordeste. 
Sabendo que a estação mais próxima dista 
310 km do barco, calcule, ет 
quilômetros, a distância do barco à outra 
estação. 


46) (Unesp-2002) A sombra de um 


prédio, num terreno 
determinada hora do dia, mede 15m. 
Nesse mesmo instante, próximo ao 
prédio, a sombra de um poste de altura 
5m mede 3m. 


plano. numa 


X sa 
О | 
П | 
prédio zm 
| [ ha poste 
qe 
G 5 
- 15 3 
A altura do prédio, em metros, é 
а) 25 b)29 c)30 d)43 .0)75 


47) (ESA-95) Calculando x na figura dos 
quadrinhos abaixo, encontramos: 


9 ^ \ 


a)? b)J c)6 d)3 es 

48) (Unesp-2004) Um observador situado 
num ponto O. localizado na margem de 
um rio, precisa determinar sua distância 
até um ponto P. localizado na outra 
margem, sem atravessar o rio. Para isso 
marca, com estacas, outros pontos do lado 
da margem em que se encontra. de tal 
lorma que P, O e B estão alinhados entre 
si e P, A e C também. Além disso. O4 é 
paralelo a BC. O4 = 25 m. ВС = 40 me 


OB = 30 m, conforme figura. 


ro 


- . E) . 

B 
A distância. em metros, do observador em 
O até o ponto P, e: 


a)30 b)33 c140 d)45 c)50 


49) (Fuvest-87) Na figura os ángulos 
retos. 


assinalados são Temos 


necessariamente. 


N х m 
am ed new — c) Xy = pm 
y m y р 
TP pz ch e al 
dx ty -p*m еу—+—=—+— 
X y m p 
30) (Fuvest-88) Em um triângulo 


retângulo OAB. retângulo em O. com AO 
= ac OB = bh. são dados os pontos P em 
AO e Q em OB de tal mancira que AP = 
PO = ОВ = x. Nestas condições o valor 
de x é: 

о 


а} Vab-a-b b) a+b- J2ab 
e) va 2 d)a+b+ ab 


pent 
e) Jab ac b 


51) (Fuvest-98) No triángulo. acutàngulo 
ABC a basc AB mede 4 cm c a altura 
relativa a essa base também mede 4 cm. 
MNPQ é um retângulo cujos vértices M e 
N pertencem ao lado AB. P pertence ao 
lado BC e Q ao lado AC. O perímetro 
desse retângulo, em cm, e: 


A T 
a)4 b)8 c)12 d) 14 e) 16 


52) (Fuvest-99) Num triángulo retángulo 
ABC, seja D um ponto da hipotenusa AC 
tal que os àngulos DAB e ABD tenham a 
mesma medida. Entào o valor de AD/DC 


a) V2 b)1/4Y2 


d) 1/2 еу] 


с) 2 


53) (UERI-2012) Para construir a pipa 
representada na figura abaixo pelo 
quadrilitero ABCD, foram utilizadas duas 
varetas, linha e papel. 

A 


Às varetas estão representadas pelos 
segmentos AC c BD. A linha utilizada 
liga as extremidades A, В, C e D das 
varetas. e o papel reveste a área total da 
pipa. Os segmentos AC e BD são 
perpendiculares em E. e os ángulos ABC 
e ADC são retos. Se os segmentos AE e 
EC medem, respectivamente, 18 em e 32 
cm, determine o comprimento total da 
tinha, representada por AB + BC + CD + 
DA. 


54) (Fuvest-99) Na figura abaixo, as 
distâncias dos pontos A e B a reta r valem 
2 e 4. As projeções ortogonais de A e B 
Sobre essa reta sào os pontos C e D. Se à 
medida de CD é 9, a que distância de C 
deverá estar o ponto E, do segmento CD. 
para que CEA = DEB? 


c E 
a)3 b)4 c)5 d)6 e)7 


55) (Fuvest-2000) Na figura abaixo. ABC 
é um triángulo isósceles e retángulo em A 
242 


e PQRS é um quadrado de lado a 


Então, a medida do lado AB é: 
A 


c)3 d)4 cs 

56) (Fuvest-2003) O triángulo ABC tem 
altura h e base b (ver figura). Nele, está 
inscrito o retângulo DEFG, cuja base é o 
dobro da altura. Nessas condições. a 


——— 2 


altura do retánguslo, em [unção de h e b. 
é pela fórmula: 


| 
| 
| 
h 
| 
| 


B 18 
bh bh bh 
a) e) ——— 
hab h+2b 2(h +b) 
а) 
b) 2bh d) bh 
h+b 2h +b 


57) (Unicamp-97) A hipotenusa de um 
triángulo retângulo mede | metro e um 
dos ângulos agudos é o triplo do outro. 

a) Calcule os comprimentos dos catetos. 
b) Mostre que o comprimento do cateto 
mator està entre 92 e 93 centimetros, 


58) (FGV-2011) No triángulo retàngulo 
ABC, retângulo em C, tem-se que AB 
343. Sendo P um ponto de AB tal que 
РС = 2 с AB perpendicular a РС, a maior 
medida possivel de PB é igual a 


3(43 + 45) 
с) == 


2 
á 343 +11) 
2 


Bs 
" As T) 


- 


59) (Unicamp-2011) Considere uma 
gangorra composta por uma tábua de 240 
cm de comprimento, equilibrada, em seu 
ponto central, sobre uma estrutura na 
forma de um prisma cuja base é um 
triángulo equilátero de altura igual a 60 


a) Desprezando a espessura da tábua e 
supondo que a extremidade direita da 
gangorra está a 20cm do chão, determine 
a altura da extremidade esquerda. 

b) Supondo. agora. que a extremidade 
direita da tábua toca o cháo, determine o 
ângulo а formado entre a tábua e a lateral 
mais próxima do prisma, como mostra a 
vista lateral da gangorra. exibida abaixo. 


60) (Ciaba-2003) Uma cscada cujos 
degraus їстї todos a mesma extensão, 
além da mesma altura, está representada 
na figura , vista de perfil. 

A 


gp" C 
Se AB=2me ВСА = 50", a medida da 
extensão de cada degrau é. em metros: 


NA dd J3 
a) — b) — c) 
К) 3 6 
5 /5 
3 
d) M e) ы 


Sarimo? Seiitaoís de Tridagules e Tri 

cm, como mostra a figura. Suponha que a | 61) (Colégio Naval-86) 
gangorra esteja instalada sobre um piso 
perfeitamente horizontal. 


c y y е 


Num triángulo 
equilátero de altura h. scu perimetro é 
dado por 


2h43 


a) b) hJ3 c) 2h J/5 
2 
d) 6h e) 6h J3 


62) (Colégio Naval-90) Num triángulo 
ABC traça-se a ceviana interna AD. que o 
decompóc cm dois triângulos semelhantes 
e não congruentes ABD e ACD. Conclui- 
se que tais condições: 

a) só 


são satisfeitas por triângulos 
acutàngulos 
b) só são salisleitas por triángulos 
retángulos 
C) só são satisfeitas por triángulos 
obtusángulos 
d) podem ser satisfeitas. tanto por 
triângulos — acutàngulos quanto рог 
triángulos retángulos 
e) podem ser satisfeitas, tanto por 
triângulos retângulos quanto рог 


triângulos obtusângulos 


63) (Epcar-2000) É dado o triângulo 
retângulo e isósceles ABC, onde A = 90º 
с AB = m, como na figura abaixo: 


C 
P 
Q 
B 
А 
O lado do triángulo equilátero AQP mede 
a) NS b)— с) no d)m 


64) (Epcar-2004) Se o triángulo ABC da 
figura abaixo é equilátero de lado a. então 
a medida de QM em função deae x é 


За – х 
а) 
4 
b) За-х 
8 
8x + За 
c) 
8 
d) 9x — 3a 
8 
63) (AFA-94) Dados dois triángulos 


semelhantes. um deles com 4, 7 e 9cm de 
lado, e o outro com 66 em de perímetro, 
pode-se afirmar que o menor lado do 
triángulo maior mede. em cm, 

a)9,8 b)I11,6 е) 12,4 d)13.2 


66) (AFA-2000) O valor de x*, na figura 
abaixo, é 


> a 
b -— 
a) n \ 
а? a” \ 
b) 25-2 \ 
b 4 a a 
ы bt 
4 a? X bs 
4 nr 
d) b° - al 
da” 


67) (ITA-78) Os catetos b e e de um 

triangulo retángulo de altura h (relativa 

à hipotenusa), sào dados pelas seguintes 

—— 

È l | 

expressões: b = (к +— e c= [k-- 

k V k 

onde k é um número real maior que 1. 
Então o valor de h em função de k é: 


68) (ITA-2011) Seja ABC um triângulo 
retângulo cujos catetos AB e BC medem 
Sem e бей, respectivamente, Se D é um 
ponto sobre AB со triângulo ADO é 
isósceles, a medida de segmento AD. em 
cm. é igual a. 


4) 2 b) 15 e) 15 
4 6 4 
25 25 

d) 4 e) 2 


69) (ITA-79) Considere o triángulo ABC. 
onde AD é a mediana relativa ao lado BC. 
Por um ponto arbitrário M do segmento 
BD, tracemos o segmento MP paralelo a 
AD, onde P é o ponto de interseção desta 
paralela com o prolongamento do lado 
AC. Se N é o ponto de interseção de AB 
com MP. podemos afirmar que: 


B M D с 


a) MN + MP =2 BM 
b) MN + MP =2 CM 
c) MN + MP=2 AB 
d) MN + MP =? AD 
e) MN + MP =2 AC 


—€ 


triângulo retângulo isósceles é 2p. A 
altura relativa à hipotenusa e: 


a) pi? b) (p* (V5 -1) 
c) p(v2-1) d) 4p(V2-1) 
с) sp(v2+4) 


71) (ITA-2003) Considere um quadrado 
ABCD. Sejam E o ponto médio do 


segmento CDe F um ponto sobre o 
segmento CF tal que m( BC) + m(CF) = 
mtt AF ). Prove que cos a = cos 2/3, sendo 
ys ângulos a = ВАЕе B = EAD. 


Exercícios ~~ 


Gerais Lama 


72) Na figura, r // s // t. Calcule x c y. 


73) Na figura. AB = 12, AC =16, BC = 
20e BL= 9. Se LM//NC e LN//MC. 


calcule o perímetro do paralelogramo 
LMCN 


екы fo Trüngnies a Iribegidas KNEES 
74) Provar que dois triángulo ABC e 


A'B'C. cuja razão 


entre as 


е 16: = АВ 
hipotenusas ё igual a razáo E entre 


dois catetos, sáo semelhantes. 


75) Num triángulo ABC, retângulo em A 
e de altura AD, tomam-se, 
respectivamente, sobre АВ. AC e DA: 
AB' = AB/3, AC" = ACA e DD' = DAS. 
Demonstrar que o triángulo D'B'C' é 
semelhante a ABC. 


76) Dados dois triángulos ABC c A'B'C' 
que tenham dois ángulos iguais. A = А’. е 
dois suplementares, B+B'=180”. 
demonstrar que os lados opostos a esses 
AC 


são proporcionais. isto € RES — 
А | p Ea AUC 


Be" 


77) Sobre uma reta, consideram-se quatro 
pontos consecutivos, A, B, C e D, tais que 


8 = AC . Traga-se, por A, uma segunda 
AC AD 


rela, sobre a qual se toma AE = AC. 
Demonstrar que EC é bissetriz do ángulo 
BED. 


78) Demonstrar que num triángulo as 
distáncias do ponto médio de um lado 
qualquer aos dois outros lados são 
inversamente proporcionais a estes 
últimos. 


79) Demonstrar que. em qualquer 
triângulo, o produto dos segmentos 
determinados por uma altura no lado 
correspondente é igual ao produto das 
distâncias do ре dessa altura aos pés das 
outras duas alturas. 


€———— —— ede 


80) Por dois pontos quaisquer. M e M’, 
do lado BC de um triángulo ABC, 
traçam-se paralelas a AB que encontram 
AC em P e P^; em seguida, paralelas а 
AC encontram AB em Q e Q`. Provar que 
PP. ME 

QQ' AB 


81) Dado um triángulo ABC, por um 
ponto qualquer. A^ da mediana AD, 
traçam-se paralelas aos lados AB e AC. 
designando рог B' e C^ as interseções 
com o lado BC. Provar que A'D' é 
mediana do triângulo A'B'C". 


82) Provar que num triángulo ABC toda 
paralela à mediana AA’ determina sobre 
os lados AB e AC segmentos AD e AE 
proporcionais a estes lados. 


83) Dados um triángulo ABC, um ponto 
D sobre AB e um ponto E sobre AC, de 
EA 
pontos médios de AB, AC e DE estáo em 
linha reta. 


DA 
modo que DB E , demonstrar que os 


84) Sejam quatro pontos consecutivos А, 
B, C e D de uma reta XY. Por A e B 
traçam-se duas paralelas, por C e D duas 
outras paralelas. Provar que as diagonais 
do paralelogramo formado por essas 
quatro retas cortam XY em dois pontos 
fixos. 


85) Uma paralela ao lado BC de um 
triángulo ABC encontra AB em B` e AC 
em C`. Seja M o ponto médio de B'C”. 
BM corta AC em С?” e CM corta AB em 
D". Demonstrar que BUCY é paralelo a 
BC. 


86) Dado um triângulo ABC. pelo ponto 
médio D do lado BC traça-se uma reta 
que corta AB em B^ e AC em С? 


B'A CA 
Demonstrar que = 


pae ce 


87) Num triângulo ABC, prolongam-se os 
lados AB e AC de comprimentos iguais a 
BD e CE. respectivamente. Seja F a 
interseção de BC com DE. Mostrar que 
AB EF 

AC DF 


88) Por um ponto M do lado BC de um 
triángulo ABC. traça-se uma paralela à 
mediana AD. Sendo N e P os pontos onde 
ela encontra as retas AB e AC. 
demonstrar que a soma MN + MP 
permanece constante quando M varia 
sobre BC. 


89) Dá-se um triângulo ABC, no qual a 
altura AD é igual ao lado correspondente. 


Demonstrar que todos os retângulos 
inscritos nesse triángulo, com dois 


vértices em BC. têm o mesmo perimetro. 


90) Dados um triângulo ABC retângulo 
em A. D o ponto médio de AB. DE 
perpendicular a BC. demonstrar que ЕС? 
- ЕВ? = AC”, 


91) De um ponto qualquer. tragam-se 
АО’, OB? e OC” respectivamente 
perpendiculares aos lados BC, CA e AB 
de um triángulo ABC. Demonstrar que: 
AB" + BC" + CA? = AC" + BA" = 
СВ 


92) Dá-se um triângulo ABC, retângulo 
em A; de um ponto D qualquer da 
hipotenusa, traça-se DE perpendicular a 


~ 


AB e DF perpendicular a AC. Demonstrar | 
que DB.DC = EA.EB + FA.FC. 


93) Em um triángulo ABC. D. E e E sáo 
os pontos médios dos lados AC. AB e 
BC, respectivamente. Se BG é uma altura 
de NABC, prove que ДЕСЕ = ФЕРЕ. 


94) Em um triângulo retângulo ABC, com 
ángulo reto em C, tome os pontos D e 
AB. E e AB. F e BC e G є AC de modo 
que BD = BC. AE = AE. EF 1 BC e DG 
L AC. Prove que DE = EF + DG. 


93) Em um triângulo ABC, BF e AD são 
alturas. F. Ge K são os pontos médios de 
AH. AB e BC, respectivamente. Prove 
que ZFGK = 90º. 


96) Em AABC, a altura BE € prolongada 
até um ponto G de modo que EG = CF. A 
reta que passa por Ge é paralela a AC 
encontra BA em II. Prove que АП = АС. 


97) P é um ponto da altura CD de um 
triángulo ABC. AP с BP encontram os 
lados CB e CA nos pontos Q e R, 


respectivamente. Prove que ZQDC = 
ZRDC. 


98) Em um triángulo ABC, E é um ponto 
qualquer sobre a altura AD. Prove que 
AC - СЕ? = AR! ЕВ! 


99) A hipotenusa AB de um triángulo 
ABC é dividido em quatro segmentos 
congruentes G. E e H, de modo que 
AG=GE=EH=HB. Se  AB- 20, 


determine o valor de EG + CE ECA. 


E y 174 а да 
100) АВ = 5 m e e AC - im. são os catetos 
de um triângulo retângulo. A mediatriz da 
hipotenusa BC intercepta o cateto AB em 
|. Calcular Al. 


101) Os lados de um triángulo sào AB = 
28 cm. AC = 21 cm e BC = 35 ст. Uma 
paralela ao lado BC intercepta os lados 
AB c 


AC nos pontos D c E 
respectivamente. Calcular os tres lados 
desconhecidos do trapézio BDEC, 


sabendo que seu perímetro é 74 cm. 


102) ABC c A'B'C' são dois triângulos 
retângulos cujos catetos AB = 10 cm e 


А`В` = 16 cm têm por suporte uma 
mesma reta ХҮ; os outros dois catctos 
são AC = 12 cm e A'C' = 8 cm. Uma 


paralela à reta XY intercepta os lados AC, 
ВС, A'Ce BC” respectivamente nos 
pontos D, E, D', E”, tais que DE = D'E’. 
Calcular AD e DE. 


103) AB = 18 ст, AC = 12 сте BC = 24 
cm sáo os lados de um triángulo ABC. A 
reta DE, determinada pelo ponto D do 
prolongamento do lado BC, tal que DC = 
4 cm, e pelo ponto E do lado AB, tal que 
EA = 2 cm, intercepta AC em F. Calcular 
CF е AF. 


104) Sobre os catetos AB e AC de um 
triângulo retângulo АВС constroem-sc 
externamente os quadrados ADEB e 
ACFG. A reta CE intercepta AB em Nea 
reta BF intercepta AC em N. Demonstrar 
que: 

а) АМ = AN; b) АМ = BM.CN. 

105) Determinar o lado do quadrado 
inscrito em um losango ABCD com 


diagonais AC = a c BD = b. 


106) Uma paralela ao lado AB de um 
tmángulo ABC intercepta os lados CA e 
CB nos pontos M e N, respectivamente. 
Calcular CM = x, em função dos lados a, 
b, c do triângulo ABC. sabendo que o 
perímetro do triângulo СММ è igual ao do 
trapézio ABNM. 


107) AD é a mediana relativa ao lado BC 
de um triángulo ABC. Por um ponto P do 
lado BC traça-se a paralela a AD, que 
intercepta AB em M e AC ет N. 


AM AN 
Demonstrar que — = — 


AB AC 


108 М с N são os pontos médios dos 
catetos AB e AC de um triângulo 
retângulo ABC. A paralela à hipotenusa 
tracada pelo vértice A intercepta as retas 
BN e CM nos pontos D e E, 
respectivamente. Demonstrar a relação 
BD” + CE! = 5BC*. 


109) Provar que quando dois triángulos 
retângulos são semelhantes, o produto das 
hipotenusas é igual à soma dos produtos 
dos outros lados homólogos. 


110) Demonstrar que em um triângulo 
retângulo a projeção do ponto médio de 
um dos catetos sobre a hipotenusa 
determina dois segmentos cuja dilerença 
dos quadrados é igual ao quadrado do 
outro cateto. 


111) Em um triângulo retângulo, a 
dilerença das projeções das projeções dos 
catetos sobre a hipotenusa é igual à altura 
h relauva à hipotenusa. Achar as 
expressões dos três lados do triângulo em 
função de h. 


112) Num quadrado ABCD, cujo lado € a. 
tomam-se respectivamente sobre os lados 
AB e BC os pontos M e N. tais que o 
quadrilitero BMDN e os triángulos 
retângulos ADM e CDN têm o mesmo 
perímetro. Calcular as distâncias do 
vértice D aos pontos M e N. 


113) Num triángulo eqüilàtero ABC, cujo 
lado é a, tomam-se sobre o lado BC os 
pontos M e N, tais que os triángulos 
ABM, AMN c ANC têm o mesmo 
perímetro. Calcular as distâncias do 
vértice A aos pontos M eN. 


114) Num triángulo eqüilátero ABC, cujo 


lado é a, inscreve-se um triângulo 
eqüilàtero | DEF, cujos lados são 
respectivamente perpendiculares aos 


lados do triângulo ABC. Calcular o lado 
do triângulo eqüilátero DEF. 


115) Provar que quando a altura relativa å 
hipotenusa de um triângulo divide esta 
em dois segmentos cuja razão é 1/3, um 
ángulo agudo é o dobro do outro. 


116) Num 
traçam-se: 
(1) a altura AD = h relativa à hipotenusa 
BC=a: 

(2) as alturas DE e DF dos triangulos 
retângulos parciais ABD e ADC, que 
determinam — nas hipotenusas 
respectivas os segmentos BE = pe CF = 
q. Demonstrar as relações: 
(Dp-q+3h=a; 


triângulo retângulo ABC, 


suas 


(ii) apq = hi. 


117) Sejam A. B. C ues pontos do plano e 
X. Y, Z os pontos médios de AB. BC 
AC, respectivamente. Finalmente, seja P 
um ponto sobre BC tal que ZCPZ 


с. 


Ш 


LYNZ. Prove que AP e BC sào 


perpendiculares. 


118) Em um triángulo ABC. seja M o 
ponto medio de BC e sejam P e R pontos 
sobre AB e AC, respectivamente. Seja Q 
a interseção de AM e PR. Prove que se Q 
€ o ponto medio de PR, então PR || BC. 


119) A partir de um ponto P interior a um 
triângulo ABC tracam-se paralelas aos 
seus lados. de comprimentos a”, b^ ec, 
como se mostra na figura. Demonstre que 


Exercícios Cz. 


de Olimpíada 


120) (OBM-2000) No retângulo 4BCD. E 
é o ponto médio do lado BC e F é o ponto 
medio do lado CD. A interseção de DE 
com FB é О. 


O ângulo EAF mede 20". Quanto vale o 
ángulo коз? 


121) (OBM-2004) No triángulo POR, a 


altura PF divide o lado QR em dois 


Ir P 


segmentos de medidas OF = 9 e RF = 5. 


Se PR = 13, qual é a medida de PO? 
а)5 b)lO c)lIS d)20 е) 25 


122) (OBM-2002) No triángulo ABC, o 
ángulo 1 mede 60? e o ángulo В mede 
50º. Sejam M o ponto médio do lado 48е 
P o ponto sobre o lado BC tal que AC + 
CP = BP. Qual a medida do ángulo 
MPC? 

a)120? b) 125% се) 130° 

d) 135% e) 145º 


123) (OBM-2006) Na figura a seguir, 
ABC é um triángulo qualquer e 4CD e 
AFR são triângulos eqúiláteros. Se Fe G 
são os pontos medios de EA e AC. 


i ss RBD, 
respectivamente. a razão TG с: 
“1 


E 
ba 
N 


A) B) ! 


C) D)2 


Ц 
2 
E) Depende das medidas dos lados de 
ABC. 


124) (OBM-2010) No triángulo ABC, 
m(BÁC) = 140%, Sendo M o ponto médio 
de BC. N о ponto médio de ABe P o 
ponto sobre o lado AC tal que MP é 
perpendicular a AC, qual é a medida do 
ángulo NMP? 

A)40º B) 50° C) 70^ D) 90° E) 100º 


125) (OBM-2013) Seja ABC um triángulo 
retángulo em A. Scja D o ponto médio dc 
AC. Sabendo que BD=3DC e que 
AC = 2, a hipotenusa do triângulo é: 


AT. BAR буз 
Do E)243 


126) (Pará-2003) Em uma caixa quadrada 
de guardar livros, dois livros idénticos sáo 
colocados como mostra a figura abaixo. 
Suponha que a altura dos livros é de 1 m. 
Determine a espessura x dos livros. 


ri 


Ee 


— y 


127) (Clubes Cabri) Dado um triángulo 
АВС. sejam D. E e F os pontos médios 
dos lados BC, CA e 4B respectivamente. 
Por D traçam-se as retas M e М, 
perpendiculares a AB e AC 
respectivamente. Por E tracam-se as retas 
M; e M, perpendiculares a BC e AB 
respectivamente. Por F traçam-se as retas 
M; e M, perpendiculares a AC e BC 
respectivamente. Seja A” a interseção 
entre M, e Ms. Seja В” a interseção entre 
М, e Mi. Seja С a interseção entre M e 
Ma. Demonstrar que os triángulos ABC e 
A'B'C' são semelhantes e achar a razão 
de semelhança. 


128) (Clubes Cabri) Dado um triângulo 
ABC equilátero, seja 4 o simétrico de 4 
com respeito а B, seja A” o simétrico de 4 


A 
[ 
n” 


t 


er 


AA ES Ter а S ERU go йиш 


— — 


com respeito a C; seja B o simétrico de B 


ITE / 
com respeito a C, seja B o simétrico dc B 
com respeito a 4 e seja C^ o simétrico de 
C com respeito a À, seja C о simétrico de 
C com respeito a B. Tracam-se as retas 
АА , BB e CC lormando-se o 
triângulo A'B'C' nas interseções de tais 


retas. Provar que tais triângulos são 
semelhantes. Determinar a razão de 
semelhança. 


129) (Clubes Cabri) Dado um triângulo 
ABC traçam-se os pontos médios das 
medianas. Provar que o triângulo formado 
é semelhante a ABC e achar a razão de 
semelhança. 


130) (Clubes Cabri) A partir de um 
triángulo 4BC, constroem-se os pontos: D 
como interseção das retas perpendiculares 
a AB por B e AC por C; E como 
interseção das retas perpendiculares a BC 
por C c BA por А; F como interseção das 
retas perpendiculares a CA por 4 e CB 
por B. Provar que o triángulo DEF é 
semelhante ao ABC. Qual é sua razáo de 
semelhança”? 


131) (Clubes Cabri) Seja ABC um 
triângulo. Seja D o simétrico de C com 
respeito a A, seja E o simétrico de D com 
respeito a Be seja F o simétrico de E com 
respeito a C. Demonstrar que ABC e CFD 
são semelhantes. 


132) (Clubes Cabri) Seja ABC um 
triângulo e sejam P e Q sobre AC e BC 
respectivamente. Sejam M e N os pontos 
médios de AP e CO respectivamente. 
Sabendo que ZQAC = ZOMN 
demonstrar que os triángulos POM e 
MOC são semelhantes. 


Pr 
а | 

| 
E 


133) (Blundon  Contest-2003) No 
diagrama, PQ = 8, TS = 12 e QS = 20. 
Determine QR sabendo que ZPRT é um 
angulo reto. 

T 


Р 


Q R S 


134) (Wisconsin-2002) Os pontos P. A, B 
e C sáo colineares, tal qual os pontos P, 
X. Y c Z. Se AY e BZ são paralelos с se 
BX e CY sáo paralelas, mostre que os 
segmentos AX e CZ também são 
paralelos. 


e N Y f. 


135) (Sào Paulo-2000) Na figura a seguir, 
ABCD è um retāngulo e DAE e EBF são 
triángulos isósceles. 


A E B 
| 
| 
F 
| 
| 
D C 


a) Determine a medida do ángulo DEF. 
b) Para m( FDC) = 24", calcule m(DFE ). 


C) Sendo BE =y 


e FC = 
perimetro de ABCD. 


x. calcule o 


136) (São Paulo-2000) O desenho abaixo 
representa uma [olha de papel quadrada, 
de lado 3 cm, dividida em três partes 
iguais por duas paralelas, como mostra a 
figura a seguir: 


B 


A 


Podemos fazer uma dobra que leva o 
ponto A até o lado esquerdo e o ponto B 
até a paralela superior, obtendo a seguinte 
configuração: 


E 


E 
(i) Mostre que os triângulos ABC е DAE 
são semelhantes. 


E AF a 
(11) Mostre que — =—. 
3 AE b 
137) (Rio de Janeiro-2000) O triángulo 
ABC é equilátero de lado a. Sobre o lado 


po MA 
«РЧ > 


« 
AB, marca-se o ponto P. tal que AP=b 
(onde b<a), e sobre o prolongamento 
do lado BC, marca-sc o ponto Q (mais 
próximo de C do que de B) tal que 
CQ =. O segmento PQ corta o lado AC 
no ponto M. Mostre que M é o ponto 
médio de PQ. 


138) (Santa Catarina-2007) O quadrado 
ABCD tem lado | e a distáncia AP (veja 
figura) é igual а 1/8. Calcule o lado do 
triângulo equilatero PMN inscrito no 
quadrado. 


i "d di 


Seria possível outra configuração para os 
vértices M e N (por exemplo, Mem AB e 
N em CD)? Explique. 


139) (OBM-2004) Na figura, АВС e DAE 
são triângulos isósccles (4B = 4С = Ар = 
DE) e os ángulos BAC e ADE medem 


36°. 


кф ыл E TA аы киле MOD IE UUT CT m 


ft: TF 


a) Utilizando propriedades geométricas, 
calcule a medida do ángulo EDC. 

b) Sabendo que BC = 2, calcule a medida 
do segmento DC. 

c) Calcule a medida do segmento AC. 


140) (OBM-98) No triángulo ABC. Dé o 
ponto médio dc AB c E o ponto do lado 
BC tal que BE = 2 - EC. Dado que os 
ângulos ADC e BAR são iguais, encontre 
o ângulo BAC 


141) (OBM-97) Sejam ABCD um 
quadrado, M o ponto médio de AD e E 
um ponto sobre o lado AB P е a 
intersecáo de EC e MB. Mostre que a reta 
DP divide o segmento EB em dois 
segmentos de mesma medida. 


142) (OBM-84 banco) De um ponto D 
qualquer sobre a hipotenusa BC de um 
triângulo retângulo АВС baixam-se 
perpendiculares DE e DF sobre os 
catetos. Para que ponto D o comprimento 
do segmento EF que une os pés destas 
perpendiculares é minimo? 


143) (Pará-2004) Em homenagem às 
Olimpiadas de Atenas, um grupo de 
amigos resolveu construir uma grande 
bandeira em forma de triângulo 
equilátero, que será suspensa por dois de 
seus vértices através de postes verticais, 
um de 4 metros e outro de 3 metros. O 
terceiro vértice da bandeira apenas toca o 
solo. Se o comprimento de cada lado da 
bandeira é d. determine o valor de d na 


n S А 
forma fe , onde n e m são números 
m 


naturais. 


Cem ral Ae 


AMAM 


144) (Leningrado-82) Se em um triângulo 
ABC, C = 2A e AC = 2BC, mostre que 
ABC é um triángulo retángulo. 


145) (Ceará-2002) Um quadrado é 
dividido em quatro triângulos retângulos 
congruentes e um quadrado menor, 
conforme a figura 1. Esses quatro 
riângulos retângulos e o quadrado menor 

io rearranjados da forma indicada na 

gura 2. O matemático indiano Bhaskara 
iemonstrava o teorema de Pitágoras com 
a ajuda desses diagramas. Obtenha, a 
partir das figuras abaixo, ита 
demonstração do teorema de Pitágoras: o 
quadrado da hipotenusa de um triângulo 
retângulo é igual a soma dos quadrados 


dos seus catetos. 
Sal 
fia 


figura! 


146) (Canadian Open Challenge-2000) 
Em um triángulo ABC, os pontos D. E e 
F estáo sobre os lados BC, CA e AB, 
respectivamente. lais que ZAFE = 
ZBFD. ZBDF = ZCDE e ZCED 
ZAEF. 


DA EAS 


TEMPER 
es us Nod ра 
DARTE ES ITHEDEIUSS Y ARGES HEUS. 


muse 9 Tri 


4 


B D C 
a) Prove que ZBDF = ZBAC. 
b Se AB = 5, BC = 8 е CA = 7, 
determine o comprimento de BD. 


147) (Canadian Open Challenge-96) Um 
retângulo ABCD possui diagonal de 
comprimento d. A reta AE é traçada 
perpendicularmente à diagonal BD. Os 
lados do retângulo EFCG possuem 
comprimentos n e 1. 

Prove que d? = п?? + 1. 


148) (Wisconsin-98) Pontos P, Q c R sáo 
escolhidos nos lados BC, AC e AB. 
respectivamente, de AABC, de modo que 
CP - 2BP, BR = 2AR e AQ = 2CQ. 
Entáo os pontos X e Y sáo escolhidos 
sobre os lados PR e PQ. respectivamente, 
de modo que RX = 2PX c PY = 2QY. 
Prove que as retas XY e BC sáo paralelas. 


149) (Argentina-98) No triángulo ABC, 
sejam D u E nos lados AB е AC, 
respectivamente. Se ZABC = ZAED. AD 


c — 
POOE PEIEE IEE E PIE PE 


n 


— 
H 
EI 


P" т, › 
= 3, АЕ = 2, DB = 2, determinar 0 valor 
de EC. 


150) (Uruguai-2000) Um quadrado 
ABCD é dado. Traçam-se três retas 
paralelas por B. C e D tais que as 
distáncias entre a do meio e as outras 
duas sejam iguais a 5 e 7 unidades. Qual 
o lado do quadrado? 


151) (Uruguai-98) Temos dois quadrados 
como indicado na figura seguinte. onde 
ABCD possui lado 6 e MNPQ possui 
lado 5. Calcular o perímetro de AAMN, 


B P C 
Q 

N 

^ M D 


152) (Rio de Janeiro-2000) O triángulo 
ABC é equilátero de lado a. Sobre o lado 
AB, marca-se o ponto Р, tal que AP = b 
(onde b « a), e sobre o prolongamento do 
lado BC, marca-se o ponto Q (mais 
próximo de C do que de B) tal que 
CQ z b. O segmento РО corta o lado AC 
no ponto M. Mostre que M é o ponto 
médio de PQ. 


153) (Rioplatense-2003) Seja ABC um 
triângulo com АВ = 30, BC = 50, СА = 
40. As retas lmn ly, le são paralelas a BC, 
CA, AB. respectivamente, e intersectam o 
triângulo. As distâncias entre (, e BC, f, e 


CA. („с AB são 1, 2, 3. respectivamente. 


Encontrar 


MM 


I 


т o. saena AR 9 
úi aa S zT 
4 


, 
ta a 


os lados do triângulo 


determinado por ln, Ca. f... 


154) (Ahsme-86) Em um triángulo ABC, 
АВ = 8. ВС = 7, CA = бео lado ВС ё 
prolongado. а partir de С. até um ponto Р 
de modo que APAB seja semelhante a 
APCA. O comprimento de PC é: 

a)7 b)8 c)9 d)IO ёе) 


155) (Invitational — Challenge-2001) 
Pontos X e Y sáo escolhidos nos lados 
BC e CD, respectivamente, de um 
quadrado ABCD. de modo que ZAXY = 
90". Prove que o lado do quadrado é igual 


АХ? 
JAX (AX - XYy 


156) (OBM-2012) Sejam ABCD um 
quadrado, £ o ponto médio do lado BC, F 
o ponto mcdio do lado CD. Constrocm-se 
os triángulos equiláteros АВС e ВЕН de 
forma que G está no interior do quadrado. 
e H no seu exterior. Determine o ángulo 
agudo entre as retas BF e GH. 


a 


157) (Torneio das Cidades-2010) M é o 
ponto médio do lado AC de um triángulo 
ABC. P é um ponto do lado BC. AP e 
BM intersectam no ponto O. Se BO - BP. 


. ОМ 
determine ——. 
PC 


Introdução aos Círculos 
3.1) DEFINICOES INICIAIS: 


Circunferéncia de centro em O e raio R é o conjunto dos pontos do plano que estáo 
a uma mesma distáncia (R) do ponto O. 


Costuma-se utilizar a denominação LUGAR GEOMÉTRICO (l.g) para designar um 
conjunto de pontos com determinada propriedade. Nesses termos. diz-se que a 


circunferencia C de centro em O e raio R é o le dos pontos do plano equidistantes R 
de O. 


С = (Pea: dro = R} 


X (a € o Plano em Estudo) 


Quando um ponto Q está a uma distância de O menor que R, diz-se que Q pertence ao 


interior de C. Quando a diståncia de um ponto X a O é maior que R, diz-se que X e 
exterior a C. 


PeCo dee =R 
P é interior a C < dpe < К 
P é interior a C ce dre > R 


Círculo (ou disco) de Centro O e raio R é a união de C com os seus pontos interiores 
(ou. simplesmente, interior). 


Circulo ou disco = Circunferência U interior = 


4) 7 


(Pea:d, SR) 


OBS: E comum que se use o termo círculo querendo se lazer referência a uma 
circunferência. O significado deve ficar claro no contexto. 


> l—— no АШАА ША E E 
ea z 2 | - 


"m 


> dd di ———— 


Uma corda de uma circunferéncia (ou de um disco) é qualquer segmento com 
extremidades sobre a circunferência (que limita o disco). Um diámetro é qualquer 
corda que contém o centro. Um raio é o segmento qualquer com uma extremidade no 
centro e a outra na circunferência. 


n 


AB é uma corda 


MN é um diámetro (corda especial) 


OP é um raio 


Um arco dc uma circunferência é um subconjunto da circunferência contido num dos 
scmi-planos determinados por uma corda. Assim. toda corda determina dois arcos. 
Uma flecha de um cerco é o segmento com uma extremidade sobre a corda, outra 
sobre a circunferéncia, tal que a reta suporte do segmento passe pelo centro da 
circunferéncia e pelo ponto médios da corda. 


A corda AB determina dois arcos: 


A X B (Arco Menor). cuja flecha é MP: 


A Y B (Arco Maior), cuja flecha é МО; 


Os pontos P е Q sáo ditos pontos médios dos arcos АХВ e АҮВ, respectivamente. 
Quando nào há motivo para confusáo, é usual apresentar o menor dos dois arcos supra 
citados apenas por AB. 


E possivel que nào exista o maior dentre os arcos AXB e AYB. Neste caso, os arcos 
são congruentes, ABé um diâmetro. e cada um deles é denominado 
semicircunferéncia. 


— M 


AXB e AYB são semicircunferências. 


bu 


———— i veneror r A ГТ 
« MAU "ES TRE: PECIA ,- Juirefgcso 18 E B/TEROMS 1-2 
Um ángulo qualquer com vértice em O recebe o nome de ángulo central. A 
interseção do interior (ou do exterior) de um ângulo central com um circulo denomina- 


se setor circular. 


um 


EM 


Setores Circulares 
(“Fatias” do círculo) 


у 
NN 


у 


Quando o ángulo central é raso, determinam-se dois semicírculos. Quando о angulo 
central é reto, tem-se um quadrante do círculo. 


Um quadrante de 


Um semicirculo А 
circulo 


Por último, tem-se um segmento circular como intersegáo de um círculo com um dos 
semiplanos determinados por uma certa corda. 


Segmentos circulares 


TIME PAUPERI pp en тй 


3.2) DETERMINAÇÃO DE UMA CIRCUNFERÊNCIA 

Uma circunferência fica bem determinada por três pontos não colincares. 
Parafrascando: por três pontos não colincares passa uma única circunferência. 

Antes de demonstrar este importante resultado, deve-se esclarecer que para 

determinar (construir) uma circunferência (de modo único). deve-se saber onde está 
seu centro e qual é a medida do seu raio. 
Assim, por exemplo, para responder à pergunta: “como construir uma circunferência 
passando por um certo ponto P9“, basta escolher qualquer um dos outros infinitos 
pontos de a, distintos de P. para servir de centro. O raio será a distância entre P e o 
centro escolhido. 


à P E F .., 
А o mi Lua id —— —— a 


y ч. V^ ^ Existem infinitas circunferências passando por 
um ponto dado (P). 


A „ 


Alterando a pergunta para “como construir uma circunferência passando por 
dois pontos (distintos) dados?”, basta lembrar de escolher o centro sobre a mediatriz 
do segmento de extremidades nos pontos dados. O raio será a distância do centro 
escolhido até qualquer dos pontos dados. 


Vett ML 


На. ainda, infinitas circunferências 
por dois pontos dados (A e B). mas 
todas clas devem ter o centro sobre 


a mediatriz AB. 


amar? 


ms mam -e — ———————— P 
< imita qi ratios ai 

s is t 71 7 Ж #-тД5 7,22 { 
¡RIÓ AA ANA - k dm -—— = = 


E por três pontos? Quantas circunferências conseguem passar? A resposta é: 
DEPENDE. Se os três pontos forem colineares, não há circunferência pelos três. Em 
verdade, se houvesse uma circunferência por três pontos colineares, A, B e C, então O 
seu centro, O, deveria eqüidistar de A, de B e de C. Particularmente, eqüidistando de 
A e de B, O deveria localizar-se sobre m ==. Eqüidistando de B e de C, O também 


deveria estar sobre mi (por serem ambas perpendiculares a uma mesma rela: a que 


passa pelos trés pontos). Mas, ai, nào poderia haver ponto O e, muito menos, 
circunferência passando por A, B e C, já que mz nm = Ø. 


An 


Náo há circunferéncia por 3 pontos 


— X, — -gB ma LE E po colineares, pois ma б mac = Ø. 
H C Е 


Contudo, se A, В е C não forem colineares, então m não poderiam ser 


paralelas. Como sào distintas, tais mediatriz encontrar-se-iam num ünico ponto. O. 
Como O e mz, OB = OC. Por transitividade, AO = ОС, ou seja, O є mz. Logo. 
haveria um único ponto, O. eqüidistante de A. de B e de C, e, consequentemente, uma 
única circunferéncia passando por trés pontos náo colineares dados. (c.q.d.) 


m 


AC 


Por 3 pontos nào colineares, há uma ünica 
circunferéncia. 


3.2.1) Corolário: Uma reta tem. no máximo, dois pontos distintos em comum com 
uma circunferencia. 

De fato, se hauvesse 3 pontos (distintos dois a dois) comuns à circunferéncia c à reta, 
entáo os 3 pontos seriam colineares. o que seria um absurdo. 


3.3) POSICOES RELATIVAS DE RETA E CIRCUNFERÉNCIA 

Uma reta pode ter ou exatamente dois ou exatamente um ou exatamente nenhum 
ponto em comum com uma circunferência C. Conseqüentemente. uma circunferência 
(bem como o círculo quc cla delimita) é uma rcgiào convexa. 

Com efeito, tomando uma distància maior que o raio de C como a distáncia 
entre o centro de C e A reta r, é fácil concluir que todos os pontos de r serão exteriores 
aC. 


do, =OP>R SS 0X20P>RVXeros 
ХЕС (X é exteriora C), VXeroSrnaC=Y 


Diz-se quer é exterior a C. 


Y r X 


Fazendo a distância de r a C ser inferior a R. à medida que X afastas-sc dc Р. é 
possivel provar que as distâncias de O a X aumentam até que alcancem o tamanho do 
raio. Isso ocorre para exatamente dois pontos, um em cada semi-reta determinada por 
Pemr, Ae B. 


Diz-se que re C são secantes quando rm C 
= (A.B! (A = B). ou, equivalente, quando 
do, г< К. 


Comparando а distáncia do centro de uma circunferencia a uma reta qualquer, 
percebe-se que ainda resta uma última possibilidade: do, r = R. Neste caso, prova-se (a 
seguir) que a reta r tem um único ponto em comum com a circunferência, denominado 
ponto de tangência. Em tempo: a circunferência e a reta são ditas tangentes. 


Rétangente AC O d, = R ero Cz[P] 


Seguem alguns teoremas importantes. 


3. 4) TI TEOREMA DAS CORDAS (RETA SECANTE) 
Se ABé uma corda de uma circunferéncia, entáo a mediatriz de AB passa pelo centro. 


B AM=MB © ОМ 1 AB 


emonstração 
asta notar que OA = ОВ = R, isto é, que O eqúidista de A e de B, portanto O є mz. 


Na realidade, note-se que qualquer linha que ligue o ponto médio de uma corda 
genérica ao centro será perpendicular à corda. 


3.5) TEOREMA DA RETA TANGENTE 


Uma reta é tangente a uma circunferência se, e somente se, for perpendicular a um 
raio (no ponto de tangência). 


(С = (T) OT 


Demonstracáo: 


(=) Suponha-se que OT L t e que P seja um ponto de t, 
distinto de T. entáo, no triángulo OPT, retángulo em T. OP é 
hipotenusa e, portanto, maior que o cateto OT. Dai, OP » OT 
— R, o que significa que P é exterior a C, sendo T o único 
ponto comum at e a C. Logo, t é tangente a C. 


(=) Suponha-se, agora, que C e T sejam tangentes, isto é, 
que T seja o ünico ponto comum a C e a t. Deseja-se 


provar que OT 1 t Ulilizar-se-á o método indireto de 
demonstração. Se OT não fosse perpendicular a t, então a 
perpendicular a t passando por O intersectaria t em um 
ponto PzT. Assim, haveria outro ponto (único) em t, tal 
que um ponto PT" = PT. isto é. tal quc P seria médio de 
TT’. Dessa forma. OP seria mediatriz de TT' e. 
conseqüentemente, OT” = OT = R. Dai, T’ pertenceria a С. 


o que é um absurdo. pois vec = [T]. Logo. OT1t (do = R}. necessariamente. (c.q.d.) 


3.5.1) Corolário: Em cada ponto de uma circunferência hà uma única reta tangente à 
circunferência. 


Isso é conseqüéncia do fato de haver uma única reta perpendicular a uma reta dada por 
um de seus pontos. 


Não pode haver mais de 
uma reta perpendicular à r, 
por um de seus pontos (P). 


— rf 


Р 2 " = 
c E ‹ , 


OBS.: E possivel provar que, por um ponto lora de uma circunferéncia, há, 
exatamente, duas retas tangentes a tal circunferência. 


PQ e PT são tangentes à C 


Note-se que O é um ponto da bissetriz do ângulo QPT, pois O eqüidista dos lados 
desse àngulo (item 3). 


3.6) SEGMENTOS TANGENTES 

Segmentos com extremidade num mesmo ponto fora da circunferéncia e tangentes a 
ela sáo congruentes. Na figura anterior: PQ = PT 

Demonstracio: 

Basta notar que os triângulos POQ e POT são congruentes, por serem retângulos e 
terem hipotenusa e um cateto congruentes. Logo, PQ = PT (c.q.d.). 


Q 
2 


3.7) POSIÇÕES RELATIVAS DE DUAS CIRCUNFERÉNCIAS 


3.7.1) Definições: 


e Uma circunferencia é interna a outra se todos os seus pontos são pontos internos da 
outra. 


e Duas circunferências são ditas externas se os pontos de uma delas são externos à 
outra. 


e Duas circunleréncias são tangentes internamente (ou tangentes internas) se uma 
delas é interna à outra e têm um único ponto comum, 


e Duas circunferências são tangentes externamente (ou tangentes externas) se são 
externas e tém um único ponto comum. 


e Duas circunleréncias são secantes se têm em comum somente dois pontos distintos. 
EA 
pu 
hal 


3.7.2) Posições Relativas 
Considere duas circunferências Гү, de centro O; e raio г, e Us. de centro Os e raro ro. 
Seja d a distancia entre seus centros e suponha que гу > r2. 


Circunferência Г é interna a Г, Circunferência [> é tangente interna a T, 
а< г = г атг - г, 


As circunferéncias Г, e Г, sào tangentes externas 


Circunferências Гү e P; são secantes 
гет аэ 


а= г, + г; 


As circunferências Гуе Fr são externas 
d- ИГ»; 


3.8) ÁNGULOS NA CIRCUNFERÉNCIA AS 
3.8.1) Ángulo Central: Eo ángulo que tem o vértice no centro da circunferência. 


Na figura ao lado, ZAOB é um ángulo central. 


"^ | AB é denominado de arco correspondente ao ángulo central 
ZAOB. 


В Por definição: [| = med (AB ) 


3.8.2) Angulo Inscrito: E o ângulo que tem o vértice na circunferência e os lados 
secantes à circunferência. 


у 
^ ^ 
Nas duas figuras temos que ZAVB é um 


à А М V 
ángulo inscrito, Temos também que 


ZAOB é o ângulo central correspondente 
ao ângulo inscrito ZA VB. 


AB é o arco correspondente ou à 
subtendido pelo ângulo inscrito ZAVB. 


3.8.2.1) Teorema: Um ángulo inscrito é igual à metade do ângulo central 
"orrespondente. 


V Considere que a = ZAVB é o ángulo inscrito. 


correspondente ao arco AB e que B = ZAÓB ёо 
0 


n ángulo central correspondente ao ángulo inscrito 
о = АУВ. Neste caso segue que: 
B=2a 
B 


Demonstração: 


Trace e prolongue VO até encontrar a circunferência em P. 
Como AAOV é isósceles então ZAOV = 180" — 2a, 
180" – 2a =180° -B > ff, = 20. 
Analogamente f); = 201. 


> 


Assim: By + B» 220 + 2a; 7 00. +0) > B=20. 


A demonstracào do caso em que o centro da circunferéncia é 
exterior ao ángulo é análoga. 


2 
E 
ба 


i 
=“. 


3.8.2.2) Teorema: Dois ángulos inscritos que correspondam à mesma corda (ou arco) 
na circunferencia sáo iguais. 


A De fato. como uy e à são ângulos inscritos relativos 
7 ao ângulo central B, então B = 2a, e B = 242. ou 
seja, U = o. 
P d Perceba que, mantendo fixos os pontos А e B. por 


С-ы mais que os pontos P е Q andem pela circunleréncia. 
e B os ángulos ZAPB e ZAQB sáo sempre iguais. 


Q 


3.8.2.3) Teorema: Todo ángulo reto pode ser inscrito em uma semi-circunferéncia. 
Demonstragáo: 

у Considere o ángulo reto ZAVB. Trace a circunferencia que 
passa pelos pontos A, V e B. Suponha que O é o centro desta 
circunferência. 

A в Uma vez que o ángulo inscrito ZA VB vale 90", então o ángulo 
central ZAOB correspondente a este ângulo inscrito vale 180". 
Assim, concluimos que o ponto O pertence ao segmento de 
reta AB, fazendo com que AB seja o diámetro da 
circunferência e que ZAVB seja um ángulo inscrito na circunferencia de diâmetro 
AB. 


Como consegiiência deste teorema temos que todo triángulo retângulo pode ser 
inscrito em uma semi-circunferéncia, com o diámetro coincidindo com a hipotenusa 
deste triángulo retángulo. 


3.8.3) Angulo de Segmento ou Angulo Semi-Inscrito: E o ángulo que possui um 
vértice na circunferência e o outro tangente à circunferência. 


Na figura: 
(АВ (ou LIAB) é o ángulo de segmento 


pum, 


AB é o arco correspondente ao ângulo de 
segmento ZIAB 
Z АОВ é o ângulo central correspondente 


3.8.3.1) Teorema: Um ángulo semi-inscrito é igual à metade do ángulo central 
correspondente. 


Seja O o centro da circunferência. 

Como ЛОАВ cisoscelescÃO А: > 

ZOAB 290" - ДАВ > 90”-f/2=90"-a > 

a 7 (V2. 

Portanto. a medida do ângulo de segmento é tal que 


= 


ly [52 


3.8.3.2) Teorema: Um ángulo inscrito e outro semi-inscrito que correspondam à 
mesma corda (ou arco) na mesma circunferencia sáo iguais. 
Demonstração: 

e 


Seja O o centro da circunferéncia onde os ángulos inscrito 

e semi-inscrito sáo tracados. 

De fato, tanto o ángulo inscrito ZAVB c o ángulo semi- 

inscrito ZtAB são iguais à metade do ángulo central 
à Z AOB correspondente. 


Logo ZAVB= ДАВ. 


3.8.4) Angulo entre secantes a uma circunferência (Angulos Excéntricos) 


Vértice externo ao circulo (Excéntrico Exterior) 


Perceba que: 

ZAPB = (180° - ZACP) - ZCAP = 
AB-CD 

=ZACB-ZCAP > ZAPB= BED 


= 


E з. 


Vértice interno ao circulo (Excentrico Interior) 


A 


" ZAPB = 180°- ZAPD = ZPDA + ZPAD > 


3.9 ARCO-CAPAZ 


3.9.1) Definição: Dados um segmento AB e um ángulo с, denominam-se arcos- 


capazes de AB. segundo a. o lugar geométrico dos pontos P de um plano (que contém 
AB) tais que АРВ meca q. 


De um modo geral, diz-se que P enxerga uma figura plana F sob um ángulo a. 
Quando o menor ángulo de vértice em P e que contém F mede a. 


Desse modo, cada um dos (dois) arcos de circunferéncia formados por pontos de 


um plano que visam um segmento AB sob um ángulo a é um arco-capaz de AB. 
segundo в. 


3.9.2) Teorema 
O 1. g. dos pontos de um plano que contém AB que o enxergam sob um angulo u 

€ a união de dois arcos de circunferência que tem AB por corda comum e que estão 

situados em semi-planos distintos em relação a AB. 

Demonstração: 


Inicialmente, seja Р um ponto sobre uma circunferencia 
р que possui AB por corda c quc fique dividida, por AB. 


< em dois arcos de medidas 20 с 360º — 2a (arcos AP'B е 
BPA, respectivamente) 


> 2а 
x Então, m(APB) = — = @ (ou 180° - a, no outro arco). 


É fácil provar que o arco contida no outro semi-plano 
relativo a AB, distinto do arco considerado, também 
possui seus pontos visando AB sob с (ou 180? — a). 


Resta provar que um ponto qualquer sobre fora dos arcos 
supra-citados não enxerga AB sob o ángulo a. Suponha- 
se que X seja um ponto exterior a uma das circunferéncias 
(por exemplo. a inferior) descritas anteriormente. 
Ligando-se P aos pontos A e В, obtém-se os pontos À е 
B`. sobre tal circunferência, tais que: 


PA ^^ circunferência = A” 
PRO circunferência = B` 


Portanto, pelo que já foi demonstrado: 


AN'B>APB, pelo teorema do ángulo externo, 
aplicado ao triangulo PBA’. Logo: 


a>0>0 xa>P ele. 


Analogamente. quando P está no interior de uma das 
circunferéncias que geram os arcos-capazes, é imediato 
provar que a < Ө. Dessa forma. o |. g. é uma união dos 
dois arcos-capazes descritos. 


ГА 
Bis 


t 


е 


3.10) SEGMENTOS TANGENTES COMUNS А DUAS CIRCUNFERÉNCIAS 


3.10.1) Circunferéncias tangentes externamente 


A 


ST 


Considere duas circunferéncias tangentes. de 
centros O, e О» е raios R e r, respectivamente. 

A partir de B trace uma reta paralela а O4O;. 
que intersecta ОА em C. Devido aos 


-= paralelismos. temos que BC 2 R +r e ACER 


=. 
Pelo Teorema de Pitágoras: 
AR'-BC'-AC > 


АВ? = (К +0) -(R-r) > АВ = К+ 2А г К 2А D gR > 


AB = 2/Rr 


3.10.2) Circunferéncias secantes 
^ 


3.10.3) Circunferéncias exteriores 
Existem duas formas de tracarmos tangentes comuns a duas circunferências exteriores. 
1º Caso (Tangente Externa): 


Considere duas circunferências secantes, de 
centros O, e O, e raios R e г, respectivamente. 
sendo d a distância entre O, e O». 

A partir de B trace uma reta paralela a О.О). que 
intersecta O,A em C. Devido aos paralelismos. 
temos que BC 2d e AC=R-r. 

Pelo Teorema de Pitágoras: 


AB’ = BC- АС > AB= Jd? -(R - ry. 


Considere duas circunterências exteriores, de 
centros O, e O, e raios R e г, respectivamente, 
sendo d a distância entre O, e Oz. A partir de B 
trace uma reta paralela a 0,0». que intersecta 
OIA em C. Devido aos paralelismos. temos que 
BC=d e АС = ВК - г. Pelo Teorema de 
Pitágoras: 


AB!-BC'-AC! > AB=yd -(R-r) 


23 à 3 j^ 
——— a ( P d олй nte hr 


2" Caso (Tangente Interna) 


Considere duas circunferéncias exteriores, de 
centros O, e O. e raias R с г, respectivamente, 
sendo d a distância entre O, e Oy. À partir de B 
" trace uma reta paralela a О.О. que intersecta o 
prolongamento de ОА em C. Devido aos 
paralelismos, temos que BC =d e АС = К ++. 
Pelo Teorema de Pitágoras: 


АВ? = ВС АС > AB = Jd? -(R +r} 


Exemplos: 


1) (Colégio Naval-98) A distância entre os centros de dois círculos de raios iguais a 5 


e d e 41. Assinale a opção que apresenta a medida de um dos seguimentos tangentes 
aos dois circulos. 


a138,3 b)39 c)39.5 d)40 е) 40,5 
Solução: 
As duas diagonais medem: 


i d, 2 Jd'-(R-ry 2 40-02 > d, 240,98 
па = d'-(Rery = 441 -9° > d,=40 


2) (Mackenzie-2002) Por um ponto P que dista 10 do centro de uma circunferência de 
raio 6 tracam-se as tangentes à circunferência. Se os pontos de langéncia são A e B, 
então a medida do segmento AB é igual a: 

a)9.6 h)98 c)86 d)8.8 c)10,5 

Solução: 


Como OA é um raio e AP é uma tangente, então 


OA LAP. 
Aplicando o Teorema de Pitágoras em AAOP: 
OP=OA'+AP > I00=36+AP > 
P AP=8 
AAOP ~ AQAP: 
n AU ДАР = AO e > AQ=48 


OA OP 6 10 
Сото AB22AQ > AB=96 


3) (Olimpiada de Portugal-2001 ) Na ligura К 


ЧУ. 


estão desenhadas duas demit concéntricos de raios r e 3r. Sejam [АС] um 
diámetro e [BC] uma corda da circunteréncia maior tangente à circunferência menor. 
Se AB = 12, quanto vale r? 


Solução: 
B 
/ Perceba que ACOP ~ ACAB: 
dfi wc co = ОР = 3 = X — r= 6 
„ен. СА АВ 6r 127 


4) (Unifei-2005) A figura abaixo mostra uma сїгсипЇегёпєїа, onde AB é uma corda 
perpendicular ao diâmetro CE. Sabe-se que a corda AB mude а e que a flecha CD 
mede b. Esse é um exemplo tipico de seção transversal de uma tubulação pluvial, onde 
a corda AB representa o nível d'água , num certo instante. 


c 
A D B 
E 
Nessas condições, pode-se afirmar que o raio R da circunferência mede: 
b – 4а? * db” * gb” b^s ҹа? 
dee йды que pa 
8a 8b 8b За 


Zl X Seja O o centro da circunferéncia. 
Ea " ^ Note que OD=0C-CD=R-b. 
Uma vez que o triángulo ODB e retángulo: 


OB! = 00 + BD? > Raro e) = 


Rc ug RA, 
3 8b 


5) (UFRR-2004) Considere o circulo Ci, de centro O, e raio 14 cm e o círculo Cz, de 
centro Os e raio 2 em. totalmente contido no interior de Ci. como ilustrado na figura 


abaixo. 


Construimos um circulo C, de centro O, simultaneamente tangente a C» exteriormente 
с tangente a C, interiormente. O valor da soma das distâncias entre o centro deste 
novo circulo aos centros dos circulos C, e C: (1510 ё: OO, + ОО, ), em centímetros, é 
igual a: 

aS bjlO c)I2 d)14 e)l6 

Solução: 

Como C, e C são tangentes interiores: OO, = В, ~ К. 

Como C: e C são tangentes exteriores: ОО. = К. + К. 

Logo: 00, + OO: == К, -R+ R: +К= К, $ Rə = 16 cm. 


6) (EPCAr-2002) Observe as figuras abaixo onde a reta t é tangente à circunferéncia 
em С”. 


Pode-se afirmar que a + [3 é igual a 
а) 60° b)66º c)70? d) 74° 
Sulucáo: 

Na figura | temos que: 


CD=2Ã=s0. а= 18180. ji; 18-60. 
Subtraindo п e ni temos que 70%-u = CD = 40° > и= 30° 
Na figura П temos que: 

A'B4DO ml: n TTA 

D) de MERE з y i)B'D'22A'2405 ii)A'C'22f 


Como AB' « DC + ВО + AC = 360° > 2329-409 «20 = 360° > В = 44° 


7) (UFRGS-2003) Na figura abaixo, os trés circulos têm o mesmo raio r. as retas são 
paralelas, os circulos sáo tangentes entre si e cada um deles é tangente a uma das duas 


retas. 


Dentre as afirmativas abaixo, a melhor aproximação para a distância entre as retas é: 


a)3r b)325r е) 3,5г 4) 3.75г c)4r 


Solução: 


de lado 2r. Logo: 


Dentre as alternativas. 
aproximação é 3.73r. 


A distância entre as retas é igual 21 + h, 
onde h é a altura de um triângulo equilátero 


d=?2r+rV332r+1.73r=3.731 


a melhor 


— ——— — nr - үттттүүттттүтттн 
"q 7 7 7 ТРУ 
= id ff. 
y 


m deae é orat ha MM IRE DO A 


8) (EPCAr-2000) Na figura abaixo. os pontos A.BeC pertencem à circunferéncia de 
centro O, Se B = 150" e y=50", então q é: 


а) 15" 


b) 30" 


y 


as” 


d) 45" 


Solução: 

Como OB = OC então AABC é isóscelese ZOBC = ZOCB = 4 => 
¿BOC 180°- 20. 

Desde que ZAOB = f) = 150", então o ângulo agudo ZAOC vale: 
180" =P + > = = 20 ~ 30 


AC За +30" а 
Portanto, {= E - dus cM > 2943052100 > а= 35°. 


9) (UFMG-2001 ) Observe esta figura: 


A 


p 


Nessa figura. o circulo tem centro O e raio 6 e OP = 16. A reta PT é tangente ao 


circulo em T c o segmento TQ é perpendicular à reta OP. Assim sendo, 0 
comprimento do segmento QP é 


a) 15.75  by)l3.85 с) 14,25  Ád)l4.5 
Solução: 

Como PT é tangente ao circulo em T entáo o triângulo OTP é retângulo com ángulo 
reto em T. 

Relações métricas no triângulo retângulo: 
ОТ -0QOP > 36= 00.16 > OQ- 
Assim: ОР = OP-00 = 16- 2,25 = 13 Us 


10) (UFPE-96) Na figura abaixo, o circulo tem raio 1, os arcos AB e CD medem 7.6 e 
1/9 respectivamente (ambos orientados no sentido anti-horário). Calcule o valor de 


144 
— q 
a 
B 
е с. 
O A 
Solução: 
AB+CD 5л 144 
as уза > 24R=AB.R+CDR > Же. E > — q=20. 
2 6 9 I8 л 


11) (CeleVPR-2003) AB é um arco capaz de 90" da circunferência menor, isto €, de 
qualquer ponto C sobre AB "vemos" a corda AB = 8cm sob um ângulo de 90" como 
mostra a figura. O raio da circunferéncia de centro O mede: 


M. 


a)2 cm 


b) 33 cm 


c)4cm 
d) 442 em % {/ 
е) 8/2 cm 


Solucáo: 
O triángulo AOC é retàngulo isósceles com ángulo reto em O: 


o 
R = лвуз > R = 44/2 ст. 


5 


12) (Unifor-2000) Na figura abaixo têm-se duas retas, r e s. traçadas pelo ponto A e 
secantes à circunferéncia de centro O. 


Se BCE = 20" e CFD = 50", então a medida x do ângulo assinalado é: 

a)30" b)20" c)I35" dO" е) 5" 

Solução: 

Se ZCFD = 30" então ZBFC = 130". Pela soma dos ângulos internos de АВЕС: 
ZVBC = 30". 

Como ZBCF = 50" então o arco BE equivale a um ângulo central de 40º. 
Analogamente, como ZCBD = 30º então o arco CD 6 igual a 60". 

BE+CD 40" +60" — 


> 3 


Logo: x= 


50". 


13) (Colégio Naval-99) Num circulo, duas cordas AB e CD se interceptam no ponto | 
interno ao circulo O ángulo DAI mede 40º e o ângulo СВІ mede 60% Os 
prolongamentos de AD e CB encontram-se num ponto P externo ao circulo. O ângulo 
APC mede: 

арто" 6)20° с) 30° d)40° е) 50° 

Solução; 


1 ZAPC = час ZCBA - ZDAB = 


ә 


Р = 60°— 40° = 20° 


14) (IBMEC-2004) Se o diámetro da semi-circunferéncia abaixo mede Sem, AB mede 
| eme o ААВС mede 90°, então a medida de ВС é igual a 


Cr Si 
a) l cm > 
b) dê cm 
c) 2 cm 
d) 242 cm 
A B D 


e) 23 cm 


Solucáo: 

Como AACD é um triángulo inscrito em uma semi-circunferencia entáo é um 
triángulo retángulo com ángulo reto em C e a hipotenusa AD coincidindo com o 
diámetro AD da circunferência. Pelas relações métricas nos triângulos retângulos: 

AC = AB.AD = 5. 

Aplicando o Teorema de Pitágoras em AABC: 

AC-AB'-BC > 5=1+BC 2 BC=2cm. 


13) (ITA-90) Na figura abaixo O é o centro de uma circunferéncia. Sabendo-se que a 
reta que passa por F e F é tangente a esta circunferência e que a medida dos ángulos 1. 
2 e 3 são dadas, respectivamente, por 49º, 18%, 34º, determinar a medida dos ângulos 
4. 5. 6 c 7. Nas alternativas abaixo considere os valores dados iguais às medidas de 4, 
3.6 e 7, respectivamente. 


a) 97°, 78^ , 61^, 26" 
b) 102º. 79º. 58º. 23º 
c) 92º, 79% 61°, 30° 
d) 97º, 79%, 61°, 27° 
e) 97º. 80º, 62°, 29º 


Solução: 

4-180* (1 + 3) = 1809 — (499 + 34°) = 97° 

ZADE = 180? — (1 +2 + 3) = 180° — (499 + 18° + 34°) = 79º 
5=ZADE > 5 = 79° 

“DAB=2 > ZDAB=18" 

ZADC = 180° - ZADE = 180º - 79? = 101º 
6=180-(ZDAC + ФАРС) = 180? - (18° 101^?) = 61° 
7=5- (3 + ZDAB)=79" - (34º + 18°) = 27° 


16) (Colégio Naval-2003) Considere um triángulo retángulo e uma circunferéncia que 
passa pelos pontos médios dos seus trés lados. Se x, y ez, (x € y < 7) são as medidas 
dos arcos dessa circunferéncia, em graus, exteriores ao triángulo, entáo. 


493 


pa S] 


а)2= 300% -у b)z=x+y c)x + y += 1809 d) x + y = 108º e)z= 28 ++ y E 
Solução: 


Sejam M, N e P os pontos médio dos lados AB, BC 
e AC, respectivamente, seja Q o outro ponto de 
interseção da circunferência com o lado BC e sejam 
Le v, respectivamente, os menores arcos NP e MQ. 
É fácil ver que x= АМ, y = QN ez = PA. 
Repare que MN é paralelo a AC e NP é paralelo a 
AB. Como ZBAC = 90? concluimos que: 

1) MNPA é um retângulo > 
MANSA e NP=AM > 1=x еу, 

ii) MP é diâmetro da circunferência > x+z= 180° 
Uma vez que ZMNB = ФАРМ então v = x. Assim, 2= у +у © z-2x-*y. 


17) (Colégio Naval-2002) 


Y рото P do menor arco AB dista бст e 10cm, respectivamente, das tangentes AQ e 
BQ. A distáncia, em cm, do ponto P à corda AB é igual a: 


a) V30 0) 23/5 c)16 d)18 е) 6/0 


Solução: 


Inicialmente perceba que ZPAM = 
ZPBA. Como ZAMP = ZBNP = 90º, 
então AAMP - ABCP > 


AP MP 

BP CP 
Como AACP ~ ABNP => 

CP AP 

=== (2) 

NP BP 
CP MP = 
ap > CP=yYMP.NP =y6.10=2y1 


t — M em e 


P 


18) (ITA-2011) Num triángulo АОВ ‹ o › ângulo АОВ mede 135° e os lados AB c OB 


medem /2cm e NP T cm, respectivamente.A circunferéncia de centro em O e raio 
igual á medida de OB intercepta AB no ponto C (x B). 
a) Mostre que AÓB mede 15º. 


b) Calcule o comprimento de AC. 
Solução: 


a) Lei dos senos no AOAB: 


455-5 4 


sen À sen13$* 


> 


=senl5" 


= sen - 


Como À é um angulo agudo, segue o, segue que À - А = 15° 
| — -2 Ja 24581 ¿e - 3 
T ER E 2 A TE E | E E 


Como À É: ES então B=30º. Desde que ABCD está inscrito numa semi- 
circunferência, cntão ZBCD = 90º. 


| . BC 6 disx J/2(3- 45) 
Desta mancira: cosB=— = == = ж: 2-х= EEN 
BD 2 203-1) 2 


203-1) 
UT E 


que é idéntico a x= V2- J3 


19) (ITA-2013) Uma reta r tangencia uma circunferência num ponto B e intercepta 
uma reta s num ponto A exterior à circunferéncia. A reta s passa pelo centro desta 
circunferéncia e a intercepta num ponto C, tal que o ángulo ABC seja obtuso. Entáo o 
ángulo cás é igual a 


A () > ABC B()2n-2ABC C () 3 ABC 
() 2АВС-л. Е() ABC-= 


Solução: 


Suponha que а = ZABC e f) = ZBAC. Assim, tem-se 
que ZOBC = a - 1/2. 
Desde que AORC é isósceles: ZOCR = а - 1/2 
; 3л 
Assim: В+а + о - Z =1a>p= к дааш 


20) (IME-77) De um ponto exterior E a um círculo (О) qualquer tracam-se duas 
tangentes T e T’ a esse circulo, sendo os pontos de tangéncia Р e P^. O ángulo PEP’ 
mede 140". De P traça-se a corda PA cujo arco mede 10º no sentido do maior arco PP” 
sobre o circulo. De A traça-se a corda AB cujo arco mede 30", no mesmo sentido do 
arco PA. Pede-se: а) o ângulo EPP”; b) o ángulo BP'E. 

Solucáo: 


Сото EP=EP' > ZEPP'-ZEPP > 
ZEPP' = (180° — 140º)2 = 20° 
ZBPE=ZBP'P+ZPPE= 

= («РОА + ZAOB)2 + ZPPE > 
ZBP'E=(10%+30%/2+20% > ZBPE=40º 


21) (Olimpíada de Portugal-98) Na figura, [ABCD] é um quadrado de lado 16 cm. A 
circunferência é tangente a [BC] e passa pelos vértices A e D. 


AT ge B 


D 4 E 
Quanto mede o raio da circunferência? 
Solução: 
A partir do centro O da circunferência trace uma 
perpendicular a AB, que corta esta em P. 
Note que AP = 16- К, ОР = &е АО = К. 
Aplicando o Teorema de Pitágoras em AAOP: 
AQ = АР + ОР? > К =(16- А) +64 > 
К? = 256-326 + К+ 04 > 326 = 320 > К = 10 ап 


я 

22) (ОВМ-2004) Seja АВ um segmento de comprimento 26, e sejam C e D pontos 
sabs o segmento AB tais que AC = 1 c AD = 8. Sejam E e F pontos sobre uma 
semicircunferência de diámetro 48, sendo EC е FD perpendiculares a AB. Quanto 
mede o segmento EF? 
25. 53/2 ет DI em 
Solução: 
Como AB = 26. AC = Ic СО = 7 então DB = 18. 
Seja G o ponto onde a paralela a AB passando por E 
encontra o segmento de reta FD. 
Assim. como CDGE é um retángulo temos que EG = 
TA 
AEB é um triángulo retângulo pois está inscrito cm 
uma semicircunferência. Pelas relações métricas nos 
triângulos retângulos: 
EC =AC.BC=1.25 > ЕС = 5. 
Como AFB é um triângulo retângulo: ЕО? = ADBD = 8.18 => ЕРЮ = 12. 
Logo: FG = FD- СЮ = FD- ЕС = 12- 5 = 7. 
Aplicando o Teorema de Pitágoras em AEGF: 
EP =EG'+FG'=49+49 > Ег= 74/2. 


23) Três círculos de centros em A, B e C e de raios respectivamente iguais а г. set se 
tangenciam exteriormente dois a dois. A tangente comum interior aos dois primeiros 


4 rs 
t 


r+s 


círculos intersecta o terceiro determinando uma corda MN. Provar que: MN = 


Solução: 

Seja D o ponto de tangéncia entre as circunferéncias de 

centros Á e B. 

Sejam P e I as projeções de C sobre MN e AB, 

respectivamentc. 

Suponha que BI = x, CI = h e que DI = PC = y. 

Note que x +у = 5. . 

Pelo Teorema de Pitágoras em ACIA e ACIB: 

(г+ 0) -h'-(res-xy 

(5+0) = + х? 

Subtraindo estas cquacóes: 

(riy - (scil -(r«s-xy-x > 

(r*ts*20(r-s)-2(r*s)rts—-2x) > 

(r+s+20(r=8)=(r+sX(r—s+2y) > 
(r+s+20U(1r-s) 


(г+5+ 2107—55 
гебен COINS = 23y2————É——-(r-s) > 
r+s r+s 


1 
e e мл a шше Late d p РРР; ... 


A AAN ү АЎ: A + - Laa 33 istrefi refaca P ec Pircuter саре "9 


Е 


»- 


PA y 


"3-20 \ A 
2y =(r-s| ———-1|2(-3)—— > y52—— 
rs ) ras rS 


Aplicando o teorema de Pitágoras em APCN: 
INY ИРГ sá dí 
ЕЗ о „ше o „шу, 
23 (r+s) (г+5)7 ida 


24) (OBM-2003) A figura abaixo mostra duas retas paralelas r € s. A reta r é tangente 
às circunleréncias СІ e C3. a reta s é tangente às circunferências C2 e C3 e as 
circunleréncias tocam-se como também mostra a figura. 


`5 circunleréncias Cl e C2 têm raios а e b, respectivamente. Qual é o raio da 
circunferéncia C3? 


A)2Ja'«b! — B)a*b C) 2 ab р) 29. Е) 22-а 
а+ 
Solução: 
Seja R o raio de C. Então, utilizando o teorema de 
Pitágoras: 
di = 4 + d; > 


JR +a)? -(R -ay. = 

= Ка +b} QR - (a +b)? + A(R +b} -(R -b)? > 
Ува = J4R(a+b)-4R? + Y4Rb > 
Va=Va+b-R+db > Va+b-R=evVa-b > 


a+b-R=a-2Vab+b > R=2Vab 


үг? q 


A A O A A Ri a 


al? о 
25) (OBM 1r.-96) Seja ABC um triángulo eqúilátero inscrito em uma circunferência 
&,; &; é uma circunferência tangente ao lado BC c ao menor arco BC dc &,. Uma reta 
através de A tangencia &» ст P. Prove que AP = BC. 
Solução: 
A Aplicando o Teorema de Pitágoras no triângulo APO, 
temos: AQ - AP + г > AP=AQ -r (1) 
Aplicando o Teorema de Pitágoras no triângulo AOQ. 
temos: AO = d'«(hry (2) 
Assim, substituindo (2) em (1): 
АР = d+ (herir > АР? = 4 + ahr (3) 
Aplicando o Teorema de Pitágoras no triángulo O'OQ, 


B p ‹ Е Leda ES aue 
PUN | lemos: (R-r) d (h/3 tp > 
ЧӘ а = (2h/3 — ry =- (h53 +ry > 
: di = 412/9 - 4/3 + P - h/9 – 20/3 г > 


кач “=h/3-2hr (4) 
Portanto, substituindo (4) em (3): 
AP? = 1 /3-2hr+h?+2hr > АР? = 40/3 = ВС => АР = ВС 


26) Na figura, К é o raio dos dois arcos e da circunferência maior. As duas 
circunferéncias de cor cinza claro sào tangentes à circunferéncia maior nos pontos A e 
B e tangentes entre si no centro da figura. As circunferéncias pretas sáo tangentes à 
circunferéncia maior, a um dos arcos e a uma das circunferéncias cinza claro. Os pares 
de circunferências de cor cinza escuro são tangentes entre si. tangentes à 
circunferência maior c aos arcos. Determine o raio t das circunferências pretas c o raio 
U das circunferéncias cinzas escuras. 


Solução: 


, LIFT 4 
e —— — M iai +4 Pt а 


sejam: 

O > centro da circunferência maior 

D > centro de uma das circunferências pretas 

E > centro de uma das circunferências cinzas escuras 

C 3 projeção de D sobre AB 

P > projegáo de E sobre AB c considere PE=x 

Q 3 projegáo de E sobre o diámetro perpendicular a AB 


Por simetria, pode-se afirmar que C é centro de uma das circunferências cinza claro, 
ou scja, AC = R72. Aplicando o Teorema de Pitágoras em AACD: 


— 2 [RÝ (к. ү 
AD'-AC'*CD > (К-1)=|—|+ —+ | > 
a) 
(PR Cid ж з= T > E 


Teorema de Pitágoras em AOPE: ОЕ? = ОР? + РЕ > (R- t) = (+ x? 
Teorema de Pitágoras em ЛАРЕ: AE! = AP! + РЕ? > 
(+0) = (26-0) х2 > (Rev (А-г) (АС) > 


А? + 28 +C = К 2RO HO? ERRO H? > 6КГ = > dar: 


gom aa: Ts me eee om ATA 


= ~ endahe 


3.11) O NÚMERO x E O COMPRIMENTO DA CIRCUNFERÊNCIA. 


3.11.1) Teorema: Os comprimentos de duas circunferências são proporcionais aos 
seus diâmetros. 


Demonstração: 
Considere duas circunferências de raio Re R' e 
comprimentos C e C’. Define-se x como х = в: 
[nscrevem-se dois polígonos regulares, um em cada 
circunferência, de mesmo número de lados. Sc €, e 
Ca são os lados destes polígonos pode-se escrever 

D Sq 

ER” 

Se 2p, с 2р, são os perímetros dos dois poligonos é verdade que 2p, = n.f, е 

э зы: 2x. : 2р, R 4 E | 

2p,'7 n.£,', implicando que — = — . Pela definição de x tem-se x = 2р„'. 


2p, R 2р„ 


Desde que o polígono de perímetro 2p, está inscrito na circunferência de rato R, tem- 
se C > 2p, fazendo com que. para todo inteiro n > 3, verifique-se x > 2p,”. 

Tomando agora as mesmas circunferéncias de raios 
ReR',circunscreve-se dois polígonos, cada um de 
n lados, de perímetros 2P, e 2P,'. Realizando 
cálculos análogos aos anteriores chega-se à 
р", 


n 


conclusão que x = = 
T NY 

Como o poligono dc perimetro 2P, está 

circunscrito à circunferência de raio R tem-se C < 2P,, ou seja, x > 2P,”. 


Observe que, independentemente de n с de R. tem-se que x está sempre entre 2p, e 
2P,. sendo que quando n cresce 2p,' cresce e 2P,' decresce. Além disso. as 
sequências definidas pelos valores de 2p, e 2P, são limitadas e convergem para um 


mesmo número real. Logo, quando n tende ao infinito, tem-se x = С”. implicando que 
ND б: 
Е === constante. 


p————— M ATA faca Ke aim ууч rr Le ES -= 
- - g1) $ 1 1 
s БИНА 0. ЛИТЕ, j dental БИРИЧА д — 225 


3.11.2) Teorema: O comprimento de uma circunferência de raio R é igual a 27. 
Demonstração: 


à ааб 2 
De fato, pelo teorema anterior conclui-se que a relação R é constante. Chamando 


esta constante de x, obiém-se C =27R. Para se ter uma idéia do valor de л, observe 
a tabela abaixo. 


n 2p/2R 2P2R 

6 3,00000 3.46411 
12 3,103582 3,21540 
24 3,13262 3,15967 
48 3,13935 3.14600 
96 3,14103 3,14272 
192 3,14156 3.14188 
384  3,14156 3.14167 


Repare que, com о crescimento de n, os valores de 2p/2R сгеѕсет enquanto que 
os valores de 2P/2R decrescem, tendendo para o número x que, escrito com precisão 
até a décima cada decimal depois da virgula, vale 3,1415926535 

Desde hà muito (cerca de 4000 anos) notou-se que o nümero de vezes em que o 
diámetro està contido na circunferéncia é sempre o mesmo, seja qual for o tamanho 
desta circunferéncia. Os babilónios já tinham observado que o valor de 7 se situa entre 
. OU Seja, z «n« =. Em frações decimais, isto dá 3,125 < x < 3,142. 


ai 


" Le 
3 
E 
O Velho Testamento, que foi escrito cerca de 500 anos AC (embora baseado em 
tradições judaicas bem mais antigas) contém um trecho segundo o qual x = 3 
(Primeiro Livro dos Reis, VII: 23). Desde Arquimedes, que obteve o valor x 7 3,1416, 
matemáticos se têm ocupado em calcular л com precisão cada vez maior. O inglês 
William Shanks calculou 7 com 707 algarismos decimais exatos em 1873. Em 1947 
descobriu-se que o cálculo de Shanks errava no 527º algarismo (e portanto nos 
seguintes). Com o auxílio de uma maquininha manual, o valor de x foi, então, 
calculado com 808 algarismos decimais exatos. Depois vieram os computadores. Com 
seu auxílio, em 1967, na França, calculou-se x com 500.000 algarismos decimais 
exatos e, em 1984, nos Estados Unidos, com mais de dez milhões (precisamente 
10.013.395) de algarismos exatos! 

O primeiro a usar a notação 7 para o valor de C/2R foi o matemático inglés W. 
Jones (1675-1749). Entretanto, somente depois que L. Euler (1707-1783) passou a 
utilizar o simbolo x que isto tornou-se padrão entre os outros matemáticos. Porém, até 
então. não era sabido se л сга racional ou irracional. Tentava-se calcular лт com cada 
vez mais casas decimais na expectativa de surgir alguma periodicidade. Somente em 


4 t 


1767 que o matemático J. H. Lambert (1728-1777) demonstrou que x era um nümero 
irracional, 


lia 


3.11.3) Comprimento do Arco de Circunferéncia 
Podemos observar que o comprimento de um arco de circunferéncia é proporcional ao 
ángulo central que compreende este arco. 


A Assim, de acordo com a proporção, onde £ é o comprimento 


— ГА 
до агсо АВ: е > (= а 
f 2x nR 


B Obs: ает radianos (0 < с < 21) 


Exemplos: 


1) (Ufop-2002) Num jardim de forma circular. em que a distribuição das passarclas 
acompanha a figura abaixo, quero ir do leste ao norte. passando pelo oeste. 
N 


S 
Sabendo que o raio do circulo maior é o dobro dos raios dos circulos menores e que 
nào quero passar 
duas vezes pelo mesmo local, então: 
A) passando pelos circulos menores. o caminho é mais curto que indo pelo sul. 
B) passando pelo sul. o caminho é mais curto que indo pelos circulos menores. 
C) passando pelos circulos menores ou pelo sul, a distância percorrida é a mesma. 
D) nào conhecendo os valores dos raios. nào é possivel saber qual o caminho mais 
curto. 
Solução: 
Seja R o raio das circunferências menores. 
Comprimento do caminho L — O > М: d, = 2(7)(К) + (/2)(2R) > d, = яК 
Comprimento do caminho L > S > N: d; = 2(1n(2R) > 1; = 4лК 
Assim, passando pelos círculos menores, o caminho é mais curto que indo pelo sul. 


- 


E ———— pm cume пурте T DE m E eR 


чар rH ¿de tortas tk A оч 


2) (UFMT-2000) А figura mostra uma volta completa da Falsa Espiral a de qnem 
Centros, localizados nos vértices 1, 2, 3 e 4 do quadrado cujo lado mede 1 cm. Essa 
Falsa Espiral é construida a partir da concordáncia de arcos de circunferéncias 
(4A. AB, BC, CD, ..) cujos raios podem ser determinados observando-se a figura. 


Assim sendo, o comprimento das quatro primeiras voltas completas desta espiral mede 
kx cm. Qual é o valor de k? 


ic 


Solução: 


Nota-se que esta espiral é composta de quatro arcos de circunferências (ângulo central 
de 90º) . de raios 1 cm, 2 cm, 3 cm e 4 cm. Assim, o comprimento total desta espiral é: 
С = (12M0) + (11212) + (1/23) + (2(4) > C=5Tem > k=5 


3) (Mackenzic-2004) O segmento AO descreve um ángulo de 30" em torno da origem. 


como indica a figura. Adotando 7 = 3, a distância percorrida pelo ponto A é 
f 


225 by55 017 d)34 eds 

Solução: 

Pelo Teorema de Pitágoras concluímos que: OA? = 4 ~ 3 225. > AO = 5 

Como a trajetória realizada pelo ponto A é arco de circunferência dc ángulo central de 
30": D = (1/6)(AO) = 52/6 = (5)(3)/(6) = 2,5 


1 


d 


AUCUOUDERUENTTU IDEA LE 
4) (Fuvest-2004) A figura abaixo representa duas polias circulares C, e C; de raios К, 
= 4 сте К = 1 cm, apoiadas em uma superficie plana em P, e P;, respectivamente. 


Uma correia envolve as polias, 


sem folga. Sabendo-se que a distância entre os pontos P, e P; é 33 cm, determinar o 
comprimento da correia. 


P, P. 


343 em 


Solucáo: 


No triangulo rctàngulo destacado na figura temos: 
РР, 343 
tg 0 = ——— = =V3 > 0-m65 
R,-R. 3 
Deste modo. a partc da corrcia que está enrolada em C, compreende um ángulo central 
de 47/3. enquanto que em C» compreende um ângulo central de 27/3. 


Portanto. o comprimento total da correia vale: 


a E J 
c= 385, «(3 |n, «(2E Jn ,26/54192,7*. > C=6V3+6x 
yi 13 3 


2 


5) (UFPE-2002) A janela ilustrada abaixo ё de uma igreja gótica. Os arcos sáo de 
circunferências de raios medindo 0,5m ou 1,0m c a = 0,5m. Qual o comprimento 
total, em metros, dos arcos e segmentos em linha cheia? 


Solução: 

Os segmentos têm comprimentos que somam [5.0.5] + [2 43 12) 54,23 m. 

Note que a circunferência central e os quatro arcos de 60" inferiores possuem mesmo 
raio de 0,5. 

Note também que os dois arcos de circunferência de 60" superiores possuem raio 1.0. 
Como um arco de 60" equivale a 1/6 do comprimento total da circunferência, então os 
arcos de circunferências da figura somam 

[d + 4/6)21«0,5] + ((2/6)2n«1] = 7/32 = 7,33 m 

O comprimento total é 4,25 + 7,33 = 11,56 m. 


6) (Unesp-2005) Em um jogo cletrônico, o "monstro" tem a forma de um setor 
circular de raio | cm, como mostra a figura. A parte que falta no circulo é a boca do 
"monstro", e o ángulo de abertura mede | radiano. O perímetro do "monstro". em em. 


e: 


a)z-l 
Бут + 1 
je] QI rad 
d) 21 
ey] 
A 


Solução: 

O ángulo central correspondente ao arco de circulo é igual a 27 — | radianos. 

O perímetro do monstro corresponde ao comprimento da parte circular mais dos dois 
raios que compõe a sua boca. Assim. o perímetro do monstro é; 

2P-2(21-]1)|] * 222r +]. 


Т) (PUC/RJ-92) Operários rolam um cubo de granito de 1 т de aresta até ele dar uma 
volta completa. A distância, em metros. percorrida por um vertice de: 
2 - ^ 
(2 + 42) л (242 +1) x 3л "ELE: 
5 


а) —_—— b — «)— 
2 2 2 

Solução: 

Observe as figuras abaixo que caracterizam o movimento de um vértice de um cubo 


que dá uma volta completa. 


MM 


Da 1° para a 2" figura o ponto A percorreu, com raio de ] т. um arco de 90º: 
d, = (1/2)(1y2 = 172. 

Da 2º para a 3º figura o ponto A percorreu, com raio de /2 m. um arco de 90”: 
d 7422/2. 

Da 3º para a 4º figura o ponto A percorreu, com raio de 1 т. um arco de 90": 
di = (1/2)(10) = л/2. 

Da 4" para a 5º figura o ponto A mantém-se fixo: d, = 0. 


Мл _(2+\/2)л 
т EE 


Logo. a distância total é d = n+ 


” е A 
Exercicios ш. 


de Yestibutar 


1) (FGV-2011) Na figura. a corda EF é 
perpendicular a corda BC, sendo M o 
ponto médio de BC. Entre B e C toma-se 
U, sendo que o prolongamento de EU 
intercepta a circunferéncia em A. Em tais 
condições. para qualquer U distinto de M. 
o triángulo EUM é semelhante ao 
triángulo 


SN EFC. 
DI FCM. 


B) AUB. 
E) EFA. 


C) FUM. 


2) (FGV-2014) O triángulo POT, 
indicado na figura, està inscrito em uma 
circunferencia de centro C. sendo que as 
medidas dos ángulos PCQ e TCQ são, 
ja 


iguais 


respectivamente. a d e 


^ 


А) 
radianos. 


Pas 


Em tais condições. a medida do ángulo 
РОТ. em radianos. é igual a 


b) 61—7a 


a)z—7a c)3n- da 


t— 70 
d) бл с 


^ 
> 


3) (Mackenzie-2012) Na figura, se a 
circunferência tem centro O e BC = OA, 
então a razão entre as medidas dos 
ângulos AÓD e СОВ é 


жет -R -- 
Рі Е pd —— 


y о 
P 
- 


а) 5/2 b)3/2 c)2 d)4/3 e)3 


4) (FGV-2013) Na figura. AB e AF. são 
tangentes à circunferência nos pontos B e 
E. respectivamente, e m(BAE) = 60º. Se 
os arcos BPC, CDQ e DRE têm 
medidas iguais, a medida do ângulo BEC. 
indicada na figura por a, é igual a 


db nni H 
C. T ln m 
d | " 

' i 60^ A 

" / E v 

X ЖЕ oet 
- "d 
Rr E 

a)20º b)40º с) 45° а) 60° е) 80° 


S) (UFPE-2012) Sejam AB c AC cordas 
de mesma medida em uma circunfcréncia 


e D um ponto no arco maior BC. 
conforme ilustração abaixo. Se o ángulo 
BAC mede 150º assinale a medida. em 


graus, do ángulo BDA. 
e 
А LT 


y 


D 


6) (Fuvest-2009) Na figura. B. C e D são 
pontos distintos da circunferência de 
centro O. e o ponto A é exterior a ela. 
Além disso. 

(1) А.В. Сед, О, D são colineares; 

(2) AB = ОВ; 

(3) COD mede a radianos. 


"m ud de 
A O JD 
i. РА 


Nessas condições. a medida de ABO, em 
radianos, é igual a 


5 
ar ba-> c)n-— 

4 2 3 
Toe )л-2= 


p 


7) (Uepa/Prise-2004) Em Belém. George 
costuma levar Thales. seu filho. à praça 
Batista Campos. Certo dia, observando 
Thales brincar no balanço da praça. 
George, que é professor de Matemática. 
resolveu calcular a medida do arco 48 


formado pela 

VÁ trajetória do 

3m balanço no 
momento em 

que — descrevia 

M в um movimento 
pendular, como 


mostra a figura ao lado. Considerando 
que o angulo (АОВ), observado por 
George, tenha sido de 30". que a medida 
da corrente que sustenta o balanço era de 
3m с que o valor atribuido à х foi de 
3,14, смао, a medida do arco IB 
calculada foi: 
a) 1.35 m 

d) 2.15m 


b) 1.57 т c) 1.89 m 


е) 2.31 т 
8) (UFU-2002) Uma escola resolveu 
construir uma pista de atletismo em suas 
dependências. Essa pista devera 
construida а partir de um retângulo de 
lados 4R por 2H com uma semi- 
circunferência em cada extremidade. 
conforme mostra a figura abaixo. As raias 
terão | metro de largura. 


CD 


Em qual intervalo R (em metros) deverá 
ser escolhido para que o circuito. em 
negrito na ligura, tenha 600 metros. de 
comprimento? (n = 3,14) 

а) (41,42) Б) (40.41) 


sel 


c)(42.43) d) (39.40) 


9) (Mackenzie-2000) Na figura, O é o 
centro da circunferência e q mede 15º. A 
medida de B é: 


a) 95" b) 105" c) 110º d) 115º e) 120" 


10) (Mackenzie-2003) Na figura. o raio 
da circunferência de centro В é o dobro 
do raio da circunferência de centro A. Se 
x é a medida do ângulo ACB, então: 


= p osi TUUS 
god N 
= A / 
E P o£ 
\ 
\ j 
№ / 
SS 2 


а) 0х < 30" 
с) ло ех € as 
elx > 90° 


һ)45°<х < 60° 
d) 60° < x < 90º 


11) (Unesp-2015) A figura representa 
duas rimas de uma pista de atletismo 
plana. Fabio (F) e André (A) vào apostar 
uma corrida nessa pista, cada um 
correndo em uma das raias. Fábio largará 
à distancia FB da linha de partida para 
que seu percurso total. de F até a chegada 
em C". tenha o mesmo comprimento do 
que o percurso total de André, que irá de 
A ate D'. 


-— : 

i 

; E 
^ DLE d Uu g 
meee- х i 


Considere os dados: 

* ABCD e A'B'C'D' são retângulos. 
*B'A' сЕ estão alinhados. 
*C. De E estão alinhados. 

- AD e ВС são 
circunferências de centro E. 
Sabendo que AB = 10 m. BC = 98 m, ED 
= 30m, ED’ = 34 m e a = 72°, calcule o 
comprimento da pista de A até D' e, em 
seguida, calcule a distáncia FB. Adote 
nos cálculos finais x = 3. 


bct de 
см са 


DILE 


arcos de 


12) (UESPI-2010) O triángulo ABC está 
inscrito em uma circunferência. como 
ilustrado abaixo. Os arcos AB, BC е CA, 
considerados no sentido anti-horário, 
medem. respectivamente. 2x — 20º, x + 
24º e 4x + 6º. para alguma medida em 
graus x. Qual a medida do ângulo intemo 
do triângulo ABC que tem vértice em A? 


[o B 


_ 
a)36? b)37? с)38° d)39? е)40° 
13) (UFPE-97) Na ilustração abaixo. 
todos os circulos tem mesmo raio, O 
wiàngulo ABC é equilátero e seus lados 
281 + 43) 


medem unidades de 


comprimento. Determine o raio dos 


círculos. 


A B 


14) (Puccamp-2013) Uma loja que vende 
rodas e pneus para automóveis resolveu 
fazer uma promoção. Para divulga-la. о 
funcionário da loja montou. com seis 
pneus iguais e de raio de medida x cm, 
um desenho conforme aparece na Figura 
| Uma placa retangular. de altura h. com 
a palavra PROMOCAO será desenhada 
ao lado da imagem dos pneus de forma 
que ela ocupe exatamente a altura do 
desenho, conforme mostra a Figura 2. 


o 


o>n0zoz 


tur ! 


Paguera? 


Adotando no cálculo final “3 = 
altura h, em centímetros, é igual a 


1.7 .а 


(А) 3x. 
(0) 5,4х. 


(В) 3,4x. 
(Е) бх. 


(C) 42x. 


13) (UFPE-2003) Na figura abaixo, о 
triángulo АВС está inscrito na 
circunferência de centro em O, e AB é um 
diâmetro. Indique o valor do ángulo а, 
em graus. 


16) (FGV-2012) As cordas AB e CD de 
um circulo são perpendiculares no ponto 
P. sendo que AP = 6. РВ = +еСР = 2.0 
raio desse circulo mede 


A, 
8-4 
s D 
EN 
A)5. B) 6. C) 345. 


D) 442. E) 542. 


17) (UECE-2013) No plano. as 
circunterências C, e С. cuja medida dos 
ralos são respectivamente 4 cm e | cm 


tangenciam-sc exteriormente e são 
tangentes a uma reta r em pontos 


distintos. Uma terceira circunferencia Cy. 
exterior a C, e a C», cuja medida do raio é 
menor do que | em tangencia a reta r e as 
circunferências Cie C». Nestas condições 
a medida do raio da circunferência C; é 

a) 1/2 em b) 1/3 cm 

c) 4/9 cm d) 3/5 cm 


18) (Fuvest-2015) Na figura a seguir, a 
circunferéncia de centro em O e raio r 


tangencia o lado BC do triángulo ABC no 
ponto D e tangencia a reta AB no ponto 
E. Os pontos A, D e O são colincares, AD 


= 2r e o ângulo ФАСО é reto. Determine, 
em função бег, 


С сд 

X o e s TN 
" \ ^^ ` \ 
ET. ` \ 
/ox o) 

/ А >” 
A "ud o Pi 
ONE soll \ б X e 
A B E 


a) a medida do lado AB do triángulo 
ABC; 
b) a medida do segmento CO. 


19) (Insper-2015) Na figura, AD é um 
diámetro da circunferéncia que contém o 
lado BC do quadrado sombreado. cujos 
vérticesEe F pertencem à circunferéncia. 


Se a é a medida do segmento AR е1. ёа 


medida do lado do quadrado, então L/a é 
igual a 


ES R- [5 + 
aee oz dx | d SE 
gy E e) J 542 


20) (Fuvest-2016) Os pontos A, B e C são 
colincares. AB = 5. BC = 2e B esta entre 
* e C. Os pontos C e D pertencem a uma 


circunleréncia com centro em A. Traça-se 
uma reta r perpendicular ao segmento BD 
passando pelo seu ponto médio. Chama- 
se de P a interseção de r com AD Então. 
AP + BP vale 
а)4 bh)5 c)6 d)7 e)8 

21) (FGV-2013) Na figura, ABCD é um 
quadrado de lado 4cm. с M é ponto médio 


de CD. Sabe-se ainda que BD é arco de 
circunleréncia de centro A e raio dcm. e 


CD é arco dc circunferência de centro M 
с raio 2cm, sendo P e D pontos de 
interseccáo desses arcos. 

A B 


D M C 
A distáncia de P até CB , em centimetros, 
é igual a 


a) 4/5 b) 19/25 c) 3/4 d) 7/10 c) 17/25 


22) (FGV-2009) Em um círculo de centro 
О, AD é um diámetro, B pertence a AC. 
que é | é uma corda do circulo, BO = 5 е 


m( ABO) = CD = QU 


60. 


РА 


Nas condições dadas, ВС é igual a 


a) 5 b)3 ees 
12- 
d)5 e) Уз 
2 
23) (FGV-2009) Usando régua e 
compasso. procedemos а seguinte 


construção: 

1. segmento de reta АВ de comprimento 
Sem (com à régua), 

П. circunterência A, de centro À e ralo 
dem (сот o compasso); 

ПШ. circunferência 2, de centro Be raio 
3em (com o compasso): 

IV reta r ligando os pontos C e D de 
intersecção de À, e À». e intersectando о 
segmento AB em E (com a régua). 

Na construção realizada, a medida do 
segmento CE. em em, é igual a 

A)24 В)2,5 C)26 D)2.8 EY3.. 


24) (FMTM-2011) Na figura, as 
circunferências de centro А. de raio R, e 
В, de raio r, são tangentes entre si no 
ponto Т, e tangentes à reta s nos pontos C 


e D. 
€ 
9 
T a ЖЕ 


AN 


Sabe-se que o comprimento, em 
centimetros. da menor circunferência é 
igual a 327, e que R - r = 9 ст. Conclui- 
se, então, que a distância entre os pontos 
C e D é, em centimetros. igual a 


TRO 


(A)40. (В) 39. 
¡Die Aya 


(С) 38. 


25) (FGV-2009) A circunferéneta 2. de 
centro C, é tangente aos eixos cartestanos 
coordenados e à hipotenusa do triangulo 
PQT. 


x 

Se m( PTQ) = 00% e QT = |. como indica 
a figura. o rato da circunferência à é igual 
a 


— + 


26) (Fuvest-2001) Numa circunferência. 
: n 

ci é o comprimento do arco de n 
J 

radianos e e; é o comprimento da secante 
determinada por este arco, como ilustrado 


* 


na figura abaixo. Entào. à razáo 


: n ad 
igual a 6 multiplicado por: 


= 
2 b) Vi + 2X5 

SE REN dy 42 + 248 

e) y + J3 

27) (UFC-2007) Seja g uma 
circunferência de raio 2 cm, AB um 


diámetro de y e r e s retas tangentes a y. 
respectivamente por A c B. Os pontos P c 
Q estão respectivamente situados sobre r 
e s e são tais que PQ também tangencia y. 


Se AP = 1 cm, pode-se afirmar 
corretamente que BQ mede: 

A)3cm B) 4 cm C) 4.5 cm 

D) & cm E) 8,5 cm 


28) (UESC-2011) No processo inicial de 
criação de um logotipo para uma 
empresa, um designer esbocou várias 
composicóes de formas geométricas, na 
tentativa de encontrar algo simples e 
representativo. Em uma dessas 
omposicóes, um círculo de raio г = 6cm 
oi sobreposto a um triángulo equilátero 


de lado |. = 18cm, de acordo com a 
figura. 


Sabendo-se que as duas figuras têm 
centros no mesmo ponto, pode-se afirmar 
que o perimetro do logotipo é, em ст. 
iguala 

01 66 - 7) 
Ороо = 1) 


02) 6(9 — я) 
043) 9(3 + 2л) 


—————— Pr — A Da anis 


05) 92+ 3л). 


29) (UERJ-2009) Observe a curva AEFB 
desenhada abaixo 


А С 


Analise os passos seguidos em sua 
construção: 


1º) traçar um semicírculo de diâmetro AB 
com centro C e raio 2 cm; 

2º) traçar o segmento CD, perpendicular a 
AB, partindo do ponto C e encontrando o 
ponto D, 

pertencente ao arco AB; 

3º) construir o arco circular AE, de raio 
AB e centro B, sendo E a interseção com 
o prolongamento do segmento BD, no 
sentido B para D; 

4º) construir o arco circular BF, de raio 
AB e centro A, sendo F a interseção com 
o prolongamento do segmento AD, no 
sentido A para D; 

5º) desenhar o arco circular EF com 
centro D e raio DE. 

Determine o comprimento, 
centimetros. da curva AEFB. 


em 


30) (Unesp-2004) A figura mostra duas 
circunferências de raios 8 cm e 3 em. 
tangentes entre si e tangentes à retar. C e D 
são os centros das circunferências. 


1), 


5 
0) {' 

Se u é a medida do ángulo СОР, o valor 

de sen q é: 

a) 1/6 

d) 8/23 


b) 5/11 
e)3/8 


c) 1/2 


31) (Colégio Naval-83) Um triangulo 
ABC está inscrito em um circulo e o arco 
BC mede 100% Calcular a medida do 
ángulo BEC. sendo E o ponto de 
intersecção da bissetriz externa relativa a 
B com o prolongamento do segmento 


CM, onde M é o ponto médio do arco 
menor AB. 
a) 15% b)25% с) 20° d)40? e) 50° 


32) (Colégio Naval-86) Na figura abaixo, 
as retas r, 5 e | são tangentes à 
circunferência de diámetro AB. O 
segmento AC mede 4 cm. A medida. em 
centímetros, do segmento CD é: 


33) (Colégio Naval-87) Por um ponto P 
exterior a um circulo de centro O e raio R 
= | em. lraça-se uma secante que 
intercepta a circunferência do circulo 
dado nos pontos A e B, nesta ordem. 
Traga-se pelo ponto A uma paralela à reta 
PO que 


intercepta а mesma 


circunlerencia no ponto C. Sabendo que o 
ángulo OPA mede 15". o comprimento do 
menor arco BC, em cm, é: 


а)л/!2_ b)ys/G6 с)л/4 
d) 1/3 e) Sm 12 
34) (Colégio Naval-88) Considere à 


figura onde x e y são medidas de arco z € 
a medida do ângulo assinalado. 


Pode-se afirmar que x + y 7 z é igual a: 


a) 255º b) 265º E) 213% 
d) 285? е) 295º 
35) (Colégio Naval-96) As quatro 


circunferências da figura abaixo têm raios 
г = 0,5. O comprimento da linha que as 
envolve é aproximadamente igual a; 

a) 6,96 


36) (Colégio Naval-2000) Num circulo. 
duas cordas AB e CD se interceptam no 
ponto | interno ao círculo. O angulo DAI 
mede 40º e o ângulo CBI mede 60º. Os 
prolongamentos de AD e CB encontram- 
se num ponto P externo ao círculo. O 
ángulo APC mede: 


a) 10% b)20% с) 30° d) 40° е) 50" 


37) (Colégio Analise a 
figura a seguir: 


і 


Naval-2014) 


©, 


В 
A figura acima 


exibe 
ABCD c o arco de circunferência APC 
com centro em B e raio AB = 6. Sabendo 
que o arco AP da figura tem comprimento 
ЭЯ ш 3 

— . € correto afirmar que o ángulo PCD 


o quadrilátero 


5 

mede 

а)36° b)30% c)28? d)24? e)20? 
38) (Colégio Naval-2014) Analise a 


figura a seguir: 


А 
Е " 


Na figura acima, a circunferência de raio 
6 tem centro em C. Dc P traça-se os 
segmentos PC, que corta a circunferência 
em D. e PA, que corta a circunferência 
em B. Traça-se ainda os segmentos AD e 
CB, com interseção em E. Sabendo que o 
ângulo APC é 15% e que a distância do 
ponto C ao segmento de reta AB é 3/2. 
qual o valor do ángulo u? 

а) 75% b)60% с) 45° d)30" е) 15" 


39) (UERJ-2002) А extremidade А dc 
uma planta aquática encontra-se 10 cm 


acima da superficie da água de um lago 
(fig. 1). Quando a brisa a faz balançar, 
essa extremidade toca a superficie da 
água no ponto B, situado a 1043 cm do 
local em que sua projecáo ortogonal C. 
sobre a água, se encontrava inicialmente 
(fig. 2). Considere OA. OB с BC 
segmentos de retas e o arco uma trajelória 
do movimento da planta. 


4 « с A EODEM 
uu: MERE... 
| eo m 


I ¿A 
ST Ыы 
БУЛА AN 
ы tog 29 


Determine: 

(^) a profundidade do lago no ponto O 
em que se encontra a raiz da planta; 

(B) o comprimento, em cm, do arco AB. 
40) (EPCAr-98) Uma corda de 12 cm de 
comprimento forma com o diâmetro um 
ángulo inscrito. Sabendo-se que a 
projeção da corda sobre essc diâmetro 
mede 8 cm, o raio da circunferência é, em 
cm, igual a 

a)8 b)9 е) 104) 11 


41) (EPCAr-99) Numa circunferéncia de 
raio 4,5 cm é marcado um arco AB cujo 
ángulo central é 40”. Marcando-se um 
arco da mesma medida de AB. em cm, 
numa outra circunferéncia de raio 6 cm, 


temos que o ángulo central 
correspundente mede, em radianos, 
а) 29/9 b)r/6 с) 3л/4 d)m 


42) (EPCAr-99) Na figura abaixo. CD = 
OB. Então 3 é igual a 


а) 20/3 blu c)3u/2 а) о/2 
43) (EPCAr-2002) Considere um 
triangulo ABC inscrito numa 


semicireunferéncia de centro О e rajo r 
onde AC é o diámetro, BM é 
perpendicular a AC e ВАС = u. A 
afirmativa ERRADA é 

a) AB = 2r cosa 

b)c) AM = 2r costa 

c) BC 22r sena 

d)d) BM = dr senacosa 


44) (Epcar-2004) Considere o triángulo 
equilátero VAB inscrito numa 
circunferéncia de centro O. Seja t uma 
reta tangente à circunferéncia no ponto B, 
conforme figura abaixo. 

Analise as proposicóes: 

l) OB é perpendicular a t em B 

ll) a=y 

Il) | 86a metade do suplemento de B 


1 


Pode-se alirmar que SOM ENTE 
a) | é correta. 

b) E. IE e HI são corretas. 

c) е falsa. 


d) Не H são falsas. 


45) (AFA-2001) Conforme a figura 
abaixo, s e t são. respectivamente. retas 
secante e tangente à circunferéncia de 
centro O. Se [| é um ponto da 
circunferéncia comum às retas tangente e 
secante, então o angulo u, formado por te 
5,6 


a) 10% 


46) (AFA-2004) Seja PQ tangente à 
circunferência de centro O e raio r. Se 
CQ-r, pode-se afirmar que РО + РС é 
igual a: 


cá 


a) r2 43 b) 2r rJ 3 
c) rJ/5 d) Э 


47) (AFA-2010) Na figura abaixo. tem-se 
quatro círculos congruentes de centros 
Oi, Ox. O; e O, e de raio igual a 10 cm. 
Os pontos M. N, P, Q sào pontos de 
tangência entre os círculos e A, B. C. D. 
E, F, G. H são pontos de tangéncia entre 
os círculos e a correia que os contorna. 


Sabendo-se essa 


que 
inextensivel, seu perimetro, em cm, é 
igual a 

a) 2(л + 40) 
b) (я - 16) 


correia e 


c)20(x + 4) 
а) 5(л + 8) 


48) (EsPCEx-97) De posse dos dados da 
figura abaixo e sabendo que as 
circunferências são langentes entre si e 
que ambas tangenciam os lados do ângulo 
АОВ, pode-se concluir que o valor de sen 
* é igual a: 


A 
о B 

Rwa R-r R 
a) —— c 
ж d ) R«r 

к R* 

e 

uum ) Ro 


49) (ITA-75) Se, na figura ao lado, c é 
uma circunferéncia de raio R. r e s sáo 
retas tangentes a circunferência c 
or Rento o ângulo a das retas res 
deve verificar uma das 
seguintes: 


alternativas 


s i 
R с 
o 
S 
4 3 
а) sen а = — c cos с = >; 
> 5 
4 3 
b) cos а = — escena = —; 
> 5 
+ | 
c) sen о = e cos d = —: 
2 2 
J/5 b 
d) sen с = e cos a = —; 
2 2 
e) N.D.R.A. 
50) (1T A-89) Considere uma 
circunferência de centro O e diâmetro 


AB. Tome um segmento BC tangente à 
circunferéncia, de modo que o àngulo 
BCA meça 30º. Seja D o ángulo de 
encontro da circunferência com о 
segmento AC e DE о segmento paralelo 
a AB. com extremidades sobre a 
circunferéncia. A medida do segmento 
DE scrá igual a: 

a) à metade da medida de AB 

b) dois tercos da medida de AB 

c) um terco da medida de AB 

d) à metade da medida de AE 

e) à metade da medida de AD 


51) (ITA-92) Considere o triángulo POR 
ao lado, circunscrito a uma circunferéncia 
de centro O, cujos pontos de tangência 
são A, B e C. Sabe-se que os ângulos Pô 
crestão. nesta ordem, em progressão 
arilmética de razão 20º. Os ângulos 1. 2. 
3. 4 conforme mostrado na figura abaixo 
medem, nesta ordem: 


P J 
a) 40". 120", 60" e 50" b) 40". 100”. 50" e 40" 
c) 60". 140". 60" e 40" d) 60", 120", 40" e 50" 
e) n.d.a. 


32) (ITA-2004) Sejam r e s duas retas 
que se interceptam segundo um ángulo de 
60º. Seja C, uma circunferência de 3 cm 
de raio, cujo centro O se situa em $, a 5 
cm de r. Determine o raio da menor 
circunferência tangente à C, e à reta г, 
cujo centro também se situa na reta s. 


53) (ITA-2007) Seja С, uma 
circunferência de raio R, inscrita num 
triângulo eqüilátero de altura h. Seja C; 
uma segunda circunferência, de raio Ra, 
que tangencia dois lados do triângulo 


internamente e C, externamente. Calcule 
(R, - R5) / h. 


54) (UFRJ-92) Trés goiabas 
perteitamente estéricas de centros Cy. C: 
e Cie raios 2 cm, 8 em e 2em estão sobre 
uma mesa tangenciando-se como sugere a 
figura abaixo. 


Um bichinho que está no centro da 
primeira goiaba quer se dirigir para o 
centro da terceira pelo caminho mais 
curto. Quantos centimetros percorrerá? 


55) (IME-64) Prolonga-se o rato AO de 
um circulo, de um comprimento AB = 
AO; traga-se uma tangente ao circulo. 
sobre a qual se levantan as 
perpendiculares NA e BC. Supondo que o 
ángulo ОАС = 126". qual o valor do 
ángulo ACB? 


éxetcicios —— 
Gerais += 


^ 
¿Zar 


56) Seja K o ponto médio de uma corda 
AB de um dado circulo. Sejam CD e EF 
duas cordas passando pelo ponto К. 
Suponha que CF e ED intercepta AB em 
M e N, respectivamente. Prove que KM = 
KN. 


57) Sejam A. B e C três pontos 
colineares. — Constrói-se — as semi- 
circunferéncias com diámetros AB. BC e 
AC. Seja D o ponto no arco AC tal que 
AC 1 BD, e seja FF a tangente externa 
dos arcos AB e BC. Mostre que BEDF é 
um retángulo. 


D 
> 
E 
[3 
Am 
EM y 
| 1 
| 1 | 
A B 
58) Na figura. duas circunferências 


possuem raios 8 cm e 6 cm e seus centros 
estáo a 12 cm de distáncia. Por um de 
seus pontos de interseção P, e reta QR é 
tracada de modo que as cordas QP e PR 
possuem igual comprimento. Determine o 
comprimento de QP. 


59) Na figura. C, e C; são circunferências 
tangentes em P. 


p 


a) Se uma reta corta C, e C» nos pontos 
A, B e C. D. respectivamente, mostre que 
ZAPC e ZBPD são ângulos congruentes. 
) Se uma reta tangencia C» num ponto C 
corta C, nos pontos A c B. mostre que 
„С é bissetriz do ángulo ZAPB. 


60) No interior de um triângulo retângulo 
ABC temos très círculos, cada um deles 
tangente a dois lados do triángulo e aos 
outros dois circulos. Sabendo-se que os 
dois circulos tangentes à hipotenusa tém o 


mesmo raio R. determine o raio do 
terceiro circulo. 
61) Na figura. determinc o raio da 


circunferencia menor em funcáo do raio 
R do quadrante. 


R/2 


ercicios ^o 


de (Olimpiada 


62) (OBM-99) Os pontos S. 7 e U sào os 
pontos de tangéncia do circulo inscrito no 
triángulo POR sobre os lados RO, RP e 
PQ respectivamente. Sabendo que os 
comprimentos dos arcos TU. ST e US 
estão na razão TU: ST: US=5:8:ll.a 
razão ZTPU : ZSRT : ZUQS é igual a: 
а)7:4:1_ o E 2 с)7:3:2 
d)11:8:5 e)9:5:1 


63) (OBM-2000) A figura abaixo mostra 
o logotipo de uma empresa, formado por 
dois circulos concéntricos e por quatro 
circulos de mesmo raio. cada um deles 
tangente a dois dos outros e aos dois 
circulos concéntricos. O raio do circulo 
interno mede | cm. Então o raio do 
circulo externo deverá medir. em cm: 


a) 243 +3) /5 +2 c)4J/2 +1 
d) 342 e) J2 +1 
64) (OBM-2002) Na circunferência 


abaixo, temos que: 4B = 4, BC = 2, ACé 


< 


diámetro e os ângulos 48D e сврѕӣо 


iguais. Qual é o valor dc BD? 
4 


S 


а) 2/5 +1 b-- ез5 
d) 2+ 4/5 


65) (OBM-2008) No triángulo POR 
isósceles, com РО = PR=3 e QR = 2.a 
tangente à sua circunferéncia circunscrita 
no ponto Q encontra o prolongamento do 
lado PR em X. O valor de RY é 


16 12 
TE - al ME da 
3 5 3 2 4 


66) (OBM-2013) Na fgura abaixo o 

ponto O é o centro da circunferência que 

passa pelos pontos 4. B. C. D c E. 

Sabendo que o diámetro 4B e a corda CD 

são perpendiculares е que ZBCE = 35" о 
valor em graus do ángulo ZDAF. e: 


A) 35° 


B) 10º 


C) 20° 


1—A—€—————— 


лдей а. >: fura Xa qanm Poli 


e o DD ¡Euucculo E: introdução ses Circa - Ea” I 3 
D) 30º 


E) 55° 


67) (OBM-2015) No desenho abaixo, o 
segmento CF é tangente ao semicirculo 
de diâmetro 4B. Se ABCD é um quadrado 
de lado 4, determine o comprimento de 
СЕ. 


Y 


A)9/2 B)5 
D) 23/4 E)6 


C) 11/2 


68) (Selctiva Brasil Conc Sul-95) Seja с 
um circulo de centro O e P um ponto 
exterior. Por P trace uma tangente a 
circunferência de с. que a encontra em D. 
Seja AB o diâmetro de à perpendicular a 
PO e M. N as intersecóes de DA e DB 
com PO. Prove que P é o ponto médio de 
MN. 


69) (Canadá) Um circulo de raio r está 
inscrito em um setor de circular de rato R. 
O comprimento da corda PQ do sctor é 
igual a 24. Demonstre que: 

lr = I/R + l/a. 


70) (Portugal-99) Uma roda com 8 cm de 
raio, encostada a uma semi-circunterência 
com 25 cm de raio, como se mostra na 


figura, desloca-se apoiada no diâmetro da 
semi-circunferência até que choca com 
esta. 


Qual é o comprimento da porção daquele 
diâmetro que não é tocada pela roda” 


71) (Inglaterra-2000) Duas 
circunferências secantes С, e С possuem 
uma tangente comum que tangencia Сет 
P e C; em Q. As duas circunferências 
intersectam-se em M e N, onde N é mais 
próximo de PQ do que M. A reta PN 
encontra a circunferência C- novamente 
zm R. Prove que MQ é a bissetriz do 
ngulo PMR. 


2) (Inglaterra-2001) Um circulo S é 
interior à um circulo T e o tangencia no 
ponto A. De um ponto P = A sobre T, 
tracam-se as cordas PQ c PT de T que 


tangenciam S em X е Y, 
respecuvamente. Mostre que ZQAR = 
2LXAY. 

73)  (Maio-2000) Sejam S uma 
circunferência de raio 2; S, uma 
circunferência de raio ] tangente 
interiormente a 5 em B e S uma 


circunferência de raio | tangente a S, no 
ponto 4. mas que não é tangente а S. Se K 
é o ponto de interseção da reta 4B com a 
circunferência 5, demonstre que К 
pertence a circunferência S5. 


74) (Iberoamericana-88 banco) Seja um 
triângulo ABC inscrito numa 
circunferência de raio R. Considere uma | 


circunlerência tangente em A ao lado AC 
e que passa por B; outra circunferéncia 
tangente em B ao lado AB e que passa 
por C e finalmente uma circunferência 
tangente em C ao lado BC e que passa por 
A. Sendo Ri, Rə e Ri os raios destas 
circunferências provar que R^ = К.К. Rs. 


75) (Rio Grande do Norte-86) Dados duas 
circunferéncias, uma exterior à outra, 
considere as duas tangentes comuns 
externas e uma tangente comum interna. 
Prove que o segmento desta última 
compreendido entre aquclas é congruente 
ao segmento de uma tangente externa 


compreendida entre dois pontos de 
contato da mesma. 
A 
M 
R 
S 
C N D 


76) (Rio Grande do Sul-2001) Seja 
ABCD um quadrado de lado 1. lraga-se 
uma circunferência C, com centro em B e 
raio 1. e uma circunferência C» que 
tangencia os segmentos AD e DC e a 
circunferência Сү como mostra a figura 
abaixo. 


в 
Calcule o raio da circunferência C». 


AM 
^ 


e 


- 
77) (Aime-94) O circulo maior possui 
diámetro 40 e o círculo menor diàmetro 
10. Eles tangenciam em P. PQ é um 
diámetro do círculo menor. ABCD é um 
quadrado tangenciando o círculo menor 
em Q. Determine AB. 


78) (Aime-97) Os circulos de raio 5, 5, 8 
e k são mutuamente tangentes 
externamente. Determine o valor de k. 


79) (Aime-2001) Determine a razão entre 
os lados do quadrado maior с do 
quadrado menor. 


80) (Wisconsin-2001) Na figura, dois 
círculos sáo tangentes e estáo inscritos em 
um semi-circulo de raio 2. Se o circulo 
maior é tangente ao diámetro do semi- 
círculo no ponto C, determine o raio do 
menor círculo. 


81) (Wisconsin-2002) 
circunferência é traçada passando pelos 
vértices B с C de um triângulo ABC, e 
esta circunferéncia encontra os lados AB 
e AC nos pontos D e E. Se o ponto médio 
de BC é M e o ponto médio de DE é N, 
demonstre que ZDAN = ZCAM. 


82) (Clubes Cabri) Na construção 
seguinte calcular 4B / BC. 
Psi Po me 
pt ( > i. 
E RR A 
z \ ud ] ^ 
f^ : “q No \ 
] VE Y 
cl i E: A | | 
ГА J 
N FAN LS a 
A E “os 
\, í pet N, VÁ 
b^ A 1 ^ 
с ES 
8, Я ELA 


83) (Clubes Cabri) Na figura abaixo, os 
triángulos ABC e DEF sáo equiláteros: as 
quatro circunferéncias tém igual raio e 
cada lado do triangulo DEF é tangente a 
duas delas. 


A ZN 


F E 
Achar a razão entre os lados dos 
triângulos ABC e DEF. 


84) (Clubes Cabri) Dado um segmento 
AB traçam-se a circunferência C, de 
centro Я que passa por B; e a 
circunferência C: de diâmetro 4B. A 
mediatriz de AB corta C» em D. A reta 
paralela a 4B por D corta a circunferéncia 
С, ем Ке С. 


i) Calcular a medida do ángulo FAG. 
ii) Calcular a medida do ángulo AFB. 


85) (Clubes Cabri) Na figura abaixo ABC 
é um triángulo tal que ZABC = 90° e 
“ВАС = 60°; C, é tangente aos 3 lados do 
triángulo; e С, é tangente a AB, AC e a 
С. Se o radio de C» é | achar o raio de 


Cı. 


-tam eiin o9 


86) (Clubes Cabri) Na seguinte figura as 
circunferências pequenas tem o mesmo 
raio e onde cada circunferência é tangente 
as outras 3. 


Se o raio das circunferências pequenas е | 
achar o raio da circunferência maior. 


87) (Clubes Cabri) Na seguinte figura, 
cada circunferência é tangente as outras 3 
e C; e C; passam pelo centro de С. Achar 
a razào entre o raio de C, e o de C,. 


88) (Clubes Cabri) A figura abaixo é 
formada por um retângulo e tres 
circunferéncias de igual raio tangentes 


entre si e 
retângulo. 


tangentes 


aos 


Achar a largura do retângulo sabendo que 
o raio das circunferências é 1. 


89) (Clubes Cabri) A seguinte figura é 
formada por um triângulo equilátero e 
duas circunleréncias de igual tamanho, 
tangentes entre si e tangentes aos lados do 
triangulo. 


Sabendo que na figura o lado do triángulo 
equilátero mede 4cm, achar as medidas 
dos lados do triángulo ЕЕН. 


90) (Bélgica-96) O diámetro de uma 
circunferencia é também a base de um 
triángulo isósceles cujos lados cortam a 
circunferéncia formando um arco de 100". 
O ángulo oposto à base do triángulo 
isósceles vale: 


lados do 


а) 30% b)4Q" с) 45° а) 50" e)60" 

91) (Bélgica-96) Duas circunferências de 
raio 24 possuem centros em m, e m>. As 
circunferências intersectam a reta mim, 
duas vezes entre m, e m» tal que [mim] é 
cortado em dois pedaços de mesmo 
comprimento. Qual é o raio da 
circunferência que é tangente à reta mm, 
e tangente externamente a ambas 


circunferências” 


-24—}—- u —4—- А јо 


a)l2 Ь) 10/5 с)15 d)l6 c)18 


92) (Bélgica-96) Um círculo de centro o e 
raio r é cortado por duas retas К e L que 
não são paralelas. A interseção de K e L 
pertence ao exterior do circulo. A reta K 
passa por o e intersecta o circulo em a e b 
(onde b e [as]). A reta L intersecta o 
circulo em c e d (onde є [cs)) A 
distáncia |sd| é igual a r. Os ángulos a = 
aóc e B = bsd satisfaz a relação: 


aju=2P b)a=5B2 c)u=3p 
d)u77(/2 eJju=4f 


93) (Bélgica-97) A figura mostra arcos 
com centro nos pontos x e y. O ângulo a 
mede: 


o 09 а 


i)44" b)46" е) 57° 4) 60° е) 68° 


94) (Bélgica-98) Um círculo é dividido 
em quatro arcos. Cada um dos trés arcos 
adjacentes ab, bc e cd medem 100°, O 
angulo p formado pelos segmentos de 
reta ab e cd mede 


FT ) 
Е. / 


а) 15° b)20" c)25" d)30" с)яо" 


ENSERIO RA LAT z , H 
PIETA А TRAS SALE: > жч À 
а —— —X PR 9 Ad. e Le. i 


а)2 b)3 c) 31/4 


d) 21/3 


c) 1/2 


96) (Bélgica-99) Considere uma semi- 
circunferéncia com diámetro [ab] e centro 
m. Dois pontos c e d pertencem à ela 
como indica a figura. O ángulo entre ac e 
bd mede 

d 


а) 50° b)51" c)52" d)53" e)54 

97) (Bélgica-99) Considere o arco adb = 
130º e o arco aec = 150º em um círculo. 
O ponto p é um dos pontos de interseção 
da mediatriz de [bc] e o círculo. O ángulo 


agudo formado pela mediatriz e pa mede: 


93) (Bélgica-98) A região hachurada 
possui um perimetro igual ao do círculo 
com centro em m. O ángulo a (medido 
em radianos) vale 


p 
d) 20" 


a)5" b)10" 


PN 


с) 15° 


2 


«< 


98) (Bélgica-2002) Através de um ponto 
P em um circulo com diámetro AB, traca- 
sc o diámetro PX c duas cordas PA c PY 
onde PY 1 AB. Sc ZPAB = 35", então o 
menor arco XY valc: 


Y 
a)20" b)35% c)40" d)55% e)70* 
99) (Bélgica-2002)  Envolve-se três 


cilindros de diámetro | com uma fita 
adesiva. O comprimento desta fita é igual 
a 

a)3 +n 

b) 3 

с) 3 + 1/2 

d) (3 + ny2 

e)6+n 


100) (Bélgica-2003) Em um triángulo 
retângulo de catctos 4 e 6, traca-sc uma 
semi-circunferéncia сот centro na 
hipotenusa e tangente aos catclos do 
triángulo retàngulo. Determine o raio 
desta semi-circunferéncia. 


a)2 N 

b) 2,4 ` 
c)2.5 | 

d)3 М 


101) (Bélgica-2005) Na figura. AD é um 
diámetro de uma semi-circunferencia com 
centro M. Os dois pontos B e C 
pertencem à semi-circunferência de modo 
que AC L BM e A = 50". Determine о 
ângulo entre as retas AC e BD. 


1 


D 


a)50" b)60" c)65" d)70" e)75" 

102) (Bélgica-2003) Na figura temos 7 
círculos possuindo mesmo raio. 
Determine a razáo entre o perímetro de 
um dos círculos e o perímetro da regido 


hachurada. 


а) 1/2 b)l/3 е) 4/7 


c)l/6 d)l/n 


< 


103) (Rússia-98) Duas circunferências | A, 


intersectam-se em P e Q. Uma reta 
intersecta o segmento PQ e encontra as 
circunferéncias nos pontos А, B, C e D. 
nesta ordem. Prove que ZAPB = ZCQD. 


104) (Portugal-2000) Na figura seguinte 
estáo representadas duas circunferéncias 
tangentes exteriormente с uma reta 
tangente às duas circunferéncias nos 
pontos A e B. Sabendo que vs raios das 
circunferéncias medem 24 e 6 metros, 
determine a distáncia entre os pontos A e 


B. 


105) (Portugal-2002) Na figura AB = 9e 
AD = 8. As duas circunferências. 
tangentes entre si, tém centros E e F e sáo 
tangentes aos lados do retángulo [ABCD] 
nos pontos M, N, X e Y . Sabendo que o 
raio da circunferéncia de centro F mede 2, 
quanto mede o raio da circunferéncia de 
centro E? 


А M B 
X 
x 
D Y E 


106) (Portugal-2003) Sejam C, e С» duas 
circunferéncias concéntricas de raios r e 
R. respectivamente, com г < R. Os pontos 


mom 


А, B e C, distintos dois a dois, eem 


a C» e as cordas [48| e 
tangentes a Cj. Sabendo que R — 5 
8, determine o raio de Cj. 


[АС] são 
e BCw 


107) (Pará-2006) Enlaçamos elos (com 
raio da circunferência exterior 3 cm e da 
interior 2 cm). como é mostrado na 
figura. Sendo o comprimento da corrente 
de 1,70 m, calcule a quantidade de elos 


necessários. 


108) (São Paulo-99) Duas 
circunterências, de centros P e Q. 
interceptam-se nos pontos M e N, de 
modo que sejam perpendiculares. Uma 
reta tangencia as duas circunferências nos 
pontos A e B, respectivamente, como 
mostra a ligura a seguir. 


Sabe-se que a distância de M à reta AB é 
2, е que o ângulo APM tem medida igual 
ao dobro da medida do ângulo PQM, que 
é igual a a. 
a) Mostre que as circunferências têm 
raios 

2 2 


€ 


l— sen?a 


respectivamente. 
b) Determine o valor de tg o. 
c) Calcule a medida de PQ. 


109) (Sào Paulo-2001) Seja 0 um ángulo 
de vértice O. Com centro em O. traça-se 
uma circunferência de raio r que 
intercepta os lados do ángulo em A e B. 
Em seguida, determina-se P sobre a reta 
semi-rcta AO tal que, sendo C * B o 
outro ponto de intersecào da reta BP com 
a circunferencia. tenha-sc CP = r. Calcule 
a medida do ángulo APB. 
13 
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110) (Santa Catarina-99) Em um 
retângulo ABCD estão inscritas duas 
circunferências (de raios não 


necessariamente iguais) tangentes entre 
si, tais que uma delas é ainda tangente aos 
lados AB e AD, e a outra é tangente aos 
lados BC c CD do retângulo. 


D C 
N 


A B 


a) Mostre que o ponto dc tangéncia das 
duas circunferéncias está sobre a diagonal 
AC do retàngulo. 


t 
Н 
i 
à 


- 


эеле DEIWDCNS $$ ETERNAS 
b) Qual deve ser a relacáo entre os lados 
do retángulo de modo a existir sempre um 
par de circunferências satisfazendo as 


condições acima”? 


111) (Canada-74) Dados uma 
circunferéncia com diámetro AB e um 
ponto X na circunferencia. distinto de A e 
B. scjam ta t. e t, as tangentes à 
circunferência em A, B e X, 
respectivamente. Seja Z o ponto onde a 
reta AX encontra t, e Y o ponto onde a 
reta BX encontra t,. Mostre que as três 
retas YZ. t, c AB sáo concorrentes ou 
paralelas. 


112) (OBM Jr.-91) São dados dois 
semicirculos, como na figura, de centros 
O, е O; e raios iguais. O comprimento do 


segmento AK é (. Sabendo que MN = 
NK, ache os comprimentos AM e MN. 


113) (OBM-2004) Seja D o ponto médio 
da hipotenusa AB de um triângulo 
retângulo ABC. Sejam Oj e O: os 
circuncentros dos triângulos ADC e DBC, 
respectivamente. 


y EPAR IDII “eia RR A dida AN 


i 
ч 


bo 


TET 


a) Mostre que O,DO, é reto. 
b) Mostre que AB é tangente ao circulo 
de diámetro OjO.. 


114) (OBM-2003) O triángulo ABC está 
inscrito na circunferéncia S e AB « AC. 
A reta que contém A e é perpendicular a 
BC encontra S em P (P % A). O ponto X 
situa-se sobre o segmento AC e a reta BX 
intersecta S em О (Q = B). Mostre que 
BX = CX se, e somente se. PQ é um 
diàmetro de S. 


115) (OBM-98) Sobre os lados AB e AC 
de um triángulo acutángulo ABC são 
construidos, exteriormente ao triángulo, 
semicirculos tendo estes lados como 
diámetros. As retas contendo as alturas 
-elativas aos lados AB e AC cortam esses 
semicirculos nos pontos P e Q. Prove que 
1P = AQ. 


116) (Espanha-98) Se considera o 
triángulo ABC e sua circunferéncia 
circunscrita. Se D e E sáo pontos sobre o 
lado BC tais que AD e AE são, 
respectivamente, paralelas ás tangentes 
em C e em B à circunferência 


| А BE AB 
circunscrita, demonstrar que == ===>. 
AC 


117) (OBM-2015) Duas circunferéncias 
C, e C» se intersectam nos pontos A e B. 
A tangente a C, por A corta C; 
novamente no ponto P e a tangente a C; 
por A corta C, novamente no ponto Q. 
Sabendo que PB = 640 e QB = 1000, 
determine o comprimento do segmento 
AB. 


MÀ түтү” erp semear Te epe cm 1 


DER 25... TE | 


ылмы OBRERO 20$ БН 


118) (Noruega- -96) Duas circunferências 


C, e Ca intersectam-se no ponto S. А 
tangente à C, em S intersecta C» em À * 
S e a tangente à Сз em S intersecta C, em 
B + S. Uma terceira Circunferência passa 
por A, B e S. A tangente à С; em 5 
intersecta C, em P + Se Сет О * S. 


Р —7 P d NC м. /, 
C / / N 3 D 
/ j Lj 
/ f \ ү / | NI РЫ 
Í \ X A / ] p 
! \ N Н | / ai | 
\ О Z 
| ds 7 
\ А, Ў M / 
\ = — ES 
\ г f» Nem 2 
a A . ошый 
Na a P d 
ead oer 
270 f 


Prove que |PS| = [05]. 

119) (Noruega-95) Dois circulos de raios 
| e 2 são tangentes entre si e a uma reta. 
Na regiáo entre os círculos e a reta existe 
um círculo com raio r que é tangente aos 
dois circulos e à reta. Qual o valor de r? 


ta 


b)/Js с)/3—у/2 


e) nda 


a) 1/3 


d)6- 4 2 


120) (Noruega-94) Seja AB o diámetro 
do circulo e seja C um ponto no 
prolongamento de AB. Tracemos por C 
uma reta que tangencia o círculo em N. À 
bissetriz do ángulo ZACN intersecta as 


we 


retas AN e BN nos pontos P e Q. Prove | 
que PN = QN, 


— acc 


Ps NN 


121) (Noruega-91) Duas circunferéncias 
são tangentes externas e tangenciam a 
reta / nos pontos А e B. A reta AP 
intersecta a outra circunferéncia em C. 
Prove que BC é perpendicular à reta /. 

C 


IN B) 


(Portugal-93) Considera duas 
circunferências de centros C, e Cs. 
respectivamente. que se intersectam em 
dois pontos distintos A e B. Pelo ponto A 
traça uma reta paralela ao segmento CC. 
Designa-sc por D o ponto de interseção 
dessa reta com a circunferéncia de centro 
C; e por E o ponto de interseção da reta 
traçada com a outra circunferência: 


122) 


ao Жж” o dia adi 


ир 


? ET 
жылын „ә IE A S 


Mostre que DE = 2.C,C: 


123) (Portugal-94) Na figura seguinte os 
arcos AB e BD tém o mesmo 


comprimento e M é o pé da perpendicular 


tracada a partir de B sobre o segmento de 
reta AC. 


A 
B 


D 


Prove que AM = CD + CM. 


124) (Pará-2004) Na figura. AB é um 
diámetro da circunferência maior e CD é 
perpendicular a AB. A circunferência C, 
(de raio гу) é tangente aos 3 lados de 
AABC. С, (de raio г») e C; (de raio гу) são 
tangentes a AB, CD e à circunferência 
maior. 


jo 


a) Calcule o valor de r, em fungáo dos | circunferéncia circunscrita ao triángulo 


lados de AABC; 
b) Mostre que 2г = г» + гз. 


125) (Canadà-77) Seja O o centro de um 
circulo e A um ponto no interior do 
circulo distinto de O. Determine todos os 
pontos P na circunferéncia do circulo tais 
que o ângulo ZOPA é máximo. 

P 


126) (Canadian Open Challenge-98) Na 
figura, cada região T representa um 
triângulo equilátero e cada região S uma 
semi-circunferéncia. A figura completa e 
uma semi-circunterencia de raio 6 com 
centro O. As três menores semi- 
circunferências  tangenciam a semi- 
circunferencia maior nos pontos A, B e C. 
Qual é o raio da semi-circunferéncia S? 


B 
AN 
A == С 
$ T S 
T T 
Q- 6 РА 


127) (Torneio das Cidades-2004) Trés 
circunferéncias passam por um ponto X. 
Seus pontos de intersecção (além do X) 
são A,B e C. Seja A' o segundo ponto de 
intersecção da reta AX com a 


— ыы 
? + 4 „ы — $ y { y» 
fsaREA 3 Н. "ds S23 CE, 


—€—— MN tl o nc а 


—À—— уа t = 
н uu T 


— — 


BCX, e defina por analogia os pontos B' 
с C'. Prove que os triângulos ABC”, 
AB'Ce A'BC são semelhantes. 


128) (Noruega-2016) Cinco pontos A, B, 
C, De E estão localizados, nesta ordem, 
sobre uma circunferência, tal que AB = 
BC = CD = DE e ZADE = 120º. Qual o 
valor de ZCDE? 


129) (Noruega-201 5) Duas 
circunferéncias, S, de raio 30 e S; de raio 
60, sáo tangentes externas. O ponto T é 
interseção em S, da reta que passa pelos 
centros de S, e S». P é um ponto onde a 
tangente a S, em Т intersecta uma reta 
que é tangente a S, e So. 


NE | 
и Е" | 
Fá N Su 
/ \ Жы; i 
xL. EN — [ 
p Ж А 
tm я UN 
\ га 
A VASE, 
a ETS. A / 
A 


Determine o valor de PT”. 


130) (Inglaterra-2014) Seja ABCD um 
quadrilátero inscritivel. Seja F o ponto 
médio do arco AB do circuncírculo que 
não contém C ou D. As retas DF с AC 
intersectam-se no ponto P e as retas CF e 
BD intersectam-se no ponto Q. Prove que 
as retas PQ c AB são paralelas. 


а 


y 


. A 


Area e Relacóes Métricas de um Triangulo 
4.1) A DEFINICAO DE ÁREA 


Inicialmente, figura é o nome genérico dado a um conjunto de pontos. Caso 
exista um plano que contenha todos os pontos da figura, ela é denominada plana. Em 
caso contrário, recebe o nome de reversa. 

Um ponto P de uma figura plana F é dito interno (ou inferior) quando existe um 
círculo de centro em P inteiramente contido em F. Se P” é um ponto de F, mas nenhum 
circulo de centro em P' está inteiramente contido em F, P' é chamado ponto do 
contorno (ou da borda ou da fronteira) de F. O interior de uma figura é o conjunto de 
seus pontos interiores. De modo análogo, define-se o contorno de F. Um ponto Q será 
dito externo (ou exterior) a F quando nào pertencer a F. 


Duas figuras sáo denominadas justapostas ou adjacentes quando nào possuem 
pontos internos em comum, podendo possuir comuns. apenas, pontos dos seus 
contornos. Várias figuras são justapostas quando são justapostas duas a duas 
(quaisquer duas são justapostas). 


F; 


Е.Е. сЕ. são figuras adjacentes 


A idéia é associar a cada figura F um único número real positivo A, denominado 
sua área. Como deve ser feita tal associação? Intuitivamente, um raciocinio 
interessante consiste em imaginar todas as figuras recortadas a partir de uma longa 
chapa metálica delgada (fina) e homogénea. Um determinado corte nessa chapa pode 
produzir uma peça limitada representativa de uma figura plana. E obvio que: 


[. Qualquer peça tem uma determinada massa (peso), representada por um 
nümero real positivo. 
IL Pecas de tamanhos e formas iguais (congruentes) possuem mesmo peso. 

4 E 


| 
з 


гат 


add and] 


Ш. Dada uma peca qualquer. subdividindo-a em cortes menores obtém-se рес̧аѕ 
de tal sorte que a soma de seus pesos é igual ao peso da peça original (supõe-se que 
nào hà perda de material). 


A resposta mais formal consiste em admitir as seguintes propriedades dessa 
correspondencia, denominadas axiomas de área. 


1. A toda figura Е associa-se um único número real maior que zero, que ё 
sua área. 
H. Figuras congruentes tém áreas iguais. 
HI. A área da reunião de um número finito de regiões justapostas é igual à 
soma das áreas de cada uma das regiões componentes. 
m 
E> — 
Fm pt Sendo F = Е, U F: м Е; (do 
£ r e ~S= exemplo inicial), define-se que a 
Born rro oco. área de F (Ar) é igual à soma das 
/ | d ш áreas de Fj, F e F (Ai, Az € Ax, 
oss; Ed respectivamente). 
o CN з AA Ар= А+ А + Аз 
ui? 


E natural aceitar. por exemplo, o axioma 111, visto que quando figuras possuem 
pontos internos em comum, a região formada por tais pontos será computada mais de 
uma vez na soma das áreas das figuras às quais essa região comum pertence. 


A área da figura Ф = cb, U Ф, não é igual 
à soma das áreas das figuras Фу e Ф», 
uma vez que a região hachurada é comum 
a ambas. Em verdade, o que se tem é: 

Ap = A, + А> — À comum 


Na prática, utiliza-se muito o último axioma, direta ou indiretamente, da 
seguinte forma. Quando se deseja calcular a área de uma figura para a qual nào se tem 
uma fórmula explícita ou conhecida, aplica-se um dos dois raciocínios gerais, aditivo 
(construtivo) ou subtrativo (destrutivo), ou ambos. 


Pelo método aditivo. procura-se dividir a figura dada em figuras 
componentes justapostas, cujas áreas se sabe calcular. Pelo axioma Ill. a area da 
figura inicial € igual à soma das áreas das figuras componentes. 

Já de acordo com o processo subtrativo. engloba-se a figura por outras 
conhecidas. de forma a obter figuras justapostas de área conhecida (dentre as quais. a 
figura desejada). Assim, também como consequência do axioma anterior. a área que se 
quer é a área da figura "englobante" (maior) menos as áreas das figuras componentes 
distintas da inicial. 


Por meio das diagonais que passam pelo seu centro. um 
Fy / N hexágono regular pode ser dividido em 6 triángulos 
eqüiláteros (congruentes) adjacentes. Pelo método aditivo, 


a área do hexágono é igual à soma das áreas dos 
IN triángulos. Dai: 
/ N А pexáguno x 6.A vriinguto- 


Um octógono eqüiángulo de lados alternadamente 
a e ay? pode ter sua área calculada pelo método 
subtrativo. Prolongam-se os lados de medida a, 
obtendo-se um quadrado de lado За 
("englobante"), o qual pode ser visto como 
formado pelo octógono e por quatro triángulos 
retângulos isósceles congruentes, de catetos с. 
Portanto: 

Aouctóguno E А quaúrato E 3. A аршы 


A lim de calcular a área de um segmento circular. 
ele é englobado por um setor circular. Tal setor é 
formado pelo segmento circular e por um 
triângulo isósceles, justapostos. Pelo metodo 
subtrativo: 


А segmento E Å setor SES Au iângulo 


Neste exemplo. uma das questóes da prova do Colégio 
Naval de 84/85, AB é um diâmetro da circunferência de 
centro О e raio 443 cm. e CD é uma corda que passa pelo 
médio E de AO e que forma 30º com AB. Pedia-se a área 
hachurada. em cm”. 
Note-se que nenhuma das duas regiões que compõem a 
hachurada (DBE e ACE) é um setor circular, visto que Е + 
O. Na maior região. a idéia é aplicar um raciocinio aditivo, 
tragando o raio OD e dividindo-a em um setor circular, BOD. e em um triângulo, 
DOE. Jà na outra região, o raciocinio empregado é subtrativo, apesar de similar: traça- 
se OC. criando-se um setor circular (COA) que engloba a região desejada, bem como 
um triângulo (CEO). Assim: 
Apr = ar ROD + А triângulo DOE: 
Ахск = Acor cos 7 Atriânento COF- Portanto: 
Anachurada = Arpe + Асе = 
Å hachurada = Å setor ROD + Á triángulo DOE + А setor € OA 7 А triângulo COF 


Como se sabe. a área representa uma medida. E ela mede o quê? Comumente 
falando. a área mede a quantidade de superfície ocupada por uma figura. Como 
qualquer medida que se preze. deve-se adotar uma unidade de medida, algo em 
relação ao qual a comparação scrá feita. Convenciona-se que a unidade de medida de 
área é a área de um quadrado de lado unitário. Por esta definição, percebe-se que a 
unidade de área depende explicitamente da unidade escolhida para medir o lado do 
quadrado unitário, isto é, depende da unidade de comprimento utilizada. Desse modo. 
quando se utiliza o metro para medir comprimentos, a área é medida em metros 
quadrados (m”). Caso sejam utilizadas polegadas para medir distâncias, a unidade de 
área utilizada sera a polegada quadrada. É curioso notar que é daí que vem o costume 
de chamar as potências de expoente 2 de quadrados (por motivos semelhantes. 
chamam-se as potências de expoente 3 de cubos). 


Há alguns procedimentos experimentais interessantes para medir árcas de 
figuras planas (ou. pelo menos, estimá-las). Um deles baseia-se em realizar os cortes 
do início desta discussáo para representar figuras planas (podem também ser utilizados 
láminas de compensado em substituicào ás chapas metálicas). Para medir a área de 
uma peça. utiliza-se uma balança de dois pratos. Num dos pratos coloca-sc a peça с 
noutro vão se colocando peças no formato de um quadrado de lado unitário (ou 
frações de tais peças). Quando houver o equilíbrio. verifica-se quantos quadrados 
unitários foram utilizados. Essa quantidade representa a área requerida. 


Outro método de estimativa dc árcas consiste em utilizar tesouras c colas. 
Desenha-se a figura num pedaço de papel. bem como vários quadrados unitários. 


1 


com quadrados unitários justapostos ou, eventualmente, fracóes destes, recortadas. A 
quantidade de quadrados unitários utilizados dá uma idéia da área da figura original. 


Apesar disso, deve-se convir que tais procedimentos nem sempre são “exatos” 
(basta pensar numa área incomensurável com a unidade, isto é, irracional). Muito 
menos são úteis na prática (como medir, por exemplo, a área de um campo de futebol 
ou de uma cidade com esses métodos”). E quanto “menos poligonal” a figura. mais 
imprecisa é a medida efetuada. uma vez que devem ser feitas subdivisões do quadrado 
unitário “no chute”, isto é: tudo bem que serão recortadas partes do quadrado unitário. 
mas qual a área de tais partes? 


Portanto, as fórmulas de área e os métodos (aditivo e subtrativo) acima 
apresentados são particularmente úteis. Mesmo assim. não existem fórmulas 
específicas para o cálculo da área de qualquer figura. De um modo geral, para figuras 
muito irregulares. nào se pode escapar dos métodos aproximativos. os quais. de uma 
forma geral, recorrem a definições de Cálculo Integral. 

Apenas para complementar, será fornecida uma definição mais geral de área. 
que vale para qualquer tipo de figura e será utilizada em semelhanças, mais tarde. 


O raciocinio empregado parte do fato de que as áreas de poligonos, em geral. 
sáo de fácil cómputo (assim como de certas figuras nào poligonais, como o circulo e 
suas partes, elipses de um modo geral, dentre outras). Ora, os poligonos mais simples 
são triângulos e quadriláteros. Então, para calcular a área de um polígono qualquer. 
um procedimento particularmente muito útil consiste em dividir o poligono dado em 
um número finito de triángulos (principalmente) ou em quadriláteros vu mesmo em 
outros poligonos convenientes justapostos. aplicando-se. após. o método aditivo ou o 
subtrativo (ver exemplos anteriores). 


Qualquer poligono pode ser dividido em 

um número finito de poligonos 

Justapostos mais simples. 

Particularmente, todo poligono é 
"e decomponivel em triángulos. 


Dai. a idéia é definir a área de uma figura E da seguinte forma: a área de F éo 
resultado (limite) das aproximações por falta das áreas dos poligonos inteiramente 
contidos em Е, bem como das aproximações por excesso das áreas dos polígonos 
que contêm F 


Quaisquer que sejam os poligonos P, e Pe. 
respectivamente, inteiramente contido ("inscrito") 
em e contendo (“circunscrito a") uma figura 
qualquer Е, tem-se. por definição: 
Área de PIS Área de F < Árca de Pe. 

Em cálculo. diz-se que a área de F é, por definição, 
o supremo do conjunto A, das áreas dos polígonos 
"inscritos" em F. Por supremo de um conjunto X 
entende-se o menor dos números que supera 
qualquer elemento de X. A área também pode ser vista como o ínfimo do conjunto 
Ay das áreas dos poligonos "circunscritos" a F. O infimo de um conjunto X é o maior 
dos números que é inferior a qualquer elemento de X. 


Ao invés de considerar polígonos quaisquer na definição precedente. basta 
'onsiderar polígonos (regiões) triangulares ou retangulares, uma vez que um polígono 
qualquer pode ser decomposto em poligonos mais simples. Um polígono (região) n- 
gonal é formado (a) por um número finito de n-ágonos justapostos (sem pontos 
internos em comum). Isso simplifica bastante a definição de área de uma figura. 


Desse modo. uma definição útil para a área de uma figura F qualquer é a 
seguinte: é o (Unico) número real cujas aproximações por falta são as áreas das regiões 
retangulares contidas em F e cujas aproximações por excesso são as árcas das regiões 
retangulares que contém F. Em Cálculo (Análise Real). prova-se que. quando faz 
sentido falar na área de uma figura, basta considerar uma das duas aproximações 
acima (uma vez que elas devem coincidir para ser possivel delinir a área da ligura). 
Desse modo, considerar-se-ào. apenas, as aproximações por falta. 


Um polígono (região) triangular 
e uma região retangular. 


A área de f é, por definição, o número real 
determinado pelas aproximações (por falta) das áreas 
dos poligonos retangulares contidos em F. 

É possivel fazer a diferenga entre a área de F e a área 
da região retangular contida em F (região hachurada) 
ser tão pequena quanto se queira. acrescentando cada 
vez mais retângulos ("menores") justapostos aos já existentes. 


A escolha por polígonos retangulares é arbitrária e visa. apenas, à simplificação. 
Muitos autores preferem a definição usando regiões triangulares (formalmente mais 
simples, sem dúvida). Em termos computacionais, entretanto. a escolha por regiões 
retangulares é tão (ou mais) simples que qualquer outra, dai a utilização delas aqui. Е 
possivel — e rigorosamente importante — provar (usando argumentos um pouco mais 
solisticados) que o valor que representa a área de uma ligura E nào depende da 
particular escolha da regido retangular nela contida. Apesar de serem argumentos 
acessiveis, tal prova nào será feita aqui. 


4.1.1) Teorema 1: A área de um quadrado de lado 6 é igual a fs. 
Demonstragáo: 

Se o quadrado О tem lado £ e N, é possível dividir cada um dos quatro lados em 
( segmentos unitários. Após tragar paralelas aos lados pelos pontos de divisão, obtem- 
se C. C7 (* quadrados unitários. Como cada quadrado unitário q não possui ponto 
interno em comum com outro de mesmo tipo (isto é, os quadrados são justapostos), é 


v. xx Р > a K) 
fácil concluir que Q tem área igual a l. Put 


O Exemplo em que £ = 3. O quadrado maior. 
= NS -2 à 
Q, lica dividido em 5% = 25 quadrados 
unitários, q. Possui, portanto, superficie de 
25 unidades de área. 


No caso em que a medida do lado de Q é dada por um número racional qualquer. 
: : m sl Š SEINE Я е 2 
isto é, quando С = —, em que m e n são naturais, а idéia é subdividir cada lado 
ї 
(unitário) de q em n segmentos congruentes. São obtidos, assim, n^ quadrados q" de 


| 
lado —, de modo análogo ao anterior. Note-se que: 
n 


8 Ж, ДӘ " T E l 
Arca de q = W.(Arca de q) < Arca de q = —.1 = —. 
nº nº 
—] gp 2— o O quadrado unitário q foi subdividido em 4 
| . q = |6 quadrados menores. q'. cada um de 
Р área igual a 1/16 unidades. 


m | " 19 TC 
Agora, como — = m.—. percebe-se que “cabem” m segmentos “sub-unitários 
n n 


В І | ў БЕ: 
tou seja, de medida —) em cada lado de О. Por conseguinte, de modo similar ao 
n 


exposto inicialmente, Q pode ser decomposto em m^ quadrados q”. Dai: 


: M. , : > l mY 
Area de О = im (Area de q`) > Area de О = m".—=| — Es 
nº 
Não é possivel dividir o lado do quadrado em 
um número inteiro de segmentos unitários. 
Neste cxemplo, 
(=5+1/3=16/5. 


Solução: subdividir a unidade. Neste exemplo, 


нин SOS CRS REA B 2 : ETT 

Н a unidade foi dividida em п = 3 partes, a fim de 
RENSRSRESEREEE o d | 

E caber” m = 16 subunidades no ado f is 
Hr quadrado. Assim. criaram-se т” = 16^ (2256) 
CRE NES RES IENE quadradinhos q? de lado 1/3, o que mostra à 
TH : : 2 - aê 
COCO área de Q igual a 256.(1/3)'= (16/3) = €". 


A maior dificuldade consiste em provar que a área do quadrado continua a ser 


(^. mesmo no caso cm que / é irracional. Nesta situacáo. o raciocinio anterior nào 


pode mais ser aplicado, já que / não admite um submúltiplo comum com a unidade. 


Uma alternativa conveniente a ser adotada é utilizar o método da exaustão, atribuido 
ao matemático grego Eudóxio, do século IV antes de Cristo. Tal método consiste em 
uma demonstração indireta (redução ao absurdo). bascada num fato relativamente 
simples (de entender): a fim de conhecer um número irracional x qualquer, basta 
analisar os racionais menores que x (aproximações por falta) e os racionais maiores 
que x (aproximacóes por excesso). É possivel obter (de modo nào elementar) uma 
conclusão muito útil: entre dois números reais quaisquer (racionais ou irracionais) 


e. 


€ aa relatadas 4 


sempre existe um número racional (bem como um irracional. porém racionais são 
mais úteis). Devido a essa propriedade, diz-se que o conjunto dos números racionais 
(assim como o dos irracionais) é denso no conjunto dos nümcros reais. 

Suponha-se, então. que um quadrado Q tenha lado de medida ( . irracional. О 
raciocinio é provar que a área 5 do quadrado nào pode ser nem menor nem maior que 


4 


C. Logo, por exclusão (exaustão), a S só pode ser igual a 1% SeS>+“ ou. 
equivalentemente, Js > l, poder-se-ia escolher um racional r. tal que: 
М >>! (= VS») (1) 
Desse modo, como o segmento de medida L estaria contido no de medida r (já 
que / < г), concluir-se-ia que o quadrado de lado / (Q) estaria inteiramente 


(propriamente) contido no quadrado de lado r (Qj). 


Dai, por definição de área: S < área de Qi. Conforme provado anteriormente, 
4 uL d . , . a 2 ч А 
área de Q, = r^ (pois г é racional). Portanto, S < г = S<r, o que é uma 
contradição. de acordo com (1). 
Desse modo. a área de Q não pode ser inferior a C. Um raciocinio inteiramente 


análogo conduz à conclusão de que S também não pode ser superior a C. Logo, S = 


2 : , ij . 
C. qualquer que seja o número real positivo £ , como se queria demonstrar. 


, 
m , / 
din codicum APP) IP РОЈ FO RR au anii 


4.1.2) Teorema 2: A área de um retángulo é eua ao o produto da base pela altura. 
Demonstração: 

Prolongando os lados de um retângulo de dimensões b c h, é possível obter um 
quadrado Q de lado b + h. Tal quadrado pode ser decomposto em dois quadrados. de 
lados b (Qi) e h (О). e em dois retângulos (В). congruentes ao original. 


h h h 


Portanto: 

Area de Q = Area de Q, + Área de Os + ¿Area de R (1). 

Por outro lado, de acordo com o teorema precedente: 

Arca de Q = (Ь + hy: Arca de О, = b?; Arca de О» = h? (11). 

Substituindo as equações (П) em (1), vem: 

(be hy 5b +? + 2.Агса de R e b^ h? +2bh=b +? + 2.Агеа de R. 
Logo: Área de R = b.h (c.q.d.) 


4.1.3) Área do Triángulo | 

Vamos mostrar que todo triângulo é equivalente a um retângulo que possui 
mesma base e metade da altura do triángulo. Para tanto, basta observar que sempre 
podemos decompor um triángulo arbitrário em um trapézio (de altura igual à metade 
da altura do triângulo) e dois triângulos, que podem ser reagrupados de modo a lormar 
um retângulo. 


caso: P 
triángulo 
acutángulo 


о 
2° caso: fls 


= 
triângulo E 
сз һо | Е 
obtusángulo | [һ2 NE 
A 
e c t 
4 B B 


1 é T B.h 
Assim, a área de um triángulo é igual a 5 = na 


Na verdade, como em cada triângulo existem trés pares de lados e alturas relativas, 
podemos escrever três expressões para o cálculo da área de um triângulo ABC: 


ah, bh, ch, 


2 2 2 


ES 

D9 = 
onde h.. h, e h, são as alturas relativas aos lados BU=a, CA=b e AB=c. 
respectivamente. 


Por outro lado, como h, = c.sen В. hb = esen А e hc = b.sen A, podemos tambem 
escrever que: 


e. A na , o rem gene 
Pp" RES * es cd o y lin iA v2 туря 
>. 4; oom bm 


4.2) COMPARAÇÃO DE ÁREAS ENTRE TRIÂNGULOS SEMELHANTES 
Conhecendo-se a razão entre medidas correspondentes quaisquer de dois triângulos 
semelhantes, € possivel obter a razão entre as áreas desses triángulos. 

5 


t r 
c o 


A b С R s T 


Propriedade: A razáo entre as áreas de dois triángulos semelhantes é igual ao 
há > 3 

Arca(ABC) b^ a^ c > 
E = Ek 


quadrado da razão de semelhança k: — — = 
Arca(RST) s^ qr té 


Demonstração: 


Е А T b a ch 
Se VABC e ARSI são semelhantes. então —2— = iwi k. 
S r tL К 
А b.h 
Area( ABC) ә bh bb b. a. c А 
Portanto: = = = — = -- = == = kr 
Ama(RST) SK sk ss s r r 


М 


4.3) A FÓRMULA DE HERON 


у E +b+c ,. 
“A área de um triângulo ABC, onde BC =a, АС =b, АВ = се p= == é igual a 


Jp(p -aXp- b(p-c) " 


Demonstração: 
\ Pelo Teorema de Pitágoras em AABD: 
x (h,y = с? (1) 
Pitágoras agora em AACD: 


„+ > > 3 
{ à ii)(a-xy-*(hy-b > 
a – Зах + х? + (hY =b? > 
ае ch. 
1 3 3 € Es 
а`– Зах = с b > x =— (2) 
2a 
Ho хр a. ( pue 


Substituindo (2) em (1): 


^ 2 ` a 3 D ^ ә ? 
» > false =p a! sec -h M a xe =b 
(hy = e 2| —— ——| | e-————— |jce+——— 
2a 2a 2а 
^ ` 3 ^ k] У 
> 2ac-a^-c «b^ || 2ac+a +c- b 
(һ y =| AA | AAA | > 
\ 2a | 2а 


2a 


En 


th, y | b -(a-c) | =b"+(a+c) 


е" Ка+ъ- сь +с- аа +0 b)ia+u+b) е 2Mp-aXp—bxp—c)p 
E 2a g a 


Analogamente pode-se demonstrar que: 


e 2 tp - aXp - bXp- c)p Ro 24(p- aXp- bXp- c)p 
аы AE TS 

ah, 
9 


Como a área S de ABC é igual a «então S= Jptp-a)p-b)yp-c). 


Obs: Posteriormente seráo estudadas outras expressóes para o cálculo da área de um 
triángulo, envolvendo os raios das circunferências inscritas e circunscrilas ао 
triangulo. 


Exemplos: 


1) (UFOP-2005) Dado um quadrado ABCD, cujo lado mede 20 cm, marcam-se os 
pontos M em AD e P em AB. tais que PB = 2AM. 
D C 


M 


A P B 


Calcular a distância AM para que a área do triângulo AMP seja máxima. 

Solução: 

Seja AM = x. Assim, temos que AP = 20 - 2x. Logo: 

Suse = AM.AP/2 = x(10 — x) = 10x- x. 

O valor máximo da função f(x) = 10x - x! ocorre para X, = – b/2a = - 104- 2) = 5. 


2) (Unifei-2005) Um triângulo ABC tem АВ = NE em e ABC 2 30". Se a sua área 


ә ) ` x TEN " 
mede em”, pode-se afirmar que esse triángulo é: 


a)Escaleno. b) Eqüilåtero. с) Isósceles. — d) Retângulo. 
Solução: 


ABBC  ; 543 _ SBC V3 
senB > E C 


S 


> BC = E cm. 


мис > 


Uma vez que AB = BC e Bæ 60", então ABC é um triángulo isósceles. 


———— ===; ne 
1 , v Dee LA de 
de , / vt MIADEE Ж 4 24 


3) (AE A-2002) Na figura abro. os EPT ABC. e CDE sào equiláteros. Se a razáo 


1778 / 


| ss ; 9 ; А 
entre as áreas desses triángulos é 4 e o perimetro do menor é 12, então, a área do 


quadrilátero ABDE é 


^ t H 


a2«43 0) 94/5 c)jri-J5. dyi9/5 
Solução: 
Sejam L e / os lados dos triangulos eqüilàteros ABC е CDE. 


Como o perimetro de CDE é 12. tem-se que / = 4, 


к . 9 L 9 
Desde que ABC e CDE são semelhantes: S wire E > ~=- > L=6 
Sun 4 © d 
Lomo < ACR = 60" e ZDCE = 60", então ZBCD = 60”. 
BC.CD.sen( Z BC 44/3 /2 
36 1 
Portanto: Sarn: = Sy + Sane +S uu m зу, мыз + 643 = 19,3 


4 


4) (PUC/MG-2003) О terreno representado na figura tem a forma de um triángulo 
retângulo de catetos AB = 30 e AE = 40 m. A cerca CD é paralela a АВ e divide esse 
terreno em dois lotes de áreas equivalentes. Nessas condições. a medida do segmento 


AD. em metros, é (Considere У = 1.4): 


a) 10 
bj 11 
c) 12 


d) Is 


Solução: 
Uma vez que os triângulos ABE e DCE são semelhantes: 


Swe „[ 2E) > 6-3 > DE=20/2=28m = 
Saw AE 2 40 

AD = 40- 28 = 12 т. 

5) (OBM-2004) No desenho ao lado, o quadrilátero ABCD é um quadrado de lado 3 
cm e os triângulos ABF c AED são ambos equiláteros. Qual é a área da região 
destacada”? 
a)2 em” 
b) 1,5 cm” 
c)3 em” 
d) 4,5 cm? 
е) 2,5 em” 


Solução: 

Сото ВАЕ = 60" então ZFAD = 90" - ZBAF =30" > 

ZFAE = ZFAD + ZDAE = 30" + 60º = 90". 

Portanto, o triângulo FAE é retângulo isósceles, sendo sua área igual a 

AFAE 33 
ES 


24,5 cm”. 


6) (UFV-2005) Na figura abaixo. que representa um triângulo retângulo isósceles 
ABC, os catetos medem 4. Os segmentos paralelos a BC dividem AB em 4 partes 
iguais, e os segmentos que partem do vértice A fazem o mesmo com о cateto ВС. A 
área do trapézio hachurado é: 

a) 9/8 


b) 5/8 


ve) 3/8 


d) 7/8 


e) 1/8 

Solução: 

O triángulo AADF possui base DE igual a | e altura relativa 
ao vértice A iguala 4. Logo Suor = (1.492 = 2. 
Os triângulos AAFG e AADF são semelhantes com razão de 


semelhança igual a 3/4 (razão entre as alturas). logo: 


S KEV 9 
Ato (5) = Saara = =. 


Sami 


ж Ace PIRETI: ^ P =" 


тигу 
E 


г 5 PT 
Analogamente, a razão de semelhança entre ЛАШ e AAFG é 1/2: =L = (5) => 


AADE 
А | 
Sun = E 
я ч ; 9 5 
Conseqüentemente: Sram = Saara — Saam = = = 8` 


7) (Fuvest-99) As retas r e s são paralelas e A é um ponto entre elas que dista | de re 
2 de s. Considere um ângulo reto, de vértice em A, cujos lados interceptam r e s nos 
pontos В е С. respectivamente. O ángulo agudo entre o segmento Аве a reta r mede 


a. 


с 


a) Calcule a área do triángulo ABC em função do ángulo а. 
b) Para que valor de q a área do triángulo ABC é minima? 


Solução: 
a n . . . 
а а) Como a distância de A à reta ге 1, então 
— | 
AB = Analogamente, como a 
^ sena 
T e : А MEL 2 
distância de A à retas é 2, então AC = 
te COS (Y. 
Portanto: 
AB.AC 1 2 
^ C Sawe = M — = — 
y 5 2 
2 sena.cosa sena 
b) Sime é minimo quando sen 2a é 


máximo, ou seja, sen 20 =| = 
20 = 90° > а= 45", 


8) (Unesp-2005) Uma estátua de 2 metros dc altura с um poste de 5 metros de altura 
estão localizados numa ladeira de inclinação igual a 45%, como mostra a figura. А 
distáncia da base do poste à base da estátua é 4 metros. e o poste tem uma làmpada 


acesa na extremidade superior. 


. eM» » - «(23 ; ba f 
A E DEPTO AA e. Lam rn aac iD 


"p" ^ "Oen ee TNT - P POIRE APTA epre PARA q. 
de í Г AP] , < 1” S У 4 $ 
о.е А ан Lu а фа фае М о ес 0 ан E 


Sombra 


X 


rr rr rr PPS 


Adotando V2 21,41 e sabendo que tanto o poste quanto a estátua estáo na vertical, 
calcule 

a) o comprimento aproximado da sombra da estátua projetada sobre a ladeira; 

b) a área do triángulo XYZ indicado na figura. 

Solução: 

a) Seja P o ponto correspondente à parte superior da estátua. Q o ponto correspondente 


à parte inferior da estátua e x o comprimento da sombra. Como AXYZ e AQPY são 
semelhantes: 


3 dx B 
== > 5x=8+2x > x=-m. 
2 X 3 
8) 
Si 4+ 
XZXY srt 3)14 ` 
b) y = — Sen 45 zx. BOI 211.75 nv. 


9) (IME-93) Provar que a soma das distáncias de um ponto qualquer interior a um 
triângulo equilátero aos lados é constante. 
Solucáo: 


C 


Seja / o lado do triángulo equilátero ABC e sejam xi. X; e 
xa as distâncias do ponto P aos lados do triângulo. 

3 ^ 
5 


4 


Como АВС е eqüilátero sua S área é 5 = 


5 = Sape + Sarac + Saee > 


CE ЭЕ СШ... | BE А 
SL ш x + X+ x =——, que é 
à. 8. $ 2 2 


A 


um valor constante. 
а? «b! 
10) A área de um triángulo é dada pela fórmula kem onde a e b sào dois de 


seus lados. Determine os ángulos do triángulo. 
Solução: 


ne — 
yr 
———À 


MA... meg sa м à (UP SEL M. : d 
a.b.sen C ат +0° ab.senC 
— 9 M =. 


Como a área de um triângulo é S = — , temos = 
М 3 ^5 3 3 2 
a xb a^ +b” а" + b^ -2ab (a - b) 
sen C 2 ———— > senC-]= —|=——— > senC-lz——— 
2ab 2ab 2ab 2ub 
(a-b) 
Я a- А ; З є , 
Sabemos que 33b é sempre maior ou igual a zero, fazendo com que sen C 2 1. 
2a 


Como o valor máximo do seno de qualquer ángulo é 1, então sen C = |, ou seja, C= 
90". 
Dai: a = b, implicando que A = В = 45". 


11) Dois lados de um triángulo sáo 6 e 542 . Determine o valor do terceiro lado do 
triángulo sabendo que sua área é 3. 


Solução: 
; . ; 64542 ex 
Seja x o valor do lado desconhecido. Assim: p= ME MIS 


ela fórmula de Heron: S=vp(p-xXp-5/2Xp-6) = 
(Esto [esi actio eoe 


3- | ——— || ——— | ——— | ——— | > 
\ 2 2 2 Zed 
eb e sb 
gc з) cx E OP 91 a mst púsi ЖЬ 


16 
x'-172x3 34020 > (х2-2)(х2-170)=0 > x=V2 ou x=V170 


12) Sejam D, H, | pontos no interior dos lados AB, BC, CA do triángulo ABC de área 
| tais que BD = ЗАР. BH = 2HC e Cl = 1А. Calcule a área do triángulo DHI. 


Solução: 
^ Observe que: 
Sum  (ADALsenA)/2. ADAL 11! I 
/ | S uc (ABACsmA)2 АВАС 42 $ 
San (BDBllsenB)/2 BDBIL 32 1 
Sun (ABBCsenB) 2 ABBC 43 2 
Я е E Simi, (CLCHasQU2 Clos IT 0 
Sane (ACBC.senC)/2 ACBC 23 6 


Portanto, como a área de AABC é I: 


ШЕ 1 5 
Sram? Sao + Sacin + Эли = 1 > i» Sul > Sap = 24 
EA 
L3 
b... 


ttm com ma уй drys 9 Ent Asc lariat da add pape ... 


, 


< TEF Bel 
4 FDA ө Esirçõe: | Métricas LJLuc. —3 = 


13) Na figura abaixo um quadrado EFGH foi colocado no interior do quadrado ABCD, 
determinando 4 quadriláteros. Se a, b, c, e d denotam as medidas das áreas dos 
quadriláteros, mostre que a + b=c+d. 


Solução: 


Inicialmente vamos fazer as seguintes construções: 

- sejam x o comprimento do lado do quadrado ABCD e y o lado do quadrado 
ABOD";: 

- marquemos os pontos E. F, G, H, I. J, L e M. que são as projeções ortogonais dos 
pontos A", В’, C' e D (vértices do quadrado interior) sobre os lados AB, BC, CD e 
DA, como indica a figura; 

- tracemos os segmentos A'E, B'F. B'G,..., DLcA'M; 

- chamemos de Sy. Ss. .... Si: as áreas das 12 figuras que surgem na região entre o 
quadrado maior e o menor; 

- indiquemos o ángulo O que formam com a horizontal os lados B'C' e D'A'. que é o 
mesmo ángulo que os lados A'B' e C'D^ formam com a vertical. 


M | 
A : D 
Como AMA E é um retângulo e AA" é uma de suas 


е В diagonais, então S, = So. Analogamente temos que: 
Sa = Ss, S7= Sg, Si 7 Su (1) 

Da figura temos que EF = GH = IJ = LM = y.cos 0. 
Notamos também que: 

j EA'-D'J-FB'*CI-2MA'* B'G-LD' + СН = 


= x — y.cos Ө. 
pa Desde que A'D' | В`С” e A'B' = C'D' podemos unir 
B c os trapézios de áreas S} e So (de modo que os 


segmentos A'B' e C'D' sejam coincidentes) e formar 
assim um retângulo cujas dimensões são y.cos Ө e x — y.cos Ө e cuja área total é 
S; + Sy. 

Fazendo o mesmo com os trapézios de áreas S, e $2. teremos a formação de um outro 
retângulo cujas dimensões são x — у.соѕ O e y.cos O e cuja área total é Sa + 513. 
Como os dois retângulos formados acima possuem as mesmas dimensões, então as 
arcas também são iguais. Deste modo: 5; + Sj- Sae + Si» (2) 

De (1) e (2) temos que: 

S2 + S, + Sg + Sio + S + Sa = S, +S; + S- Si + Sa + 81 > atbzc-d. 


4 


EE us 


14) ABC é um triángulo e P um ponto no seu interior. Paralelas aos lados contendo P 
dividem o triángulo em 6 partes das quais 3 são triângulos de área 51, 52 е Si. Provar 
que a área S de ABC é dada por S = (VS, * JS, + JS, ) : 


Solução: 

Como DG || AC. IF| AB e EH[| BC. > 

ADUP + АРЕС = MPH ~ AABC 

Assim: 3. E EP Y 5, (Puy 5, (FG) 
BC) У "ac ) S (вс) 

Portanto: 


S 
Pp prr., > 
S 


= (45, ws e s) 


15) Um ponto E é escolhido sobre o lado AC de um triángulo ABC. Por E tragamos 
duas retas DE c EF paralelas aos lados BC e AB, respectivamente; D e F são pontos 


em AB c BC, respectivamente. Prove que Spper = SIS nk Serce 

Solução: 

Como ED // FB e EF // DB então 
ED=FB=y. 

Traçando FD, dividimos BDEF em dois 
triángulos congruentes, cada um de árca 
у.11/2. Assim, нр: т y.hz. 

Por outro lado: 

Sabre = y.hi/2 e Sera = x.hi/2. 

Desde que AADE e AEFC são 


| 
semelhantes: L="L > y.h» = xh. 
x h, 
y.h, x.h, ho )\(x.h 
Logo: San:-Srro = -is зал 


4.Sapr-SrrG = (y.hy = (Ѕажу) => Some = A CNET EC 


16) Pontos D, E e F são escolhidos sobre os lados BC, AC e AB, respectivamente, de 
modo que os triángulos AFE. BDF, CED e DEF possuem áreas iguais. Prove que D. E 
e F são os pontos médios dos lados de AABC. 

Solução: 


; уз гру yy - 
Pork que c BF/AB = =r, CD/BC = pe AE/AC = 


q. Assim: 
A Skene - _ (CE. CD. senC)/2. -CECD y „фр 
" Same (ACBCsenC)/2 AC BC 
Como as áreas de AFE, BDF, CED e DEF sào 
iguais a um quarto da árca de ABC, entáo: 
pil -q)= 1/4 (1) 
AY ss  Analogamente: 
B D C qui-r)2 UA (2) v((1-p)2 1/4. (3) 
Desenvolvendo (1) obtemos q тыа 
4р 
Substituindo cm (2): SEU d -r)- E => [= шш 
4р 4 4p=1' 


Substituindo em (3): z 1-р) 5 => (12р- 401 -р)=4р-1 > 


34р: -4р= 1) =0 > (2p-1y-0 > p=12 > д= И есг= 102 > 
D, E e F sáo os pontos medios de AARC. 


17) (Olimpiada da China-93) Os lados AB. BC e CA de AABC sáo prolongados até os 
pontos B`. C' e A”. respectivamente, de modo que AB” = 2AB, CC = 2BC e АА' = 
ЗСА. De a área de AABC é |. determine a área de AA'B'C'. 


Solução: 
Y) 1 1 

C Sage BB'BC' > guc=3 
Sac АВВС 
Saan xs AA AB =6 > San = б 
Saec AC.AB 
Seca! = CA'.CC =8 > Sun = 8 
Sage AC.BC 

B Logo: Sare = Sanc + Sunc + Saan + Scc > 


anc=l+3+6+8=18 


A B' 5 


Typen e mero, area cr rg 
" жу у ЧА 79А 


La e do + 


18) (Olimpiada da Austrália- 91) Em ЛАВС. | M é ponto médio de BC.. e os s pontos Pe 
R pertencem a AB e AC, respectivamente. Q é o ponto de interseção de AM e PR. Se 
Q c o ponto medio de PR, prove que PR é paralelo a BC. 


Solução: 
A Desde que Q e M sáo os pontos médios de PR e 
ВС. respectivamente: 
Saro = льо € Sann = лем = 
S wo _ Saro E APAQ _ AQ.AR 
P Q n S oa. uum AB.AM | AM.AC 
> 
ri | АРАК ш. AAPR-AABC => PQ BC 
“AB AC. 
В M e 


19) (AIME-92) Em um triángulo ABC, A`, B' e C' são marcados nos lados BC, CA e 
АВ. respectivamente. Dado que AA”, BB” e CC" são concorrentes no ponto O e que 
AO BO CO AO BO CO 
—— = 92, determine ——.——.—. 
OA” OB OC: OA' OB' OC' 
Colução: 
B Suponha que x = Syoc. y = Scoa eZ = Sao. 
Note que AAOC c AA'OC possuem a mesma 
altura, assim como os triângulos AAOB c 
AA'OB. Desta forma: 
AO _ лос _ Saon _ SaoctSaon Y *7 
OA' Shoe S vun Save +5 лов X 
BO z+x CO x+y 
Analogamente: — = e 
OB' y OC 7. 
AO BO CO (x+y)Xy+z)z+x) _ 


Assim. ——.——.—— =>" = 
OA' OB' OC' xyz 
A A E Ж 
_ YZ +у2+Х°2+х2 + ху +ух +êxyz o у+т 4 X*Z х+у_ 
ху2 x y 2 
cB Ва Чы ойы 


ОА' DB" ОС' 


м а a T - ——— 
p vy. 1 T. E (ЖЕЛЕ à a me Prato 


< A Arna ә Retopdeo Métricas do зи Гу ЎЧ 

20) (IMO-66) Trés pontos M. K e L sào DRAS sobre os lados AB. BC e CA, 
respectivamente, de um triángulo ABC. Mostre que pelo menos um dos triangulos 
AML. BMK e CKL possui área menor que 1/4 da área de ABC. 
Solucáo: 

Suponha que AM = г.АВ. BK = sBC e CL = 
C LAC, com 0 <r, s, t< I. 

Deste modo. BM = (1 - r)AB, CK = (1 - s)BC 

E <AL=([=DAC. 


5 Comparando a área de AAML com a área de 
AABC: 
AM.AL A 
Sam 2 о AM AL r(l t) 
A M BE. CAIO , 7 X ES sme MEM 
Sanc AB.AC sen A AB AC 


em 
Analogamente: {MK 


-s(l-r)e Sp _ ((1—$) 
ARC S nc 


WESS Sauk Ser 
Assim: ML ВМА СК (1 гү] - s)t(1— t) 
Sano S Auc S ABC 
Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, para dois nümeros a e b 


positivos, segue que a- bz 2 ab . Deste modo: 
I=r+(I-1)224r(l-r) > rl-rs 1 
Analogamente: 5(1—)< i e t((1-t)s : 


Logo: Sami. Ѕамк Scu ош (I—r)s(1 -s)t(1- 0) < 


Anc Sanc Sanc M 
Sam | Sruk l Scri | 
Supondo, por absurdo, que EL > —, AS. e “+ > —, ao multiplicarmos estas 
ABC 4 S Auc 4 Sanc 4 
és i 3 8 Sam Sruk Sexe l 1 
três inequações obtém-se ML ВМА -ERL > = — . que é uma contradição. 


ane Sanc Sanc 4 434 4 
Desta forma, conclui-se que pelo menos uma das árcas Sam. Srur € Sexi € maior ou 
igual a um quarto de Sanc. 


p— туу рер су mmm т aram ret amm = TRI 777 73 
P o” ri ҮҮ? HEAT Ma. t m 4 


em. об. т 


44) RELAÇÕES MÉTRICAS NOS TRIÂNGULOS QUAISQUER 


4.4.1) Lei dos Cossenos: Sc AABC é um triángulo dc modo que BC = a, AC=bcAB 
— c, entào: 

а= 6 + с? – 2..с.соѕ A 

Ы = а? + с? – 2.а.с.соѕ B 

c!- а +b- 2.а.Ь.со C 


Demonstração: 
» 


Tracemos a altura relativa ao lado AB, que determina 
dois triángulos retângulos. Escrevendo as duas relações 
de Pitágoras: 
* > 3 > 3 
isa e В Б о" 
q 3 3 3 
lgualando: а – n = 6° ~ т” > 
з р? 
a =b -(m-n)m-n) > 
э y 
à 7b —c.(b.cos A – a.cos B) 


Como с = а.соѕ В + b.cos A então: а? =b – c.(b.cos А + b.cosA- с) > 
а= b° + с? – 2.Ь.с.соз A 
Analogamente pode- se demonstrar que: 
Ы = а cc-2accos B e ca + b 2.а.Б.сов C. 


bservagáo: 
\ Lei dos Cossenos permite o reconhecimento da natureza de um triángulo. 
Suponhamos que a= BC seja o maior lado de um triángulo ABC. Como 
b? еа? А 

COSA = с. entào podemos afirmar que: 

i) se a? «v Ro eb <a? + ec <a +b então ABC é acutângulo. 

ii) se ou а =b" + с? ou Ы = = а + c ou A = a” + 0 então ABC é retângulo. 
iii) se ou a! > b° + с ou b! >а? + с ouc? > a! + b! então ABC é obtusângulo. 


4.4.2) Lei dos Senos: Se ABC é um triángulo de lados ВС = а, AC=be AB=ceRé 
o raio da circunferência circunscrita, então 


S s Dia SR 
senÁ senB senC 


Demonstração: 


` 


— — e - ——— 
« 


Seja O o circuncentro de ABC. 
Inicialmente note que ¿BOC = 2.Z2BAC = 2А. 

Scjam О. О, с О, os pés das projeções de O sobre os lados 
AB. AC e DC. respectivamente. 

Como ABOC é isósceles => ОО, é altura e bissetriz > 


“ВОО, = А > senA=BO;BO > sen À-a2R > 


a 
— = 2R 
sen A 
b с 
Analogamente pode-se demonstrar que ==2Re = =2R 
sen B sen C 


4.4.3) Relação de Stewart: “Se ABC é um triángulo de lados ВС =a, AC-beAB = 
cese AM =x é uma ceviana (M є BC) de modo que CM = n e CM = т. então 
temos que 
Ыт + сп = а.х? +amn” 

Demonstração: 
Aplicando a Lei dos Cossenos em AACM: 
b-n-e-x'-2nxcos0 > 

2 ‚2 


X 
— =n+—-2x.cos0 (1) 
n n 


Aplicando a Lei dos Cossenos em AABM: 
c-m'-x'-2gmxcos(180"—0) > 


10° - 0 


C n M m n » " 
2=mi+xi+2mx.cos8 > 
2 

C x^ 
—=m+—+2x.cos86 (2) 
m m 

b? 2 2 2 

c X X + А : 

Somando(l)e(2; —+—mm+n+—+— > bim+c.n=ax + а.т.п 

n m m n 
Exemplos: 


1) (UFJF-2005) Dois lados de um triângulo medem 8 m e 10 m e formam um ángulo 
de 60". O terceiro lado desse triángulo mede: 


a) oS m b) 22/51 m c) S4] m d) 2 Í51 m e) 2461 m 


Solução: 
Pela Lei dos Cossenos: (2 = 8" + 10° — 2.8.10.соѕ 60"=84 > f=2V4lm 


dE To 


e. "hc 4 
“м "—————— ———— ш 


2) (Mackenzie-2005) Trés ilhas A, B. e PE aparecen num mapa, em agence 1:10 000, 


como na figura. Das alternativas, a que melhor aproxima a distáncia entre as ilhas A € 
B é: 
B 


^ em C 
Solução: 
Temos que: C 2180" - (А + B) 2180" - (105° 430") = 45º. 
ә 
Pela Lei dos Senos: ne = alos > es = АВ > AB= 1242 em 
senB  senC sen30"  sen45" 


Como a ligura está ma escala 1:10 000, na verdade AB — 1,242 km. 
Utilizando a aproximação = 1,41, temos que АВ 2 1.7 km 


3) (UFMS-2005) Na figura, ABCD é um quadrado. Sendo M o ponto médio do lado 


BC e a o ângulo correspondente ao vértice M do triângulo AMD, calcule o valor de 
30.cos a. 


Solução: 

Seja 2( o lado quadrado. Aplicando o Teorema de Pitágoras em AABM: 

AM =AB'+BM'=40+(=50 = AM = 5 

Como AABM = ADCM, então DM = /5t. Aplicando a Lei dos Cossenos em AAMD: 


AD! = AM! +DM'-2AMDM.cosa > 40 2560 +56 -2/5€N5t.cosa > 
I0fcosu=60 > 30.cos а = 18. 


4) (UFV-2005) Três cidades 4 , B e C estão situadas no cruzamento de três rodovias, 
que formam ángulos de 30º, 45º e 105” entre si, conforme a figura abaixo. Dois 
automóveis X e Y partiram com velocidades constantes às 13:00 horas das cidades Á e 


eos ————— mm 


B. respectivamente, rumo à cidade C. O automóvel X chegou no mesmo dia às 16:00 
horas, e o automóvel Y, uma hora depois. Sabendo que A viajou à velocidade de 80 
km/h e que V2 21.4. determine a velocidade do automóvel Y. 


^ 


v 


A B 
Solução: 
AC BC 
sen30"  sen45" 
WAL = (l.4)w.At, > (80)(3) = (1,4)у,(4) > уу = 42,86 km/h. 


Pela Lei dos Senos BG= J/2.AC > 


5) (UFSJ-2004) O triángulo, cujas medidas dos lados, em unidades de comprimento, 
sáo iguais a Ys А У е 243, respectivamente, é: 

a) acutángulo b) obtusângulo c) retângulo d) equiángulo 
Solução: 

Sjaa=V/5.b=V7 cc=2V3.Notequea + = 5 + 7 = 12 = (243) = с > 
ААВС с retângulo. 


6) (FEI-2005) Em um triángulo ABC, os lados opostos aos ángulos A е B sào, 
respectivamente a c b, tais que a = 2b. Sabendo que o ángulo C mede 60" c que sen 


60º = Bı 2, assinale a alternativa correta: 


a) Å =105"ев= 15" b) À = 30^ c ñ=90" c) À = 90" e B=30" 
d) A = 45"еВ= 75" e)A-75"'e B— 45" 
Solução: 


Pela Lei dos Cossenos: c! = a? + b? — 2abcos C = 4b° + b! - 2(2b)(b)(1/2) = 3 > 
c= ЗЫ. 

Assim, os lados de AARC são 2b. b e Y3h. Como (bY + (ЗЬ) = (2by então AABC é 
retângulo com ângulo reto em A. Logo. А = 90" e з= 30º. 


7) (ITA-97) Em um triângulo ABC. sabe-se que o segmento AC mede 2 cm. Sejam a 
e B. respectivamente, os ângulos opostos aos segmentos BC e AC. A área do triángulo 
é (em cm”) igual a 


a) 2sen” осош В + sen 2a b) ?sen? ate В — sen Za 
c) 2cos” acotg f + sen 2a d) 2cos” atg B + sen 20 
с) Jscn' atg B - cos 2a 

Solucáo: 


БЭ, 
LAT 


vid 


| 3 - BC AC 2.sena 
Lei dos Senos em ABC: = =——— > = 
senB sena  sen(a + (3) sen B 
2.sena 
$= AC.BC.sen(a + 3) _ ` ѕепВ 
E 2 g 2 
S=2sen исо + 2senacosa > S = 2sen^ асо В + sen2a 


(sen с. соѕ [3 + sen B.cosa) 
> 


8) (ITA-2016) Seja ABC um triángulo eqüilátero e suponha que M e N são pontos 
pertencentes ao lado BC tais que ВМ = MN = NC. Sendo q a medida, em radianos, do 
ângulo MAN, então o valor de cos a é 


Sendo CN=NM=MB=a > АВ = За 
Рог LAL AANC = ЛАМВ: 

АМ = АМ = х 

|. Pela lei dos cossenos по AAMN 

a! = x * x! 2x x. cosa = 2x?! - 2x). cosa 
II. Pela lei dos cossenos no AACN 

х= а? + (3a) – 2.3a.a.cos60° > 

xi=10a 34 = 72 > х? = 7а 

111 Substituindo П em I: 

a? = 2.74 2.7а:.соѕи > 


3 


TN 2 13а” 13 
- 13.a =- Ida cosu > соѕа = — > Т 
Ja” 


9) (ITA-94) Sejam a, b e c as medidas dos lados de uin triángulo e A, B e C os ángulos 
internos opostos, respectivamente, a cada um destes lados. Sabe-se que a, b. c nesta 
ordem, formam uma progressáo aritmética. Se o perímetro do triángulo mede 15 cm e 
cosA cosB cosC 77 


T 


- . 2 
. então sua área, em cm”, mede: 


a b с 2 
aj54/7y4  b)(aJWsy3 е) (44/5)/5 4) (447)7 е) (345 )/4 
Solução: 


Como os lados estão em uma PA de soma 15: a=5-r b=5 c=5+r 
Lei dos Cossenos: 

Dis aco nia 2.024,02 A. Si adm ` 
а= + с -2.b.c.cosA =a + с – 2.4.с.с05 B = a tb -2ab.cosC 
Deste modo, desenvolvendo а expressáo: 

"Ic С NES: NI DM 
cosA cosB cosC b +с-а a *c-b a+b-c abc 77 _ 


a " c 2abc 2abc dade dade — 24 ^ 


EN 


y. 
ESA 
2 
к. 


m 


D Mmmm e re es gm IÓ 
" ula 4 ous PIU DUM ár 999 ^u : j > H 


d ў r ít 
re tna e sis "PP PUPA WP ТОРРЕС РОН РЧР "ЧИЕ ————— 


e 


120(a? + b + c)=77abc > 

120(25 - 10r + г? + 25 + 25 + 10г + r°) = 77.5.(25 – гі) > 

24(75 + 27) = 77(25- г) > г=1 > r=] > а=4 Ь=5 c=6 
Substituindo na fórmula de Heron: 


isis Wis 5 q 15753 
o Ea (8-5 3-9)- 2233 n 


go 157 
4 


10) Três circunferências, de centros Ci, C}, Cy e raios a. b. c respectivamente, são 
langentes exteriores duas a duas. Considere que P é o ponto de tangéncia das 


circunferências de centros C» e Cs. Determine o valor de CP. 
Solução: 
Seja CP =x. Pelo Teorema de Stewart: 
CE CUP CC; ISP SC CUR FOSC CL PP & 
/N (a + b)'c + (a + cYb = (b + с)х? + (b + c)b.c 5 


NA ac+2abc+bc+ab+2abc+eb=(b+ox = Бе + СЪ > 
a(ab+ac+ 4bc) 


(б + c)! = ale + alb + sabe > EN 


b+c 


П) (Olimpiada de Maio-2003) Seja ABCD um retângulo de lados 4B = 4 e ВС =3, А 
perpendicular à diagonal BD traçada por 4 corta BD no ponto H. Chamamos de M o 
ponto medio dc BH c de N o ponto médio de CD. Calcule a medida do segmento MN. 
Solução: 


A B Aplicando Pitágoras no AABD segue que BD = 5 
Note que AABH ~ AABD: 
BH AB BH 4 16 
——— > —=— => Biz == 
A AB BD 4 5 5 
ze 13 
Portanto: DM=BD-BM=53--=—. 
D N С do 9 


No AABD: cos 0 = 4/5. 
Lei dos Cossenos em ADMN: ММ = DM? + DN? - 2.DM.DN.cos 8. > 
А Ра ^ q 
н qu Eat ы fo ME 
25 5 5 5 


12) (OBM-2003) Seja T 7 (a, b. c) tal que existe um triángulo ABC cujas medidas dos 
lados sejam BC = а, СА = b е АВ = с satislazendoc2 b 2 a > 0 c a + b > c. Delinimos 
T = (а! bi с) е Ут = (Va, Vb. Ус) como sendo, respectivamente, o quadrado e a 
raiz quadrada do "triángulo" T. Considere entáo as afirmativas: 

1) O quadrado de um triángulo equilátero é equilátero. 

2) O quadrado de um triângulo retângulo não é um triângulo. 

3) T^ é um triângulo se, e somente se, T é acutângulo. 

4) JT sempre é um triângulo para todo T. 

5) Todos os ângulos de JT são agudos. 

O número de afirmativas verdadeiras é: 

a)! b)2 c) 3 d) 4 e)5 

Solução: 

Observe que a enunciado informou que o maior lado de T é c, implicando que o maior 
lado de T^ é с? e o maior lado de JT é Vc. Assim, as expressóes de desigualdades 
triangulares e lei dos cossenos que ocorram devem ser analisadas somente em função 
de c. c ou We. 

1) Verdadeiro. Sea = b = c entào a = b? = c. 

2) Verdadeiro. Se c? = b? + al então os valores de a^, b! e c? nào podem formar um 
retângulo pois não satisfazem a desigualdade triangular. 

3) Verdadeiro. Т é triângulo se e somente se а + 6 > c. que ocorre se e somente se T 
é acutangulo. 


4) Verdadeiro. (a + vb) =a+b+2vVab >a+b>e=(yc) > 


Ya + Mb» ve > Jr sempre é triángulo. 
5) Verdadeiro. (a y * (by =a+b>c= (Mey > УТ éacutángulo. 


13) Scja P um ponto sobre a circunferência circunscrita de um triângulo equilátero 
2 2 2 

ABC de lado (. Calcule o valor de PA? + PB? + PC". 

Solução: 

Como PA. PB e PC são cordas de uma mesma сігсипісгепсіа 

enláo, pela Lei dos Senos: 


PA _ PB PC 
sen(60" + 8) send sen(60" — Ө) 
PA PBAPC  _ 
sen(60" +0) “sen 0 + sen(60" — 0) й 
РВ+РС 


^ 


3 1 
ѕепӨ + --—.cos0-— > sen Ө 


PA — PB+PC PB + PC 


m садо = ————— = PA=PB+PC 
sen(60" +8) J5 | sen( 60" + 8) 


.cos0 + - .senO 
2 2 


Perceba agora que ZAPB = ZACB = 60" e ZAPC = ZABC = 60". ou seja. ZBPC = 
120". 


Lei dos Cossenos em ABPC: (^ = РВ? + PC! – 2.PB.PC.cos (120º) > 
“= PB° + PC? + PB.PC 
Assim: PA! + PB! + PC? = (PB + РС) + PB! + РС = (PB! + PC? + PB.PC) = 21 


14) (Olimpíada da Espanha-2012) Sejam а, be cos comprimentos dos lados de um 


triángulo ABC. Se b(a + b)(b + c) = а" + BN + с?) + c, demonstre que as medidas dos 
2 


NEUEN o Ез, 
Tm Ув + УС | JC JA 
Solução: 


Desenvolvendo a expressão fornecida: 

b(a+blb+e)=a' + b(a” tete o 

b+ba+be+tabe-ab-be -a -c=0 > 

b(a+b+ ej-ata+b)-c(brejrabr=0 < 

bta+bre)-ata+rb)-acrac-cib+re)-carcarabc=0 < 

b(a+b+ eJ-ala+b+ro-ctatbro+ac+ea+rabe=0 c 

рҳа ++ с) – аа -*b-c)-cla* 6 с) +аца+ жс) = 0 e 

(а= с-а +0 + ас) = 0 г Sa 

Como a + b + c z 0 segue que — а к-с +ас=0 © ba с -ас 

Pela Lei dos cossenos tem-se que: 

b za! + c – 2ac.cos В. ou seja, cos В = 1/2 > B=60" = 

A7C=120"=2B_ > A,BeC estão em PA de raziorz B - A = Ce) 
I B-va УС-УВ JB-VA QC SUB. 

TCU кл sa Сав r r 


PE UU DES Se 


ângulos A. B e C cumpre e relação 


15) (Olimpíada da lrlanda-2007) Prove que um triángulo ABC é retângulo se e 
somente se 
sen? A + sen! B + sen! C = 2. 
Solução: 
Suponha que os lados de ABC sejam a, b e c. 
Aplicando a Lei dos senos: 


: 2 > A DS Las 
а c b с a cb ost (1) 
A A > 
Sen" A sem" B. sen C sen Ac sen B+sen" C 2 
y a ` > 
Pela lei dos cossenos: a` =” + c —2b.c.cos А (2) 
Substituindo (2) em (1): 


-2bcecosA _ a? +b? +02 Abi «c -becosA) _ 
sen" A l- cos” A 2 2 

= 6 «c -bcecosA > 

b -c-2bcecosA = (1 — cos Ab” +c-becosA) > 

cos А[( + c^)cos А + be(| + cos'A)] = 0 

i) se cos A = 0 tem-se А = 90° > АВС é um triângulo retângulo com ângulo reto 
em À 

ii) se cos A = 0 segue que (Б? + c')cos А +be(l+cosA)J=0 > 

b.c.cos A — (b? + c)cos А + с=0 > (bcosA-c)(c.cosA-b)20 > 


3 


л 
a br +e 


b У 
cos A=- оп cosÁ = — 
C b 

3 


b ” 3 Ы) 3 4 + E. 
SecosA== > а= -c'-2bccosAsa = + с - 26 =с- b^ > 


G 


ca -b => ABC é um triângulo retângulo com ángulo reto em C 


3 


^ e э ~ , з > 3 3 , 
SecosÃ=— > а= 5 + с -2bccosA-a -b*c-2c-2b'-c > 


b 


+ > ABC é um triângulo retângulo com ángulo reto em B 


= а? 
16) (Olimpiada Iberoamericana-88) As medidas dos lados de um triângulo estão cm 
progressão aritmética e os comprimentos das alturas do mesmo triángulo também 
estão em progressão aritmética. Demonstre que o triángulo é cquilátero. 
Solução: 
Seja A. B. C os ângulos do triángulo, opostos aos lados a, b c с, respectivamente. 
Podemos assumir. sem perda de generalidades, que A < B < C. Como os ángulos estão 
em PA: 

A*C-3B > 180=A+B+C=3B > B=60º 
Aplicando a lei dos cossenos: 02 = а? + с? – 2ас.соѕ 60º > 0 = а + c -ас (1) 
Como ao maior ángulo opóe-se a maior lado. tem-se a S b S c. Como as alturas sáo 
inversamente proporcionais aos lados segue que h, 2 һ 2 h.. Como as alturas estão em 
РА: 
th, he 2 2242 > Bu = hs Sac (2) 

b a с bac a+c 

Substituindo (2) em (1): 


f 
RATO 


| -a -c-ac > 4a'c-(a-cy(a*c-ac) > 
VET 


O=(a + с)ҳа + с? ac) - dale? = [(a — cy + 4ac](a — cy + ac] dae” = 

= (a - c)' + ac(a — c) + dac(a - c)! + 4a c! - dale? = (a-c)' = Sac(a - e) = 
=(a- суа – ср + Sac] 

Como (a — c}? + Sac > 0 então necessariamente a = c. 

Como a < b < c segue que а = b = c, ou seja, ABC é equilátero. 


17) Problema do Triángulo Russo 
O triângulo ABC é isósceles com CA = CB e C = 20". Sejam os pontos D sobre AC e 


E sobre BC de modo que ZABD = 00" e ZBAE = 50". Determine o valor de ZEDB. 
Solução: 
с Como AABC é isósceles então АВАС = ZABC = 80º. 
A Assim, temos que: ZDBE = 20" e ZEAD=30". 

Como ZAFB = 50º então AAEB é isósceles. ou seja. EB = 

AB. 

Lei dos Senos em AA EC: 
NS ; CA  Sen(ZCEA)  senl30" 
CE sen(ZCAE)  sen3o" 
CA  sen(180" —50") CA 
—=———— D —— 
CE СЕ 
Lei dos Senos em AABD: 
DB  sen(ZDAB) _ sen80" 
AB sen(ZADB) seno" 
DB 2.sen40* cos 40" | 
2B _ -еп40 соз407 = РТТ 
СВ sen 40" EB 

CA DB " 

Desde que CE z ES e LDBE = ZACB = 20“, então AAEC ~ ADEB = 


ZEDB = ZEAC = 30". 


22sen3U" 22 cos40" 


Ld o & 
Exercícios .— 
de ^yestibutfavr 


1) (Cesupa-2014) Um navio se encontra 
num ponto A, distante 13 milhas de um 
farol F. No mesmo instante. um outro 
navio se encontra num ponto B. distante 
20 milhas do mesmo farol F. Um 
observador. estando no farol F. vé os dois 
navios sob um ângulo de visão de 60º. A 
distância, em milhas, entre os navios 
nesse instante € (Use 3 = 3.6) 

A)I5 B)l6 С) 17 D)l1S8 


2) (UFMG-97) Nos triângulos ABC e 
DEF. АВ = DF = с, AC = DF = b, ВАС = 
a. EDF = 20. e a área do triángulo ABC 
é о dobro da área do triángulo DEF. 
CALCULE o valor de cos a. 


3) (UFPE-94) Na figura a seguir, o 
triángulo ABC tem área igual a 18cm”. Se 
BC = бат e СОЛ = 30". quando mede 
OA. em cm? 


С 
4) (UFPE-97) Na figura abaixo os 
segmentos. BC e DE são paralelos. 


Analise as proposições a seguir: 
A 


/ 


7 d 


[ 

0 0 Os triângulos BCD e CBE tem 
mesma árca. 

1 ТА razão entre as áreas dos triângulos 
ADC c ABC é igual a AD/AB. 

2 2 Os triángulos ADC c AEB tem 
mesma árca 


a a AD AE 
Dd TT = — 
AB AC 
4 4 As áreas dos triângulos BDE e CBE 
são proporcionais a DE с BC, 


respectivamente. 


5) (UFPE-99) Seja ABC um triângulo 
retângulo em В com АВ =16 ст е 
ВС =14 ст. Scja DEBF о retângulo 
inscrito em ABC com lados paralelos aos 
catetos (como ilustrado abaixo) e com 
maior área possível. Qual o inteiro que 
melhor aproxima esta área, em em”? 


с 
p F 
A E B 


6) (UFPE-99) Para calcular a distáncia de 
H a M. um engenheiro determina os 
ángulos HAM = 22.3" e ABM = 45”. 
Sabendo que AB = 50 m. qual o inteiro 
mais próximo da altura HM (em metros)? 


| 
| 
| 
| 
| 


7) (UFPE-2002) Duas naves espaciais A e 
B situam-se à distância de 30km. 
Pretende-se calcular a distáncia entre dois 
meteoros M е N fazendo medidas de 
angulos. a partir das naves, como 
ilustrado na figura abaixo. Encontre a 
distáncia, em km, entre M e N e indique 
o inteiro mais próximo deste valor. 


Dado: use a aproximação J/2124.58. 


Na 
posicionadas as cidades vizinhas A, B e 
C, que sáo ligadas por estradas em linha 
reta. Sabe-se que, seguindo por essas 
estradas, a distância entre A e C é de 24 
km, e entre А e B é de 36 km. 


8) (FMTM-2012) figura estão 


` 

\ 120 
ES E E 

Nesse caso, pode-se concluir que a 

distância, em km. entre B e C é igual a 


а) 83/17  b)12419 c) 12423 
d) 20415 е) 20413 


9) (UESPI-201 1) Na ilustração abaixo. us 
triángulos ABC e DEF são equiláteros e 
os lados DE. EF e FD 
perpendiculares. — respectivamente. aos 
lados BC. CA e AB Qual a razão entre as 
áreas de ABC e DEF? 

Ў 


=> 


são 


/ 


r 


D 
A)30 B)3.2 Chad 
D) 36 E)3.8 


10) (UFPE-2004) Uma ponte deve ser 
construida sobre um rio. unindo os pontos 
A e B, como ilustrado na figura abaixo. 
Para calcular o comprimento AB, 
escolhe-se um ponto C. na mesma 
margem em que B está, e medem-se os 
ángulos CBA = 57' e ACB - 59. 
Sabendo que BC mede 30m, indique, em 
metros, a distáncia AB. (Dado: use as 
aproximações sen(59º) = 0,87 e sen(63”) 
0,90) 


LE 


Pa 


3. 


11) (UFPF-2012) Sobre o triángulo, cujos 
lados medem 8. 7 e 5, podemos afirmar 


que: 
JON, 


e 


A * 
8 

0-0) um dos ângulos internos do triângulo 

mede 60º. 

1-1) o maior dos ángulos internos mede 

mais que o dobro da medida do menor 

dos ângulos internos do triángulo, 

2-21 a área deste triângulo é 17,5. 

3-3) o triângulo é obtusángulo: 

4-4) o menor dos ángulos internos tem 
- fa 


3 


seno ieual a 


12) (UFPB-2010) A prefeitura de certa 
cidade vai construir. sobre um rio que 
corta essa cidade, uma ponte que deve ser 
reta c ligar dois pontos, A e В, 
localizados nas margens opostas do rio. 
Para medir a distância entre esses pontos. 
um topografo localizou um terceiro 


4 


ponto, C. distante 200m do ponto A e na 
mesma margem do rio onde se encontra o 
ponto А. Usando um teodolito 
(instrumento. de precisão para medir 


angulos horizontais e ângulos verticais, 
trabalhos 


muito empregado em 
topográficos). o topógrafo observou que 
os angulos BCA e CAB mediam, 


respectivamente, 30° e 105º. conforme 


ilustrado na figura abaixo. 


Com basc nessas informações, é correto 
afirmar que a distância, em metros, do 
ponto A ao ponto B é de: 

c) 15042 


a) 20042 b) 1802 
d) 1004/2 e) 5042 


13) (Uncsp-2009) Paulo e Marta estão 
brincando de jogar dardos. O alvo é um 
disco circular de centro O. Paulo joga um 
dardo. que atinge o alvo num ponto. que 
vamos denotar por P; em seguida. Marta 
Joga outro dardo, que atinge um ponto 
denotado por M. conforme figura. 
Sabendo-se que a distância do ponto P ao 
centro O do alvo é PO = [0cm. que a 


distância de P a M é PM = Idcm e que o | 


ángulo POM mede 120°, a distáncia, em 
centimetros. do ponto M ao centro O é 
EE zi os a 


dá , i 
/ Mom, ^^ N 
i 10cm ` 
| M* i ga i 
" р 
3 (Figura nào em escala.) 
A) D. D) 6. 
B) 9. E) 5. 
C) 8. 


14) (Unicamp-2015) A figura à seguir 
exibe um pentágono com todos os lados 
de mesmo comprimento. 


9 
135º 
/ 
A medida do ângulo 0 é igual a 
a) 105°. Б) 120º. -€) 135º. d) 150*. 
15) (UFU-99) Considere o triângulo 
retângulo abaixo. 
C 
D 
a 
A B 


Sabendo-se que а = 120", АВ = АС = I 
em. entáo AD e igual a 


16) (UFLA-2011) Qual deve ser o valor 
de p + q. para que o triángulo retángulo 
ABC esteja dividido cm triángulos ALC. 
AEB е СЕВ de mesma área”? 


cie p — 
NS M0 
a)4/3 b)l2 c)3/4 4) 7/5 


17) (FGV-2012) No triángulo retangulo 
abaixo, os catetos AB e AC medem. 
respectivamente, 2 e 3. A área do 
quadrado ARST é que porcentagem da 


área do triángulo ABC? 
B... 


` 


A 2 
уала а T c 
а) 42% Ь) 44% с) 46% 


d) 48% е) 30% 


18) (PUC/MG-2014) A placa metálica 
representada na figura tem formato de um 


triángulo retángulo ABC. cujos catetos 
AB е AC medem, respectivamente. 60cm 
с 40 cm . Essa placa deverá sofrer um 
corte reto MN. paralelo ao lado ВС. de 


modo que sua árca seja reduzida à 


metade, 
‹ 


A N B 
Uma vez realizado esse corte, as medidas 
de AM e NA, em centimetros, seráo 
respectivamente iguais a: 


a) 10/5 e 1542 
b) 10/3 e 1543 
с) 2092 48092 


d) 2043 e 3043 


19) (UFV-2003) A figura abaixo ilustra o 
esquema de um braço articulado de um 


guindaste. com ângulo R de articulação 
igual a 120". 


R 


1207 


P 

Considerando as medidas PR 23m с 
RQ=3m. é CORRETO afirmar que a 
distância x. em metros. entre os extremos 
P e оз do braço satisfaz a condição: 


а) 35х56 b)4sxs5 с) 45х57 
Ч!3<х<5 о) 4<х5<6 
20) (UFMS-2001) ^o se fazer o 


levantamento topográfico de uma certa 


regiáo, detectou-se a necessidade do 
cálculo da distância entre os pontos P c Q 
. situados nas margens dc um lago 
existente na região. Para isso, o topógrafo 
realizou algumas medidas a partir de 
pontos A e B, situados no terreno ao redor 
do lago e obteve os ángulos indicados na 
figura abaixo. Considerando que o terreno 
ao redor do lago é plano e que a distáncia 
entre os pontos A e B é 50 m, a partir das 
informações fornecidas pela figura e de 
dados contidos na tabela abaixo. € correto 
afirmar que 


[© |sen8 | cos 8 | 
| 10" [0.17 [0.98 | 
50" 10.77 | 0.64 
0.78 | 0.60 
57"|0.84 |0.54 
63" 
(01) a medida do ángulo AQB € 76º. 
(02) a distância entre os pontos Ae Pé 
20 m. 

(03) a distância entre os pontos Av Q é 
80 m. 


7] 


(04) a distância entre os pontos P e Q é 
menor do que [9 m. 


21) (UFMS-2002) De dentro de um cesto 
de papéis. situado em um dos corredores 
de um aeroporto, surge um pequeno 
incêndio. Do local onde se encontra o 
cesto em chamas. pode-se avistar dois 
extintores de incêndio. localizados em 
uma parede do corredor. Supondo que o 
chão do corredor seja plano, considere 
que os pontos Р. Q e C sejam pontos no 
chào desse corredor tais que P e Q estão 
localizados abaixo dos extintores е C sob 
о cesto, conlorme ilustra a figura abaixo. 


Sabendo-se que o ángulo QPC mede 


71/30 radianos e que o ángulo PQC 
mede 48%, a partir dos dados mostrados 
na tabela acima, é correto afirmar que 

(01) o triángulo de vértices P, Q e Cé 
um triángulo retángulo. 

(02) a distáncia do cesto em chamas ao 
extintor. localizado acima do ponto P. é 


maior do que a distância do cesto ао 
extintor localizado acima do ponto Q. 
(04) sem que se conheça a distância entre 
os dois extintores, náo se pode concluir 
corretamente qual dos dois extintores esti 
mais próximo do cesto em chamas. 

(08) se a distância entre os dels extintores 
¿ 100 metros. entáo a distáncia do custo 
em chamas ao extintor, localizado acima 
do ponto Q, é maior do que 80 metros. 


22) (UFMS-2002) Queremos pintar. uma 
placa na forma de um triângulo isósceles 
de altura / e base e, usando três cores: 
azul, verde e rosa. Considerando que a 
pintura foi feita de acordo com os dados 
fornecidos pela figura abaixo. onde а 
placa está representada pelo triángulo 
ABC e as retas г, se f são coplanares e 
paralelas, é correto afirmar que 


3) a área pintada de rosa corresponde a 
80% da área total da placa. 

b) a área pintada de azul corresponde a 
1/8 da área total da placa. 

c) a área pintada de verde corresponde a 
30% da área total da placa. 

d) a área pintada de rosa corresponde a 
2/3 da área total da placa. 


e) a área da placa pintada de verde é 26) (EGV-2008) O 


igual à metade da área da placa pintada de 
rosa. 


23) (UFMS-2003) A ligura abaixo mostra 
um retângulo ABCD onde AB = BM = 
ММ = NC. Calcule 6.tg 0 + 51. 


в. D suae А —+© 


^ - - nm -D 


24) (UESPI-2009) Na ilustracáo abaixo. 
temos um paralelogramo composto por 
seis triângulos eqúiláteros com lados 
medindo 1. Qual a medida da diagonal do 
paralelogramo, indicada na figura? 

^ NES SC 


ТЕЕ B) 3,5 
р) 24/5 Буза 


25) (UFPB-86) О lado a do triángulo 


cquilàtero ABC mede 15/13 m. 
Determinar o comprimento, em metros, 
do lado do triángulo А`В`С`, sabendo que 
os pontos А’, B` e C' distam de А, Ве С, 
respectivamente, 1/5 do comprimento de 
a. 


A 


CER O amr TIPO SIS 
valor mais próximo de 
x, na figura ao lado, é: 


„ч “a 


8 
A)5;; B)4,8 C)43 D)59 E)5:8 


27) (FGV-2009) Cada lado congruente de 
um triângulo isósceles mede 10ст. e o 
ángulo agudo definido por esses lados 
mede ч graus. Se sena = 3cosd, a área 
desse triângulo. em cm”, é igual a 


a) 15410 b)12Ã10 c) 9/10 
4) 154/3 ey 2 5 


28) (Mackenzie-2001) O triángulo ABC 
da figura foi dividido cm duas partes de 
mesma área pelo segmento DE. que é 
paralclo a BC. A razáo BC/DE vale: 


A 
\ 
D ME 
B C 
а) 2 b) 3/2 с) 5/2 


d) /2 


29) (Mackenzie-2003) No triángulo da 
figura, cos 20 vale: 


e) 32/2 


1 
E: 9,7 
1 i 
2 
3 
a)2/9 b)1/9 c)- 7/9 
d)-8/9 е) 5/9 


30) (FGV-2014) A figura indica um 
retângulo ABCD, com AB = 10 cm e AD 
7 6 cm. Os pontos M. N e P estáo nos 
lados do retángulo, sendo que M é ponto 
médio de BC, e AN = 8 cm. 

A N B 


D P C 

Sabendo que NM é perpendicular a MP, a 
área do pentágono destacada na ligura, 
em enr, é igual a 
A)3825. B)50,00. 
П)51.00. . 33,75. 


С) 50.25. 


31) (FGV-2014) Os pontos P е Q estão 
em uma semicircunteréncia de centro C e 
diámetro AB, formando com A o 
triángulo APQ. conforme indica a figura. 


,9— » 
PA Á 
P 
E x 
/ , 
/ КА | 
1^ y T d 
JS s yt 
ГА e 
Pb Ll a 
(ÁN 
cd p PPS М 
А С B 


Sabendo-se que PQ é paralelo a AB. e 
que AB = ЗРО = 6 cm, então, sen с é 
igual a 
a)l/2 b)1/3 c)I/4 а) 1/5 e) l/6 
32) (FGV-2012) A) Determine o 
perímetro do triángulo na forma decimal 
aproximada, até os décimos. Se quiser. 
use algum destes dados: 35^ = 1225; 30° 
= 1296; 37° = 1369. 


B) Um aluno tinha de fazer um cartaz 
wiangular, em cartolina. Decidiu construir 
o triângulo com as seguintes medidas dos 
lados: 6cm, 8cm e I6cm. Ele conseguirá 
tazer o cartaz? Por que? 


33) (UECE-2013) Os pontos U e V 
dividem respectivamente os lados XZ. e 
XY do triângulo XYZ em segmentos que 
satisfazem às igualdades XU/UZ = 2 e 
XV/VY = 2/3. Se a medida da área do 
triângulo XVU é 8 nr, então a medida, 
em m^, da área do triângulo XYZ é 

^)20. В) 24. С) 28. D)30. 


34) (FGV-2014) Na figura, AC e BD são 
diagonais do quadrado ABCD de lado х. 


M e N são pontos médios de AB e BC. 


respectivamente. 
n 


a) Calcule a área da regiáo sombreada na 
figura, em funcáo de x. 
b) Calcule o perimetro do quadrilátero 
PORS. em função de x. 


33) (UFF-98) No retângulo ABCD, 
representado abaixo, P e Q sáo os pontos 
médios dos lados AD ce DC. 
respectivamente. 


A р D 


Caleule o valor dc tg a. 


36) (UFRJ-98) Na figura abaixo, R é um 
ponto pertencente ao lado AB e S um 
ponto pertencente ao lado AC. Sejam b a 
medida de AC. c a medida de AB. p a 
medida de AR e q a medida de AS. 


A S С 
Mostre que a razáo entre as áreas dos 
triangulos ARS e ABC vale pq/bc. 


37) (Fuvest-89) Qual é a área de um 
triângulo de lados 5. 6 e 7? 

b) 21 с) 745 

e) 646 


38) (Fuvest-90) Um triángulo T tem lados 
iguais a 4, 5 с 6. O coseno do maior 
angulo de Té: 
а) м6 b)4/5 


а) 15 


d) J210 


с)3/4 dyY3 е)1/8 


39) (Fuvest-97) Na figura abaixo. AD = 2 
ст. AB = Y3em. a medida do ángulo 
BACé 30? е BD = DC. onde D é ponto do 
lado AC. A medida do lado BC, em em. 


^ D C 
2345 2 с) V5 d [V6 o J7 


40)  (Udesc-2014) Um guindaste 
industrial simples. usado para elevar 
cargas até o topo de uma máquina em 
uma fábrica, é formado por duas partes 
principais: uma haste rigida de 8m de 
comprimento fixada ao solo em uma de 
suas extremidades; e um pistáo hidráulico 
que pode variar de 2m a 3m de 
comprimento, fixado em uma de suas 


extremidades ao solo, em um ponto a Im 
da base da haste principal. e na outra 
extremidade em um ponto da haste a 3m 
de sua base, conforme Figura 4. Todas as 
três junções (haste com o solo, pistão com 
o solo e haste com o pistão) são rotativas 
(como uma dobradica). 


Haste panapal 


Pistão 
Solo 
Juntas rotatsas 


De acordo com a Figura 4, a altura que a 
ponta elevada da haste principal atingirá 
quando o pistão hidráulico estiver 
estendido em V7 m será de: 

8/7 


2)4/3m b) m c)dm 


^ 


2 
543 
3 


d) AJ? m e) 


m 


41) (Fuvest-97) No papel quadriculado da 
figura abaixo, adota-se como unidade de 
comprimento o lado do quadrado 
hachurado. DE é paralelo a BC. Para 
que a área do triángulo ADE seja a 
metade da área do triángulo ABC. a 
medida de ip, na unidade adotada, é: 


с) 34/3 


а) 44/5 b)4 


84/3 


= л 


4) 


42) (Insper-2011) Os dois triangulos da 
figura são congruentes. ambos isósceles 
com base e altura medindo |. 


/ A N / 
/ Y . 
/ A i ГА AGCA 
, A Es 


O triângulo da esquerda foi dividido em 
três partes de áreas iguais por duas retas 
paralelas à sua base e o da direita foi 
dividido em três partes de áreas iguais por 
duas retas perpendiculares à sua base. 

a) Qual a distância entre as duas retas 
paralelas tracejadas no triângulo da 
esquerda”? 

b) Qual a distância entre as duas retas 
perpendiculares à base no triângulo da 
direita? 


43) (Fuvest-97) Considere um triângulo 
ABC tal que a altura BH seja interna ao 
triângulo e os ângulos ВАН e ИВС 
sejam congruentes 

a) Determine a medida do ángulo ABC. 

b) Calcule a medida de AC, sabendo que 
AB = 4 cm e a razão entre as áreas dos 
triângulos ABH e BCH é igual a 2. 


44) (Fuvest-2000) Na figura. ABC € um 
triángulo retângulo de catetos AB = 4 c 
AC = 5. O segmento DE é paralelo а 
AB. Fé um ponto de AB eo segmento 
CF intercepta DE no ponto G. com CG 
= 4 e GF = 2. Assim. a área do triangulo 
CDE &: 


45) (Fuvest-2002) Na figura abaixo, os 
triangulos ABC e DCE são cquiláteros de 


lado £. com B, C e E colincares. Seja F a 


intersecção de Bp com. AC. Então, a área 
do triângulo BCF é: 


^ p 
/ “E, 
4 rm 
e d s f N 
„7 \/ \ 
B © Е 
4/5 B 245 
2 , 2 ә =V.) > 
a)— f* c) \- f^ с) ы 
8 3 3 
ә 3 5/3 a 
bo а) f 
6 


46) (Fuvest-2002) O 3 triángulo retángulo 
ABC. cujos catetos АСс AB medem l e 


JS. respectivamente, é dobrado de tal 
forma que o vértice C coincida com o 


ponto D do lado AB. Seja MN o 
segmento ao longo do qual ocorreu a 
dobra. Sabendo que  NDRÉ reto, 
determine. 


a) o comprimento dos segmentos CNe 
CM: 


PT, 


b) a área do triángulo CMN. 


47) (Unicamp-92) Calcule a árca de um 
triángulo em funcáo de um lado / c dos 
dois ángulos a e [ a ele adjacentes. 


48) (UESPI-2009) Quantos são os 
triângulos não congruentes com lados de 
medidas inteiras e que têm um ângulo 
medindo 60" c um lado adjacente a este 
ângulo que mede 8? 


C)4 


О)5 Eyo 


49) (UESPI-2010) Se os lados dc um 


EA 
triángulo medem a, b, e Val +ab+b”, 


quanto mede o maior ángulo do 
triángulo? 

A)30" B) 45" C) 60" 

D) 90º E) 120° 


50) (Fuvest-2009) Os comprimentos dos 
lados de um triângulo ABC formam uma 
PA. Sabendo-se também que o perimetro 
de ABC vale 15 e que o ângulo A mede 
120º, então o produto dos comprimentos 
dos lados é igual a 
a) 25 b) 45 

d) 105 с) 125 


c) 75 


51) (Unicamp-2007) Na execução da | 


cobertura de uma casa, optou-se pela 
construgáo de uma estrutura, composta 
por barras de madeira, com o formato 
indicado na figura ao lado. Resolva as 
questões abaixo supondo que a 15°. 
Despreze a espessura das barras de 
madeira e nào use aproximações nos seus 
cálculos. 


= 


г 
v. 222% | a 
ANN Tu 
LS Wb lih € 
ы 


а 


a) Calcule os comprimentos b e c em 


função de a, que corresponde ao 
comprimento da barra da base da 
estrutura. 

b) Assumindo. agora. que a = 10m, 
determine o comprimento total da 


madcira necessária construir a 


estrutura. 


para 


32) (Unicamp-2010) O papagaio (também 
conhecido como pipa, pandorga ou arraia) 
é um brinquedo muito comum no Brasil. 
A figura abaixo mostra as dimensões de 
um papagaio simples, confeccionado com 
uma folha de papel que tem o formato do 
quadrilátero ABCD, duas varctas de 
bambu (indicadas cm cinza) c um pedaço 
de Imha. Uma das varetas é reta e liga os 
vértices A e C da folha de papel. A outra. 
que liga os vértices B e D, tem o formato 
de um arco de circunferéncia e tangencia 
as arestas AB c AD nos pontos B e D. 
respectivamente. 


Ñ 
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a) Calcule a área do quadrilátero de papel 
que forma o papagaio. 

b) Calcule o comprimento da vareta de 
bambu que liga os pontos B e D. 


53) (Unicamp-2012) Um topógrafo 
deseja calcular a distância entre pontos 


situados à margem de um riacho, 
como mostra a figura a seguir. O 
topógrafo determinou as distâncias 
mostradas na figura, bem como os 


ángulos especificados na tabela abaixo. 
obtidos com a ajuda de um tcodolito. 


B 
A 
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/ 
e 1 4 | 
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Visada | Ángulo | 
АСВ | x6 
BCD 5/3 
ABC va 


a) Calcule a distância entre A e B. 
b) Calcule a distância entre Be D. 


54) (Unicamp-2002) Um homem, de 1,80m 
de altura, sobe uma ladeira com inclinação 
de 30”, conforme mostra a figura. No ponto 
A está um poste vertical de 5 metros de 
altura, com uma lámpada no ponto B. 
Pede-se para: 


Me 
е, 


sombra 


5m 


a) Calcular o comprimento da sombra do 
homem depois que ele subiu 4 metros 
ladeira acima. 

b) Calcular a árca do triángulo ABC. 


55) (Fuvest-2016) São dadas três 
circunferências de raio r, duas a duas 
tangentes. Os pontos de tangências são P,, 
P- e Ps. 


a) o comprimento do lado do triángulo 
equilátero T determinado pelas trés retas 
que são definidas pela seguinte exigência: 
cada uma delas é tangente a duas das 
circunferências e não intersecta a terceira: 
b) a área do hexágono não convexo cujos 
lados são os segmentos ligando cada ponto 
Pı, Pz e Рз aos dois vértices do triângulo T 
mais próximos a ele. 


РНЦ 
NN 


¿A 


56) (Insper-2013) No triângulo ABC da 


figura, M é ponto médio de AB e P e Q são 
pontos dos lados BC e AC, 
respectivamente, tais que BP = AQ = ае 
PC = QC = 4a. 


AR 


B a P 4a c 
Os segmentos AP, BQ e CM interceptam- 
se no ponto O e a área do triángulo BOM é 
Sem”. Dessa forma, a área do triângulo 
BOP, assinalado na figura, é igual a 
a)5em?. b) 6cm.. с) 8cm’. 
d) 9сп. с) 10cm?, 


57) (Unicamp-2008) Uma ponte levadica, 
com 50 metros de comprimento, estende- 
se sobre um rio. Para dar passagem a 
algumas embarcações. pode-se abrir a 
ponte a partir de seu centro, criando um 
vão AB. conforme mostra a figura abaixo. 
Considerando que os pontos A e В tem 
alturas iguais, nào importando a posigáo 
da ponte, responda às questóes abaixo. 
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a) Se o tempo gasto para girar a ponte em 
12 equivale a 30 segundos, qual será o 
tempo necessário para elevar os pontos A 


i 
1 
} 


posicáo destes quando a ponte está 
abaixada? 
b) Sea = 75?, quanto mede AB? 


58) (UFPE-99) Dado um triángulo ABC, 
considere o triángulo DEF onde B é ponto 
médio de AD. A é ponto médio de CF e 
C é ponto médio de BE. 


Podemos afirmar que: 

0-0) ABC c semelhante a DEF. 

1-1) Se ABC é retângulo então DEF é 
retângulo. 

2-2) A área de DEF é o quádruplo da de 
ABC. 

3-3) Os baricentros de ABC e 
coincidem. 

4-4) Se ABC é equilátero então DEF é 
equilátero. 


DEF 


59) (UFC-99) Na figura abaixo, o 
triángulo ABC é subdividido, em 
triângulos menores. pelos segmentos de 
reta AQ. BPe CM, sendo O o ponto de 
encontro destes. Se os triângulos AOM. 
AOP, BOQ e COQ possuem árcas iguais 


Ralo v e Ёле sn mu Triisa -— 


¡DA Ф. MEDICAS £9 a рр APT А 
gio Naval-80) O ángulo interno 
de 150? de um triángulo é formado por 
lados que medem 10 cm e 6 cm. A área 


desse triángulo é: 


a) 30 em” b) 3043 ст? 
c)12V43cm? — d)IsV3cm? 
е) 15 cm? 


61) (Colégio Naval-80) O triangulo ABC 
tem 60 em” dc árca. Dividindo-sc o lado 
BC em 3 partes proporcionais aos 
números; 2, 3 e 7 c tomando-se esses 
segmentos para bases de 3 triángulos que 
tém para vértice o ponto Á, a área do 
maior dos 3 triángulos é: 

a)30 ст: с) 35 сті е) 28 ст: 

Ы) 21 cm” а) 42 em” 


62) (Colégio Naval-80) O triângulo ABC 
é retângulo em A. A hipotenusa BC 
mede 6 cm e o ângulo em C é de 30º. 
Tomando-se sobre AB o ponto M e sobre 
BC o ponto P. de maneira que PM seja 


perpendicular a BC e as áreas dos 
triângulos CAM e PMB sejam iguais. a 
distância BM scrá: 

c) 6 (42 


b) 6 (v3 -2) cm d) 6 (V2 - i) em 
c) 6 (з - 4,2) cm 


a)4 cm T 1) cm 


а бст, 4 ст, 4 cm? 2 cm”. eat T 
: E e 63) (Colégio Naval-82) Um triángulo de 
respectivamente, determine a área do | + Né uen : 
“a 30 cm de altura é dividido por duas 
triângulo ABC. | 
А paralelas perpendiculares a essa altura, 
em trés partes equivalentes. O maior dos 
T segmentos em que ficou dividida essa 
pee Y altura por essas paralelas é: 
" fee PN ы. я a3j543  b)6Y3 — cuioJ5 
М < f^ 1 
dyis/3  e)2045 


64) (Colégio Naval-82) Em um triángulo 
ABC, o àngulo A ¿o dobro do ángulo B. 
AB= 9 em e AC= 4 cm. O lado BC 
mede: 

а)9%/13 em ЖЕДЕ em 

c)4 i3 em d)6413 cm 


e)2413 cm 


65) (Colégio Naval-84) Dois lados de um 
triângulo são iguais a 4 cm e 6 cm. O 
terceiro lado é um nümero inteiro 
expresso por x^ + 1. O seu perimetro é: 

а) 13 ст b)l4cm с) 15 ст 

d)l6cm е) 20 cm 


66) (Colégio Naval-87) Num triángulo 
retángulo, se diminuirmos cada um dos 
catetos de 4 cm, a área diminuirá de 506 
:m?, A soma dos catetos em cm, vale: 

1) 182 b)248 с) 250 d)257 e)260 


67) (Colégio Naval-86) O vértice E de um 
triángulo equilátero ABE está no interior 
de um quadrado ABCD, e F é o ponto de 


interseção da diagonal BD eo lado AE. 


Se a medida de AB é igual a (55/3, 
então a área do triángulo ВЕЕ é: 


а) 45-5 TE y BH 


4 
Jl $545 
e) 
4 4 


d) 


68) (Colégio Naval-89) Sobre os lados 
AB e AC de um triángulo ABC tomam- 
se os pontos D e E, respectivamente, de 
modo que os triángulos ABC e ADE 
sejam semelhantes. 


Considere as 4 afirmações abaixo: 


(IV) Se a razão entre as áreas dos 
triângulos ABC e ADE é 16. então à 
razão de semelhança é 4. 
Pode-se concluir que o 
afirmações corretas é 


número de 


а)0 b)l c)2 d)3 e)4 
69) (Colégio Naval-93) 
A 
E 
D 
B C 


O triángulo ADE da figura é equivalente 


i — 2 
ao quadrilátero BCDE. Se ape de 
AB ,entào AD é qual fração de AC? 
| 4 5 
a ae E 
u ha AS 


70) (Colégio Naval-95) Um triángulo de 
vértice А. Be C, retângulo cm А. 05 
catetos AB e AC medem respectivamente 
643 em e 6 em. Traça-se o segmento 
AM. M pertencente e interno ao segmento 
BC. Sabendo-se que o ángulo MAC mede 
15% a razáo entre as áreas dos triángulo 
AMC e ABC é: 

Y3 +1 А -| 
a) b) —— 

2 2 

2-45 


3 


d) 


p— 


—— eme 
> 


Р S злиті. Аты а Boliches Métricas do um TÉR 

4 ‚ M 2 AAA A HM TE la m A „ыр NE NEED —— e. TU 
e) impossivel de se determinar com | III - Sr está рага S. assim como S: está 
apenas cesses dados. para S4. 


71) (Colégio Naval-96) Sejam os 
triângulos ABC e NPQ, tais que: 


I) МРО = ЛСВ = 90° 


П) РОМ = 70° 
Ill) ВАС = 50° 
IV) АС = MP 


Se РО = хе BC = y. então AB é igual a: 


> 3 2ху 
4) x+y b) qx + y” c) Ue 
(Xd) 
2/ху 
d) Ny e) 2x 4 y 
Ny 
72) (Colégio Naval-98) Considere o 


quadrado ABCD e o triángulo equilátero 
ABP, sendo P interior ao quadrado, 
Nestas condições o triángulo cobre cerca 


de quantos por cento da área do 
quadrado? 
a)40 b)43 c)45 d)50 e)53 


73) (Colégio Naval-2005) Considere o 
triángulo escaleno ABC e os pontos P e Q 
pertencentes ao plano de ABC e 
Exteriores a esse triángulo. Se: as 
medidas dos ángulos PAC e QBC sáo 
iguais; as medidas dos ángulos PCA e 
QCB sáo iguais; M é o ponto médio de 
AC; N é o ponto médio de BC; S, é a área 
do triangulo PAM; S, é a área do 
triângulo QBN; S; é a área do triángulo 
PMC; e S, é a área do triangulo QNC, 
analise as afirmativas: 

| - S, está para Sy, assim como S; está 
рага S». 

Il — S, está para S». assim como (РМ): 
está para (QN). 


Logo pode-se concluir, corretamente, que 
a) apenas a afirmativa | é verdadeira. 

b) apenas as afirmativas I e И são 
verdadeiras. 

c) apenas as afirmativas I e II são 
verdadeiras. 

d) apenas as afirmativas Il e III são 
verdadeiras. 

e) as afirmativas I, П e Ш 
verdadeiras. 


74) (Colégio Naval-2012) Considere a 
figura abaixo 


A razão SMP) entre as áreas dos 
ABC) 
triángulos MPQ e ABC. é: 
7 5 7 8 7 
— b= с)— d)— е)— 
212 Er Er ЖТ )% 


75) (Epcar-98) O triângulo АВС é 
equilátero e está inscrito em uma 
circunferência de centro O cujo raio mede 
2 cm, como mostra a figura abaixo. A 
área da parte hachurada da figura é igual 
a 


«t * 


a) Y em? b) 243 em? 
c) 545 cm d) 243 em” 


76) (Epcar-99) É dado o triângulo ABC, 
onde ЛВ = ВС = СА = а. Prolongam-se 


os lados AB. BC e CA, de modo que BC? 


=CA'=AB'=a. 
A 


então a área do triángulo A'B'C? é: 


a) a! 4/3 b) za 
c) ERE d) FLUE 


77) (Epcar-2001) Dado o triángulo ABC, 
oblusangulo em A conforme a ligura 
abaixo e sabendo que a medida "a" do 
lado всё um número inteiro, então, o 
conjunto solução dos possiveis valores de 


asn? £ 


a é 
C 


\ 


А 6 B 


a) {8} b) [5,6.7] 


те 


oU) d) (5,6,7,8) 


cepe льш с», “Ар О! I 
PETTY, qa у ч 
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78) (Epcar-2001) Sendo DEFG um 
quadrado inscrito no triángulo ABC, 
conforme se apresenta na figura abaixo, 
pode-se afirmar que a área do pentágono 
CDEFG, em cm”, mede 


8cm 
A E F 18 
24 cm 
a)24 b)36 c)38 d)42 


79) (Epcar-2001) Dois pontos A e B estáo 
situados numa mesma margem de um rio 
e distantes 100 m um do outro. Um ponto 
C, situa-se na outra margem, de tal modo 


que os ángulos CÁB e ACB medem 75" 
cada um. A largura desse rio, em m, é 


а) 5043 b)50 с) 10043 d)100 


80) (Epcar-2014) Dois botes estáo no mar 
a uma distáncia d um do outro. Uni 
observador, situado na praia, observava- 
os, calculando distáncias e ángulos em 
dois pontos de observacáo, como no 
esboco abaixo. 


1? Bote 2* Bote 
Xx 
=> : = 
TE d. == 
26 A та ды ымны № 
“ “ж. 1046 m 
` `., 
„1 ,” з. E 
dd "as MER 
1? Ponto de 2* Ponto de 
Observação Observação 


3l m . 


p 


A distáncia d entre os botes. em metros, é 


igual a 
Dado: sen 120% = cos 30? 


a) 104/15 b) 15( 6 + 42) 
e) 10043 +42) dy 15(46 - J2) 


81) (EsSPCEx-93) De posse das medidas 
apresentadas na figura abaixo, pode-se 
concluir que o valor de h é: 

С d=2 
е = 60º 
p= 120" 


82) (AFA-99) Seja um triângulo com dois 
de seus lados medindo 2 m e 5 m e área 
igual a 3 m”. Se o ángulo entre esses dois 
lados do triángulo triplicar, a área do 
mesmo será aumentada, em quantos m^? 


36 ..42 . 12 lá 
= o JE de 
a 055 95 05 


83) (AFA-2008) Considere num mesmo 
plano os pontos da figura abaixo, de tal 
forma que: 


() АМ = Су = ЕМ = СУУ = МУ = СМУ = МУУ = РУУ 
(I) BW = DW =FW sHW = JW s MW = OW = QW 
Qi) AWB=BWC=CWD=--=PWO=QWA 


117) PC=AE=CG=El=GL=IN=NA=LP=a 


— MÀ 


DP MOM B CAÇÃO MSL! HD BO EE A 


4 S Bae Xd RS END ni aii saint Medien on 


A área da regiáo sombreada da figura, em 
funcáo de a. é 


a) 6a^ EE 
c) 12а? +8а?/2 


b) ба? 4 da^ J2 


d) 1227 -8a` V2 


84) (AFA-2013) Um triângulo é tal que as 
medidas de seus ángulos internos 
constituem uma progressão aritmética e 
as medidas de seus lados constituem uma 
progressão gcométrica. Dessa mancira, 
esse triângulo NÀO é 

a)acutángulo. с) obtusángulo. 

b) equilátero. d) isósceles. 


85) (Escola Naval-89) Considere o 
problema de determinar o triángulo ABC. 
conhecidos C = 60º, AB = x e BC = 6. 
Podemos afirmar que: 

a) sempre admite solução. se x > 0 

b) admite duas soluções, se x > 3 

c) admite duas soluções, se x = 3 

d) admite duas soluções, se 343 «x «6 
e) nào admite solugáo, se X > 6 


86) (ITA-68) Existe o triángulo ABC tal 
que a = 10 cm, b = d ст, B = 30°, onde В 
é o ángulo oposto ao lado b? Em caso 
afirmativo. o lado c vale: 

а)ёст. b)7cm. с)9 cm. 

e) Não existe tal triángulo. 4) 11 ст. 


p" 


жд PY 4 
«sa - 
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87) (ITA-81) Os lados de um ШОНДО 
medem a, b e c centimetros. Qual o valor 
do ángulo interno deste triángulo, oposto 
ao lado que mede a centímetros, se forem 
satisleitas as relações За=7с e 3b= 
8c. 

a)30" b)60" 


go 


6)45" d) 120" 2) 135" 
88) (ITA-82) Num triângulo de lados a = 
3 m e b = 4 m. diminuindo-se de 60º o 
ángulo que esses lados formam, obtém-se 
uma diminuição de 3 m^ em sua área. 
Portanto a área do triángulo inicial é de: 
adm bm c)6n! 

d) 9 т" e) 12 m? 


89) (ITA-82) Num triângulo isósceles, o 
perimetro mede 64 m e os ângulos 
adjacentes são iguais ao arc cos 7/25. 
Entào a área do triângulo é de: 

1) 168 m! b) 192 т: с) 84 пт 

)96m е) 157 m? 


0) (ITA-85) Num triángulo АВС 
considere conhecidos os ángulos BAC c 
CBAe a medida d do lado AB. Nestas 
condicóes, a área S deste triángulo é dada 
pela relação: 


d? 

a) S = = == 

2.sen(BAC + СВА) 
b)S= d* (sen BAC)sen CBA) 

2.sen(BAC+CBA) 

disc d'.sen CBA 

2.sen( BAC + СВА) 
ds d'.sen BAC 

2.cos( BAC + СВА) 
dim 4 (sen BACYsen CBA) 


2.cos( BAC + CBA) 


rus PM. — 


90 | ЧТА- -93) Nam RERIT ABC, 
retângulo em A, scja D a projeção de A 
sobre BC. Sabendo-se que o segmento 


BC mede ( em e que o ángulo DAC mede 
O graus, então a área do triángulo ABC 
vale: 

а) (C/2) sec Ө tg Ө 

b) (0/2) sec! Ө tg O 

c) (1/2) sec Ө tg” 0 

d) (0m) cossec 0 tg 0 


e) (0/2) cossec? 0 cote 0 


92) (IT A-2000) Num triángulo 
acutângulo ABC, o lado oposto ao 
ángulo À mede 5cm. Sabendo: 


^ 


3 - 2 
А = arccos— С = arc sen =. 
$t J5 


> 
então a área do triângulo ABC é igual a: 
a) cem b) 12cm? 
c) 15cm? d) 24/5 cm? 


29. 3 
e) —cm” 
2 


93) (ITA-2003) Sejam r e s duas retas 
paralelas distando entre si 5 cm. Seja P 
um ponto na região interior a estas retas, 
distando 4 cm de r. A área do triángulo 
equilátero POR, cujos vértices Q e R 
estão, respectivamente, sobre as retas г е 
s, é igual, em cm?, a: 
e)5v6 


a)3 415  b)7v3 
4 5 e) 2415 


94)  (ITA-2016) " 
circunleréneia de raio 4 cm e PQ uma 


Sejam uma 


си 4 
corda em À de comprimento 4cm. As 
tangentes a À em P c em Q interceptam-se 
no ponto R exterior a ^ Então, a área do 
triángulo РОК. em cm”. é igual a 


243 3/2 ум 


3 2 3 


95) (IME-63) AB = AC = BC. Expressar 
a diferença AB? — AM? em função dos 


segmentos aditivos da base. 
A 


B M C 


96) (IME-67) No triángulo abaixo, as 
distáncias do ponto P aos lados AC e BC 
sáo respectivamente m e n. Verificar, 
justificando, se CP? = (m? + n? + 2mncos 
C)cosec! C 


A 


B C 


97) (IME-69) Em um triângulo são dados 
dois lados a e b. Determinar a expressão 
do lado c em função de a e >, para que a 
área do triángulo seja máxima. 


98) (IME-86/87) Dado um triángulo ABC 
de lados a. ^. с opostos aos ángulos 4. В, 


„ә; м 
Mm. ^ 


y 


- nn 


С respectivamente e de perimetro эр, 


- MÀ 


psen ` 


mostre que a= 2 


99) (IME-88) Calcule o lado c de um 
triângulo ABC. em função de sua árca 5. 
do ángulo C e de K. onde K =a + h-c. 


100) (IME-90) Os lados de um triângulo 
estão em progressão aritmética e o lado 
intermediario mede /. Sabendo que o 
maior ángulo excede o menor em 90". 
calcule a razào da PA formada pelos 
lados. 


101) (IME-90) Scja P um ponto no 

interior de um triángulo ABC, dividindo- 

o em seis triângulos, quatro dos quais têm 

áreas 40, 30, 35 e 84, como mostra a 

figura. Calcule a área do triángulo ABC. 
A 


102) (IME-95) Seja ABC um triángulo 
qualquer. Por B` e С” pontos médios dos 
lados AB e AC. respectivamente, tracam- 
se duas retas que se cortam em um ponto 
M, situado sobre o lado BC. e que fazem 
com esse lado ângulos iguais Ө conforme 
a figura abaixo. Demonstre que: 


cotg 0 = 1(сош B + cotg C) 


- (res s Beleckas Métricas do ui Гюра qem mem 


“т үт? yum US RUITER META HS ттчттебсүи т рс 
ч = ` 


103) 


(Provio-2000) 
problema a seguir: 
ABC, temos АС = 3m, BC = 4m e B= 
60". Calcule sen A." Esse problema: 

a) nào faz sentido. porque ial triángulo 
nào existe. 

b) admite mais de uma solugáo. 


Considere о 
"Em um triángulo 


. MEC x fa 

с) admite uma única solução, 43/2. 
d) admite uma única solução, gaia: 
e) admite uma única solução, 24515. 


04)  (Provào-2001) Existem dois 

iângulos não congruentes, com À = 30", 
AB = 4 cm e BC = х em, quando: 
ajÜ«xs2b)2«x«4c)2«xs4 
d)x-4  e)x24 


105) (Fatec-2004) No triángulo ABC 
tem-sc que BAC mede 80^, ABC mede 40" 
e BC = 4 cm. Se sen 20" = k, então a 
medida de AC, em centímetros, é dada 
por: 


)2 b) 2 TE 
a pui 
k 1-2k? 
2V1- 2k? 2(1- k 
d) A 9 
1-2k? 1-2k 
Exercícios ~~ 
Gerais i.d 


106) Calcular a área do triángulo 
cquilátero inscrito em um quadrado de 5 
dm de lado, devendo um dos vértices do 
triángulo coincidir com um vértice do 
quadrado. 


107) Cinco quadrados são dispostos 
conforme ilustra o diagrama abaixo. 
Mostre que a medida da агса do quadrado 
S é igual a medida da área do triângulo T. 


108) Considere um triângulo ABC onde 
AC = b e BC = a. Marcam-se sobre o lado 
AB os pontos D e E de modo que os 
segmentos CD e CE dividem o ángulo C 
em três partes iguais. Sabendo que 
CE/CD = m/n, calcule os valores de CD e 
CE em função de a, bm e n. 


109) São dados os lados b c c de um 
triângulo. Determine o terceiro lado x 
sabendo que é igual a altura relativa a ele. 
Sobre que condições o problema admite 
solução? 


110) Em um triângulo acutângulo ABC 
são traçadas as alturas AA, BB, e СС. 
Determine a razáo entre as áreas dos 
triángulos А.В Ci e ABC em função dos 
ângulos À, B e € do triángulo ABC. 


111) São dadas duas retas paralelas e um 
ponto A entre elas, sendo que as 
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distáncias de A ás retas valem a e b. 
Determine os catetos de um triángulo 
retângulo em A sabendo que os outros 
vertices pertencem às retas paralelas с 
que a área do triângulo é igual a k^. 


112) Em um triângulo isósceles de base a 
e lados congruentes iguais a b. о angulo 
oposto à base vale 20". Demonstre que a` 
+= Зар. 


113) Prove que se os lados а, b e с de um 
triángulo ABC satisfazem a relação «^ = 
b' + bc, então temos que ZA = 2ZB. 


114) Em um m triángulo ABC, o ponto E 
pertence a AB de modo que 2AE = EB. 


Determine CE se AC= 4, CB=5e AB= 
6. 


115) Um triángulo possui lados 13, 14 e 
15. Uma perpendicular ao lado de 
comprimento 14 divide o interior do 
triángulo em duas regiões de mesma área. 
Determine o comprimento do segmento 
perpendicular que pertence ao interior do 
triángulo, 


116) Dado um triángulo ABC com AB = 
20, AC = 43/2 e BC = 27, Os pontos X e 
Y são dados sobre АВ e AC, 
respectivamente, de modo que AX = AY, 
Se a área de AAXY é metade da área de 
AABC. determine AX. 


117) Em um triângulo cujos lados medem 


5 cm, 6 cm e 7 cm, um ponto do interior 


do triángulo está distante 2 cm do lado de 
comprimento 5 cm e está distante 3 cm do 
lado de comprimento 6 cm. Qual a 


distáncia do 


— -— M mes memo mo MERIPASE 


der eee art ure uni 


ponto P ao 
comprimento 7 cm? 


118) Os lados de um triângulo medem 7 
m, 15 m e 20 m. Calcular a projeção do 
menor lado sobre o maior. 


119) Dois lados de um triángulo sáo AB 
= 7 cm c AC = 8 cm. Calcular o lado ВС 
sabendo que a projeção de AC sobre AB 
mede 15 cm. 


E Num triángulo ABC, o lado a = 6 e 
– b? = 66. Calcular as projeções dos 
e bec sobre o lado a. 


121) Os lados de um triángulo sào AB = 
6, AC = 8 e BC = 10. Sobre o lado BC 
toma-se um ponto D tal que a ceviana AD 
= 5, Calcular BD. 


112) Calcular o lado de um triángulo 
eqüilátero cujos vértices estáo situados 
respectivamente sobre trés retas paralelas 
coplanares, sabendo que a e b sáo as 
distáncias da paralela intermediária às 
outras duas. 


23) Conhecendo as medidas a, b, c dos 
lados de um triángulo ABC, calcular os 
lados do triángulo cujos vértices sáo os 
pés das alturas desse triángulo ABC. 


124) ABC é um triángulo obtusángulo no 
qual o ángulo А = 120". Demonstrar que 
subsiste entre os lados desse triángulo a 
relacáo (а? — №) = c^ — c). 


125) Os catetos de um triângulo retângulo 
são AB = 4 cm c AC = 3 em. Constrói-se 
sobre AB como base a do mesmo lado 
que C o triângulo isósceles ABD 


lado de 


tus 


33 
na 
m х 


equivalente а ABC. Calcular a área | dà 


superficie comum a esses dois triángulos. 


126) ABD e ACE são triángulos 
equiláteros construidos externamente 
sobre os catetos de um triângulo 


retângulo ABC no qual a hipotenusa BC 
7 8 cm e o ângulo B= 60". Calcular as 
áreas dos triángulos ACD e ABE. 


127) Os ués lados e a área de um 


triángulo retângulo exprimem-se em 
metros е metros quadrados, 
respectivamente, por quatro nümeros 


inteiros e consecutivos. Achar os lados e 
a área desse triángulo. 


128) Sobre os lados de um triángulo 
eqiiilátero cujo lado é a constroem-se 
externamente quadrados. Calcular a área 
do triângulo cujos vértices são os centros 
desses quadrados. 


129) Calcular a área de um triângulo 
retângulo conhecendo-se o seu perímetro 
2p e a altura h relativa à hipotenusa. 


130) Trés circunferéncias de raios a, bec 
são tangentes entre si duas a duas 
externamente. Calcular a área do 
triángulo cujos vértices sáo os centros das 
circunferências, 


131) Demonstrar que a área S de um 
triangulo ABC, cujas alturas são h,, hẹ e 
h. é: 


S= | 


d. diri 
hihi hih? "hij 


v 
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132) a) Em um ТЕНЕ АВС, ZA = 30' 
e ZB = 45”, Determine К de modo que c 
= ka? + b’. 

b) Em um triángulo ABC | qualquer, 
determine k tal que с? = ka” + b’. 


у; 
А 


ыы wawe 


13) O triángulo ABC possui área 240. 
Pontos X, Y e Z pertencem aos lados AB, 


BC e CA, respectivamente. Dado que 
AX/BX = 3, BY/CY = 4 e CZ/AZ = 5. 
determine a área de XYZ. 
A 
Z 
Y G 
; ы 
B 
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134) (OBM-97) No triângulo retângulo 
ABC da ligura abaixo está inscrilo um 
quadrado. Se AB = 20 e AC = 5, que 
porcentagem а área do quadrado 
representa da área do triângulo ABC? 


a)25% с 

b) 30% ie 

c) 32% 

d) 36% 

e)40% ^ 8 


135) (OBM-99) Dois irmáos herdaram o 
terreno ABC com a forma de um triángulo 
retângulo em 4, e com o cateto AB de 
84m de comprimento. Eles resolveram 
dividir o terreno em duas partes de 
mesma área, por um muro MN paralelo a 
AC como mostra a figura abaixo. Assinale 


a opcio que contém o valor mais 
aproximado do segmento BM. 


a)55m b)57m c)59m 
9) біт e) 63m 


136) (OBM-2001) No triángulo ABC, AB | 
= $ е BC = 6. Qual é a árca do triángulo 
ABC, sabendo que o ángulo C tem a 
maior medida possível? 


a) 15 b)547 
d3 е) 5V/11/2 


137) (OBM-2003) A figura a seguir 
mostra um quadrado ABCD e um 
triangulo eqúilátero BEF, ambos com 
lado de medida Іст . Os pontos 4. Bc E 
são colincarcs, assim como os pontos А, 


Ger. 


с)7\/7/2 


| I E 


А área do triángulo BFG é. em ст: : 

Уз уз 
c) — d 
4; 01 


| | č 
a) F b) 3 e) m 
138) (OBM-2003) No triángulo ABC, AB 
= 20, AC = 21 e BC = 29. Os pontos D e 
E sobre o lado BC são tais que BD = 8 e 
EC = 9. A medida do ángulo DÁE, em 
graus, é igual a: 
a)30 b)40 c)45 


d)60  e)75 


CSKA ai abes in 


139) (OBM-2003) No desenho ao lado. o 
quadrado ABCD tem área de 64 cm” co 
quadrado FH/J tem área de 36 em. Os 
vértices A. D. E. He 1 dos trés quadrados 
pertencem a uma mesma reta. Calcule a 
área do quadrado BEFG. 

tr 


140) (OBM-2003) Uma folha retangular 
ABCD de área 1000 cm” foi dobrada ao 
meio e em seguida desdobrada (segmento 
MN); foi dobrada e  desdobrada 
novamente (scemento MC) c finalmente, 
dobrada e desdobrada segundo a diagonal 
BD. Calcule a área do pedaço de papel 
limitado pelos três vincos (região escura 
no desenho). 


141) (OBM-2002) No desenho ao lado. a 
reta / é perpendicular ao segmento 14 е 
passa pclo seu ponto médio M. Dizemos 
quc A é o simétrico de B em relação à reta 
г (ou em relação ao segmento го). Seja 
XYZ um triángulo retàngulo de área Im. 
Considere o triángulo A"Y'Z' tal que Né o 
simétrico de X em relação ao lado 17. Y' é 
o simétrico de Y em relação ao lado 1z e 
Z' é o simétrico de Z em relação ao 


— — — e 


— — 
умту 


——À 


lado vr. 
NEZ. 


Calcule a área do triângulo 


142) (Pará-2001) Um triângulo retângulo 
ABC com lados a. b, c (с = a! + b’) 
determina um hexágono cujos vértices 
sáo Os vértices externos dos quadrados 
construidos sobre os lados AB, BC е CA. 
Determine a área deste hexágono 
A¡A+B¡B+C¡C em termos de a e b. 


143) (Seletiva Brasileira-Cone Sul-2003) 
No triángulo ABC o ángulo € mede 120º 
e o lado AC é maior que o lado BC. 
Sabendo que a área do triángulo 
eqüilátero de lado AB é 31 e a área do 
triángulo eqúilátero de lado AC — BC é 
19, calcule a área do triángulo ABC. 


144) (Argentina-95) Seja ABC um 
triángulo escaleno de área 7. Seja 4, um 
ponto do lado BC e sejam B, e C, nas 


——— — — 
у = Jin Pas co HU an dbi ттд; т; JH; 
А , : ple ^ TF 
2: PEE 3 4 X СОРОМНО, S 


retas АС e AB respectivamente, tais que 
АА. BB, e CC, são paralelas. Achar a 
área do triángulo 4,8,C.. 


—  — M —À 


145) (Argentina-97) Na figura está 
ilustrado um triângulo equilátero dividido 
por três retas em sete regiões. Em seis das 
regiões está indicada a área 
correspondente. Achar a árca da sétima 
região, ou seja, do triângulo central. 


ÁN 
/ 
4 
20 


146) (Argentina-98) O triángulo ABC 
tem ZC = 90%, AC = 20, AB = 101. Seja 
D o ponto médio de CB. Determinar a 
área do triángulo ADB. 


147)  (Argentina-98) No triángulo 
isósceles ABC (com AB = AC), sejam P 
e Q em AB e AC, respectivamente, tais 
que PQ é paralelo a BC. A altura desde A 
intersecta PQ em O e BC em M. Se AP = 


64 area( BPOM) = 2 «achar AB. 
area(ABC) 5 


148) (Succia-64) Determine o valor dos 
lados de um triângulo ABC com área S e 
ZBAC =x, de modo que o lado BC seja o 
menor possivel. 


149) (Espanha-98) Um quadrado ABCD 
de centro O e lado 1, gira um ángulo а 
em torno de O. Determinar a área comum 
a ambos quadrados. 


150) (Canadá-86) Na figura. os 
segmentos de reta AB e CD possuem 
comprimento 1, enquanto que os ângulos 
ABC e CBD são 90º e 30º 
respectivamente. Calcule o comprimento 


do segmento de reta AC. 
A 


151) (Bélgica-96) Um triángulo abc com 


а = B. Jab = C e |Ы = A satisfaz 
| | 3 
+ = ——————. O ángulo b 
AER БЕС APAC " 
mede: 


a)30%  b)4S*  c)60* 
4) 90° е) паа 


132) (Álrica do Sul-94) ABC é um 
triángulo equilátero e P é um ponto no 
seu interior de modo que as distáncias de 
P aos lados do triángulo são 6, 8 е 10. 
Determine a área de ABC. 


133) (Vietnà-63) O triángulo ABC possui 
perímetro p. Determine o comprimento 
do lado AB c da árca A em termos do 
ángulo A, ángulo B e p. 


154) (Cone Sul-88) Dois triángulos 
Isósceles cujos lados medem x, x, a e x, 


X. b. respectivamente, possuem área 
igual; a = b. Calcular x. 


155) (Iberoamericana-83) Seja P um 
ponto interior do triângulo equilátero 
ABC tal que: РА = 5, РВ = 7 еРС =$. 
Encontre o comprimento do lado Чо 
triángulo ABC. 


156) (Báltica-92) Sejam a < b < с os lados 
de um triángulo retángulo, e seja 2p seu 
perímetro. Mostre que p(p — c) = (р - 
a(p — b) S, onde S é a área do 
triángulo. 


157) (Maio-96) Num retângulo ABCD, 
AC é uma diagonal. Uma reta r se move 
paralelamente a ^B, formando dois 
triângulos opostos pelo vértice, interiores 
ao retângulo. Prove que a soma das áreas 
destes triângulos é minima quando r 
passa pelo ponto médio do segmento 21/2. 


158) (Maio-97) Em um quadrado ABCD 
de lado ЖА, colocam-se os pontos P c Q 
sobre os lados BC e CD 
respectivamente. de forma que PC = 3PB 
e OD = 2QC. Sendo M o ponto de 
interseção de AQ с PD. determine a area 
do нано OMD em lunção de k. 


D Q C 


159) (Maio-97) No retângulo ABCD. M. 
N, P e Q sào os pontos médios dos lados. 
Se a área do triángulo sombreado é I. 
calcular a área do retângulo ABCD. 


\ M B 
Q N 
n r € 


160) (Maio-98) ABCD é um quadrado de 
centro O, Sobre os lados DC c AD foram 
construidos os triângulos equiláteros DAF 
e DCF. Decida se a área do triángulo 
EDF € maior, menor ou igual á árca do 
triangulo DOC. 

E 


161) (Maio-98) ABC é um triángulo 
equilátero. N é um ponto do lado AC tal 
que AC=7AN. M é um ponto do lado 
AB val que MN é paralelo a BC e P é um 
ponto do lado BC tal que MP é paralelo a 
AC. Encontre a fração seat 
área( ABC) 
162) (Báltica-98) Em um triángulo ABC. 
ZBAC = 90" O ponto D pertence ao lado 
BC е satisfaz ZBDA = 2ZBAD. 
LE e doa 

— | 


Demonstre que Tm ==| —+ А 
AD 21BD Ср} 


163) (Seletiva Argentina Cone Sul-97) 
Seja ABC um triángulo acutángulo e CD 
a altura correspondente ao vértice C. Se 
M é o ponto médio de BC e Né o ponto 


médio de AD, calcular MN sabendo que 
AB=8cCD=6. 


164) (OBM Jr.-92) Na figura abaixo o 
triángulo ABC é retângulo em A. Os 
quadriláteros ABED e ACGF e BCHI sáo 
quadrados. Estendemos EB até P tal que 
EB = BP; estendemos GC até O tal que 
GC = СО. 

a) Prove que o triângulo ABC é 
congruente ao triângulo PBI e que o 
triângulo BQC é congruente ao triângulo 
HPI. 

b) Prove que (área ABPC) (área 
LABED)2 e que (área ABOC) = (área 
| ACGFy2. . 
c) Demonstre que АВ? + AC” 
(Teorema de Pitágoras). 


1 


BC" 


165) (OBM Jr.-93) O triángulo ABC é 
retângulo cm A. Por A trace uma retar 
perpendicular a BC, que encontra BC em 
H. Em r. marque o ponto P, tal que AP 7 
BC, estando A entre P e H. Trace os 
segmentos PB e PC. 

a) Prove que a árca do quadrilátero PBAC 
EBC, 

b) Considere o quadrado ABDE tal que A 
está entre E e C. Prove que o triângulo 
BCD é congruente ao triângulo APB. 


LU URNA 
ya а 1 


c) Prove que a área do triângulo BCD é 
AB'/2. 

d) Prove o Teorema de Pitágoras: BC? = 
АС + AB? 


166) (OBM-2001) No triángulo ABC tem- 
se que M é o ponto médio do lado АВ 
(isto é, os segmentos 4M e MB têm o 
mesmo comprimento). N é o ponto médio 
de MC e Ré o ponto médio de NA. O 
triángulo ABC tem área 2000. Determine 
a arca do triangulo AMR. 
E 


4 T B 


167) (OBM-2001) £ e F são pontos do 
lado АВ, do triângulo ABC, tais que AE = 
EF FB. D é pouto da reta BC tal que 
BC é perpendicular a KD. AD é 
perpendicular a CF. Os ângulos ВОГ e 
CFA medem x e 3x, respectivamente. 
Calcule a razáo (DB) / (DC). 


168) (Espanha-2000) Seja P um ponto do 
lado BC de um triángulo ABC. A 
paralela por P a AB corta o lado AC no 
ponto Q e a paralela por Pa AC corta o 
lado AB no ponto R. A razáo entre as 
áreas dos triángulos RBP e QPC é k’. 
Determine a razào entre as áreas dos 
triángulos ARQ e ABC. 


169) (Uruguai-2000) Considere os três 
quadrados da figura, de lado 2. Calcular a 
área sombreada. 


170) (Pará-2012) De um ponto arbitrário 
no interior de um triângulo equilátero são 
traçados segmentos aos vértices e 
perpendiculares aos lados, particionando 
o triângulo maior em seis regiões 
triangulares menores. Se as letras 
significam as áreas de cada região. 
demonstre que А + С+Е= В + 0 + Е. 


171) (Uruguai-2001) Na figura, POR € 
um triángulo retângulo com PQ = 6 em e 
QR = 8 cm. Traçam-se as semi- 
circunterências de diâmetros QP. PQ e 
QR e os lados do retângulo STUV são 
tangentes à elas. Calcular a área de 


STUM. 


172) (Bélgica-99) A base de um triángulo 
abc é dividida pela altura relativa à bc em 
duas partes; uma de possui comprimento 
14 e a outra de comprimento 36. Uma reta 


perpendicular à be divide o triângulo abc 
duas 


em partes com mesma área c 

| bp] 

intersecta be no ponto p. A razão | ы 
єр 


igual a: 


ы 
36 
ox DM 


a) I CIVIS 4) 5/9 


b) 2/3 


e) 1/2 
173) (Bélgica-2001) Duas retas dividem 


um triangulo em quatro partes. As árcas 
de trés destas partes estáo marcadas na 


figura. 
РА 
4 


Determine a área da 4" parte. 


/ 


174) (Bélgica-96) Sejam abc e dac dois 
triángulos isósceles. O primeiro possui 
ángulo oposto à base medindo 20": o 


Segundo possui o ángulo oposto à base 
medindo 100". 


b 
Prove que [a^| = |^c| + |cd. 


175) (Hong Kong-2004) Dado um 
triángulo AABC, ZABC =80", 
ZACB=70º e BC=2. Uma reta 


perpendicular é traçada desde A até BC, 
outra reta perpendicular é traçada desde B 
até AC. As duas retas perpendiculares 
encontram-se em XW. Determine o 
comprimento de AH. 


176) (Hong Kong-2000) Em AABC. AB = 
АС = 12, P é um ponto em ВС tal que AP 
7 8. Determine PB.PC. 


177) (Espirito Santo-2004) — Num 
retângulo ABCD, sejam X um ponto no 
lado 4B e Y um ponto no lado 4D. 
Suponha que as áreas dos triángulos 
AAN), ANBC e ACDF sejam 
respectivamente 10. 8 c 9. Determine a 


área desse retângulo. 
6 
D 


178) (AIME-2001) ABC é um triángulo 


com AB = 13, BC = 15, CA = 17. Pontos 
D, E, F nos lados AB, BC, CA, 
respectivamente, sáo tais que AD/AB = 
d, BE/BC = В, CF/CA = v, onde a + (3 = y 
725 e 0 + В + y! = 2/5. Determine о 
valor de [área DEF]/[area ABC]. 


179) (Noruega-99) No triángulo ABC 
lemos АВ = 5 e AC = б. А шеа do 
triángulo quando o ângulo ZACB é o 
maior possível é 

а)15 b)54/7 
DIV e) 5/1172 


180) (Portugal-99) Os lados [AC] e [BC] 
do triángulo [ABC] medem 1U стеб ст. 
respectivamente. Por outro lado. EC = 3 
cm e DC = 4 cm. Se a área do triángulo 
[DCE] mede 3 cm”, quanto mede a área 
do quadrilátero [ABDE]? 


B 


с) 747 12 


D 


A E C 


181) (International Talent Search) Sejam 
R e S pontos nos lados BC e AC, 
respectivamente, de AABC e seja P a 
intersecào de AR e BS. Determine a área 
de AABC se as áreas de AAPS, AAPB c 
ABPR sào 5. 6 c 7, respectivamente. 


182) (Canadian Open Challenge-99) Um 
triángulo ABC é retángulo com ángulo 
reto em A, Os pontos P e Q pertencem à 
hipotenusa BC tal que BP = РО = QC. AP 
73e AQ = 4. Determine o comprimento 
de cada lado de AABC. 


"m" E шаа. - A 
I WA 


183) (International Talent Search) Em um 
triángulo ABC, sejam AB = 52, BC = 64 
е CA = 70 c assuma que P e Q são pontos 
nos lados AB e AC, respectivamente, tal 
que AAPQ e o quadrilátero PBCQ 
possuem mesma área е perimetro. 
Determine o valor de PQ? 


184) (Canadian Open Challenge-98) Os 
comprimentos dos lados do triángulo 
ABC são 60. 80 e 100 com ZA = 90". O 
segmento de reta AD divide o triángulo 
ABC em dois triângulos de igual 
perimetro. Calcule o comprimento de AD. 


A C 


185) (Canadian Open Challenge-2001) O 
triángulo PQR e retángulo em Q e possui 
catetos de comprimento PQ = 14 e QR = 
48. Se M é o ponto médio de PR. 
determine o cosseno de ZMQP. 

P 


M 


Q R 


186) (Canadian Open Challenge-97) Em 
um triângulo retângulo isósceles AUB. 
pontos P, Q e S são escolhidos nos lados 
OB. AO e AB. respectivamente, tais que 
um quadrado PQRS é formado. Se os 
comprimentos de OP e OQ são u e ^. 


respectivamente, e a área de PORS é 2/5 
da área do triângulo АОВ, determine o 
valor da razão «vb. 


B 


Тое ане 
a 


Ob Q 
186) 


187) (Wisconsin-94) Assuma que ZAOB 
é um ângulo reto. Determine uma fórmula 
para a área de AAOD em termos dos 
comprimentos OA = а. ОВ = b, ОС = с, 
Ор = аеВс = х, 

A^ 


d 


() b B 


188) (Repúblicas Theca e Eslovaca-97) 
Seja ABC um triángulo com lados ab e c 
e correspondentes ângulos opostos a, f) e 
у. Prove que a igualdade с = 38 implica 
na igualdade (a — br Ka - b) = be”. 


189) (Espanha-2001) Os comprimentos 
dos lados dc um triângulo estão em 
progressão geométrica de razão v, 


Determinar os valores de r para os quais o 
triângulo é, respectivamente, acutângulo. 
retângulo ou obtusângulo. 


190) (Espanha-2004) Existe algum 
triângulo tal que as medidas de seus lados 
são trés números consecutivos e o ângulo 
maior é o dobro que o menor? Se existe, 
determinar suas medidas. 


191) (Vietnà-62) Um triángulo possui 
semi perímetro p. Determine о 
comprimento do lado a e da área S em 
função de ZA. ZB e p. 


192) (Nova York-83) Em um triángulo 
^BC, D é o ponto médio de BC. Se 
ZBAD = 15º e ZCAD = 30º, calcule a 
tangente do angulo C. 


193) (Atlantic Region-83) Em um 
triângulo ABC, com ВС =a, АС = be 
AB = c. tem-se 

22º + 4b° + c? = 4ab + 2ac. 
Calcule o valor de cos B. 


194) (Venezuela-2012) Os segmentos EC, 
EB, DF e FC dividem o retângulo ABCD 
em 8 regiões. Em três delas está escrito 
um número que representa sua área. Qual 
a área da região em que se encontra uma 
interrogação? 

D C 
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Introducáo aos Quadriláteros 
5.1) QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 
Os quadriliteros notáveis são os quadrados. os retângulos, os losangos. os 
paralelogramos e os trapézios. Neste capítulo estudaremos suas principais 
propriedades. 


5,2) QUADRADO 
Um quadrilátero convexo é um quadrado se e somente se apresenta os quatro lados 
congruentes e os quatro ângulos congruentes. 

D e 


ABCD é um ! quadrado <> 
AB=BC=CD=DA е А= В= С =р. 


5.2.1) Propriedades do Quadrado: 
1) Os ángulos internos de um quadrado sáo iguais a 90". 
Como a soma dos ángulos internos de um quadrilátero é igual a 360" e todos os 


angulos internos de um quadrado sào iguais entáo segue diretamente que cada um vale 
90". 


11) Em todo quadrado as diagonais são congruentes. 
Seja L o lado do quadrado ABCD. Aplicando o l'eorema de Pitágoras para calcular o 


valor de cada diagonal encontramos que AC = V2L e BD - J?L. vu seja. AC = BD. 


Ш) As diagonais de todo quadrado intersectam-se nos respectivos pontos médios. 

Seja M o ponto de interseção das diagonais do quadrado ABCD. Perceba que os 
triângulos AABM e ACDM são semelhantes uma vez que seus três lados são Юре 
Como АВ = CD temos па verdade que AABM = ACDM, implicando que AM x CM e 
BM = DM, ou seja, M é o ponto médio de AC e BD. 


iv) Em todo quadrado as diagonais sào perpendiculares 

Seja M o ponto de intersecào das diagonais de um quadrado ABCD. Inicialmente 
repare que AABM = ABCM = ACDM = ADAM. Assim. temos que LAMB = ZBMC 
7 ZCMD = ZDMA e a soma destes quatro ángulos é igual a 360", fazendo com que 
ZAMB = ZBMC = ZCMD = ZDMA = 90" 


E MÀ o aÃ 
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v) Area: No capitulo 3 foi mostrado que a área de um retângulo é igual ao produto das 
suas dimensóes. Como todo quadrado é um retángulo, entáo a área de um quadrado de 
lado 1 € S 5 (7, 


Vi) Às diagonais dividem um quadrado em quatro triángulos de mesma área | 
Seja M о ponto de interseção das diagonais do quadrado ABCD. Como as diagonais 
são congruentes e cortam-se no ponto médio, então AABM = ABCM = ACDM = 
ADAM. fazendo com que estes quatro triângulos possuam a mesma área. 


5,3) RETÂNGULO 

Um quadrilátero convexo б um retángulo se e somente se possui os quatro angulos 
iguais. Perceba que uma conseqüència desta delinigio é que todo quadrado é um 
retângulo, 

n ^a 


ABCD é um rectângulo => A= B=C=D. 


A B 


5.3.1) Propriedades do retângulo 
1) Os ângulos internos de um retângulo são iguais a 90". 
Como a soma dos ángulos internos de um quadrilátero é igual a 360" e todos os 


angulos internos de um retângulo são iguais então segue diretamente que cada um vale 
90". 


11) Em todo retângulo dois lados opostos são congruentes 


Trace a diagonal AC. Como AABC c ACDA possuem lados paralelos c o lado AC é 
comum, então AABC = ACDA, implicando que AB = CD е ВС = DA. 


iii) Em todo retângulo as diagonais são congruentes. 


Suponhamos que AB=CD=a e BC=DA=b sejam os comprimentos dos lados do 
retângulo ABCD. Aplicando o Teorema dc Pitágoras para calcular o valor de cada 


diagonal encontramos que AC = Va? - b? e ВО = Va? +b, ou seja, AC = BD. 


iv) As diagonais de todo retângulo intersectam-se nos respectivos pontos médios. 
Seja M o ponto de intersegáo das diagonais do retángulo ABCD. Perceba que os 
triângulos XABM e АСОМ são semelhantes uma vez que seus três lados são paralelos. 
Como AB = СО temos na verdade que AARM = ACDM, implicando que AM = CM e 
BM = ПМ. ou seja. M é o ponto médio de AC е BD. 


е 
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v) Todo quadrilátero convexo que tem as diagonais cortando-se ao meio e congruentes 
é um retângulo. 

deja M a interseção das diagonais do quadrilátero ABCD. Сото 
АМ = ВМ = СМ = ОМ. então AABM с АСОМ são isósceles € congruentes. 
implicando que ZBAM = ZABM = ZCDM = ZDCM. Analogamente. podemos 
demonstrar que ZADM = ZDAM = ZBCM = ZCBM. Deste modo podemos concluir 


que A = B=C= D, vu seja, ABCD é um retángulo. 


vi) Área: Foi mostrado no capitulo 3 que se a e b são as dimensões de um retângulo, 
então sua área é igual a S = a.b 


vit) As diagonais dividem um retângulo em em quatro triângulos de mesma area 


Suponhamos que AB=CD=a e BC=DA=b sejam os comprimentos dos lados do 
retângulo ABCD. Se M é o ponto de interseção das diagonais do retângulo. Assim. 
AABM e CDM possuem base a e altura b/2. enquanto que ABCM e AADM possuem 
base b e altura 4/2. Assim, as áreas de todos esses triángulos são iguais e valem a.b/4 


5.4) LOSANGO 
Um quadrilátero convexo é um losango se e somente se possui os quatro lados 
congruentes. Note que, pela definição anterior, podemos concluir que todo quadrado e 


um losango. 
D 


ABCD é um losango <> AB=BC=CD=DA. 


B 


5.4.1) Propriedades do losango 
1) Em todo losango dois ângulos opostos quaisquer são iguais. 


Trace a diagonal AC deum losango ABCD. Como AB = CD. BC=DA eo lado AC 
é comum, então AABC = ACDA. fazendo com que B=D. Analogamente pode-se 


demonstrar que A=C. Uma conseqitência imediata desta propriedade € que em todo 
losango os lados opostos são paralelos. 


11) Em todo losango as diagonais interceptam-se nos respectivos pontos médios. 

Seja M a interseção das diagonais AC e BD. Como os triángulos AABM e CDM 
possuem | lados os paralelos e AB=CD então AABM = ACDM implicando que 
AM =CM e BM=DM. 


m———— M постираат куст. 
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111) As diagonais de qualquer losango sáo perpendiculares. 
Seja M a interseção das diagonais AC e BD. Temos assim quatro triângulos. 
interiores ao losango, com relação de semelhança LLL, implicando que AAMB = 
AAMD = ACMB = ACMD. Como todos os ângulos com vértice M destes quatro 


triângulos são iguais e somam 360^, então cada um vale 90", ou seja, AC 1 BD. 


172 v 


iv) Tode quadrilátero convexo que tem as diagonais cortando-se ao meio e 
perpendiculares é um losango. 
Seja M o ponto de interseção das diagonais de um quadrilátero ABCD. Suponha que 


AM=CM=x e ВМ = РМ = у. Desde que as diagonais são perpendiculares, pelo 


Teorema de Pitágoras temos que AB=BC=CD=DA = Jx *y'. implicando que 
ABOD seja um losango. 


V) Area: 

1 Traçando uma das diagonais. como na figura ao lado. 
dividimos um losango em dois triángulos congruentes, 

d de bases d e altura D/2. 
Assim, a área de um losango é igual a D d/2 

i 

EI d а — — — —— 
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5.5) PARALELOGRAMO 
Um quadrilátero convexo é um paralelogramo se e somente se possui os lados opostos 
paralelos. Perceba que a partir desta definição podemos afirmar que todo quadrado. 
assim como todo retângulo e todo losango é um paralelogramo. 

D 


ABCD é um paralelogramo <> 
AB || CD с AD || BC. 


5.5.1) Propriedades do paralelogramo 

i) Em todo paralelogramo dois ángulos opostos quaisquer sáo congruentes. 

Se ABCD é um paralelogramo tem-se que AB | CD e AD || BC, implicando que 
A+B=180" e B+C = 180°, de onde conclui-se que А 2C. Analogamente. pode-se 
demonstrar que B-D. 


РЕЧ ТА SER + 


— 
ii) Em lodo paralelogramo dois lados opostos quaisquer sáo congruentes. 

Trace a diagonal AC do paralelogramo ABCD. Note agora que os triangulos AABC e 
AADC possuem os lados paralelos e o lado AC comum. ou seja. AABC = SADC. 


Desta relação de congruência segue que AB=CD e BC=DA 


iii) Em todo paralelogramo as diagonais intersectam-se nos respectivos pontos médios. 


^ Seja M a interseção das diagonais. Como ABCD é um 
M paralelogramo, entào AB=CD e AB || CD > 
ZBAM = ZDCM e ZABM = ZCDM 
A B Assim. tem-se que AABM = ACDM > 


AM=CM e BM=DM. 


iv) Todo quadrilátero convexo que tem as diagonais cortando-se ao meio é um 
paralelogramo. 
Seja M A о ponto de de interseção das diagonais de um quadrilátero ABCD. Como 


AM=CM. BM=CM e ZAMB = ZCMD então AABM = ACDM. Assim. tem-se 
que АВАМ = ZDCM. ou seja. AB || CD. 

Analogamente pode-se demonstrar que DA || CD, fazendo com que ABCD seja um 
paralelogramo. 


vi) Área: 
P Demonstração: 


l' vaso: Quando as 
projeções — dos pontos 
médios dos lados encontram 
a base. 


2" casu: Quando as projeções 
dus pontos médios dos lados 
não encontram a base. 


—— - 
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As figuras mostram que todo paralelogramo é equivalente a um retàng 
base e altura. Assim, a área de um paralelogramo € igual a S = b.h 


2" Demonstração: 


Tracando um das diagonais do paralelogramo, a figura 

original fica dividida em dois triángulo de bases b e 
p altura h. 

Assim, a área do paralelogramo vale: 


——— —— g= ,bh > S=bh 


Observação: 
Em todo paralelogramo é possível identificar dois pares de base e altura: 


Independentemente do par base x altura escolhido. evidentemente a área 
salculada apresenta o mesmo valor: 


S = bh, == b..ho 


5.6) TRAPÉZIO 
Um quadrilátero convexo é um trapézio se e somente se possui dois lados paralelos. 
Estes lados paralelos são conhecidos como bases. A partir desta definição podemos 
concluir diretamente que todo paralelogramo é um trapézio. 

D С 


ABCD é um trapézio <> 
AB || CD ou AD || BC. 


A B 


Quando os lados não paralclos possuem igual comprimento dizemos que o trapézio € 
isóscelos. 


Quando um dos lados nào paralelos é perpendicular às bases dizemos que o trapézio é 
retângulo. 


Area 


: (B+b) 
A área S de um trapézio de base maior B, base menos b c altura h vale S =| = |.h 
xs й 


I Demonstração: 


b+x 


——M—— 
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Tracemos РО // BC passando pelo ponto médio M de AD. Assim. teremos que us 
triángulos APM e DQM são congruentes. 

As figuras acima mostram que todo trapézio é equivalente a um paralelogramo de 
mesma altura. 

Além do mais, se B é a base maior do trapézio, podemos observar que: 


= B+b 
B-x=b+x > х= 3-0 > B-x=b+x= 


A E B+b 
Portanto, a área do trapézio é dada por S= E h 


- 


Obs: A construcáo acima é sempre possivel desde que se trace a paralela ao lado do 
trapézio que possua menor declividade com relação às bases. 


2º Demonstração: 


B 


Considere a diagonal BD. que divide o trapézio ABCD em dois triângulos. um de base 
b c outro de base B. Perceba quc os dois triángulos apresentam mesma altura h. 


. P. Bh bh B+b 
Deste modo. a área do trapézio vale: S= тее — S 5 h 


5.7) TEOREMA DA BASE MÉDIA 


5.7.1) Em Triángulos: 


5.7.1.1) Num triangulo qualquer, o segmento de extremidades nos pontos médios de 


dois lados (base média relativa ao terceiro lado) é paralelo ao outro lado e a metade 
deste. 


> е АМ = МВ 
АМ№= МС 


— BC 
> MN//BCeMN-—- 


B С 
Demonstração: 


Prolongando MN. obtém-se M` tal que 
NM' = MN. Surge também o triangulo 
NCM', que é congruente ao triangulo 
AMN já que possuem dois lados 
congruentes, assim como o ângulo 
formado entre eles. Portanto: 
M'C-AM > M'C-MBe 

МАС = МСМ' > 


€!——————— MERE mm 
, oma gia E 7 3 
~< Wi T » , 

Nl —€———— [eee es o i 


BA//M'C. Finalmente, conclui-se c quc o quadrilátero MBCM! é um paralelogramo. por 
possuir os lados opostos BM e M'C paralelos e congruentes. 


n 
Logo, M'B // BCe MM’ = 2MN = ВС, ou seja: MB // BC e MN = cad. 


5.7.1.2) Se num triângulo uma reta passa pelo ponto médio de um lado e é paralela a 
um segundo lado, então essa reta passa pelo ponto médio do terceiro lado. 


AM = MB 


r = MN//BC > AN = МС 
(Ne AC) 


Se N não fosse ponto | médio de AC, então, 
sendo N' tal ponto. MN' seria uma paralela a 


BC. por M, distinta de r. o que é um absurdo. 
pelo postulado V dc Euclides. Logo. na 
realidade. N = № e NA = NC &(c.q.d) 


5.7.2) Em Trapézios 
5.7.2.1) Num trapézio qualquer, o segmento que liga os pontos médios dos lados 


obliquos é paralelo às bases e a média aritmética entre eles. 
B 


N AM = MD 
BN = NC = MN// ABU/CD)e 


AB//CD 


M 


Demonstração 


MN = MP + PN = £D. АВ > MN = 


1.7.2.2) Corolário 


Seja P o ponto médio da diagonal AC. Então. 
MP é a base média do triángulo ACD 
(relativamente a CD) e NP é а base média do 
triangulo ABC (relativamente a AB). Assim, 
MP//CDe NP//AB. Como  AB//CD. 
conclui-se que MP//AB. Já que a paralela a 
AB por P é única, conclui-se que M, P e N 
estáo alinhados, numa paralela às bases. Além 


disso: 
AB+CD 
2 


(c.q.d.) 


A base média de um trapézio divide as diagonais ao mcio. 


5.7.2.3) Se num trapézio uma reta passa pelo ponto médio de um lado obliquo e é 
paralela às bases, entáo ela passa pelo ponto médio do outro lado obliquo. 


A demonstração fica como excrcício. 


5.7.2.4) O segmento que liga os pontos médios das diagonais de um trapézio é igual à 


semi-diferença entre as bases. 


D 
Demonstração: 


Suponha-se que, inicialmente. que 
CD>AB. 
Sendo P e Q pontos médios dos lados 


ADe BC, respectivamente. Como 
visto na demonstração do teorema 2.1.. 
é fácil ver que P, N, M e Q são 
colincares, o que significa que PM e 
PN são bases médias nos triangulos 


а" 


T 
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ACD e ABD, respectivamente. Dessa forma: PM = e PN = Аз. 
Finalmente: MN = РМ —РМ= Cone 
O caso em que AB>CD implica, de forma análoga, que MN = АВ-С0. Em 


qualquer caso: MN -[ (c.q.d.) 


OBS: O segmento MN é denomina mediana de Euler. Na verdade, esse é um 
conceito mais geral, que vale para qualquer quadrilátero convexo. Ou seja: mediana de 
Euler é o segmento que liga os pontos médios das diagonais de um quadrilátero 
convexo. Para mais detalhes consulte o capítulo sobre Área a Relações Métricas nos 
Quadriláteros. A fórmula obtida, entretanto, vale apenas em trapézios. 


Exemplos: 


1) Demonstre que, em um triângulo retângulo. a mediana relativa à hipotenusa possui 
comprimento igual a metade do comprimento da hipotenusa. 
Solução: 


Considere o triângulo retângulo AABC ao lado. onde AM é 
a mediana relativa ao lado BC. Trace uma paralela a AC 
passando por B e trace uma paralela a AB passando por €. 
Essas paralelas cortam-se em D. Como ZBAC = 90º então 
ABCD е um retângulo e BC é uma diagonal deste. 


Desde que ABCD é um retângulo, então o ponto M (médio de BC) é o encontro das 
diagonais de ABCD, fazendo com que AM esteja sobre a diagonal AD do retângulo 
ABCD. Como as diagonais de um retângulo são congruentes e cortam-se ao meio, 
concluimos que AM = BM = CM. 


2) (UFV-2003) Um terreno de forma retangular foi dividido em quatro lotes 
retangulares onde são conhecidas as áreas de três deles, como ilustra a figura abaixo. 


[re pro 


A área total do terreno, em m”, é: 
а) 55,6 b)56,6 c)57,6 d)58,6 е) 59,6 
Solução: 


Designemos os comprimentos dos lados dos retângulos 
qua menores como mostrado na figura ao lado. Assim: 
ас= 11 be=5 bd=13 
DEB Portanto: (a.c(b.d)2 11.13 > (b.cXa.d)= 143 => 
S(ad)= 143 > а.а = 28,0 m° 
Somando todas áreas: S=11+5+13+28,6 > 5 = 57,6 п 
3) (Fuvest-2003) O triángulo ABC tem altura h e base b (ver figura). Nele. está 


inscrito o retângulo DEFG, cuja base é o dobro da altura. Nessas condições, a altura 
do retângulo, em função de h e b. é pela fórmula: 


a) bh 
h+ b ^ 

b 2bh | 
h + b 

à bh D h 
h + 2b É | 

d) - a 
2h + b B É с 

gts po e 
2(h > b 


Suponhamos que a altura relativa a A corte o retángulo 
em P e Q. Assim, temos que ADG ~ AABC: 


AR Qu — Кай ЖЕ. > bh-bx=2xh > 
DG BC 2x b 
bh 


xQh+b)=bh > x= 


2h +b 


4) (UECE-2004) O paralelogramo PQRS é tal que a bissetriz do ángulo Q intercepta о 
lado PS no ponto M com MS = 5m e МО = MR = 6m. Nestas condições a medida do 
lado PQ é: 

a)3.0m b)35m c) 4,0 m d) 4,5 m 

Solução: 

Seja ZPQR = 20. Se QM é a bissetriz 
interna de ZPQR então ZPQM = ZRMQ 
= 0. Como МО = MR então ZQRM = Ө. 
Desde que PM // QR então ZPMQ = Ө, 
fazendo com que APQM seja isósceles: 
х=у—5. 


ue Tm ERE: "APTA Mao ma TEPI mc сс 
EEE To TETE 
, P M x 6 
Assim, concluimos que ДРОМ ~ AMQR: Ig = чы > —= 
мо QR 6 x+5 


X'*5x-36-0 > (x+9(x-4)=0 > x=40m. 


5) (UFLA-2004) No retángulo de lados 6 cm e 4 cm, calcule o valor de x. tal que o 


ү | "W^ l z 
poligono ABCD tenha área igual a F da área do retāngulo. 


Solução: 
Pela simetria com que a figura é construida, podemos concluir que os lados do 
quadrilátero ABCD são iguais, ou seja. ABCD é um losango. Observe também que as 
diagonais de ABCD valem AC = 4 – 2x e BD = 6 – 2x. Como a área de um losango é 
igual á metade da multiplicação das diagonais: 

(4- 2xX6- 2x) 
ME mE 

4.6 


S 


ARCD 


== > = > (4-2xy(6-2x)-8 > 


y 
6 


о |—– 


РМА 


(2- хуз -х)= х2 5х+б=2 > x2-3x+4=0 > (x-1Xx-4)=0 э х= 1 


6) (UFRR-2004) Na figura abaixo. ABCD é um retángulo e o ponto Е ё médio do lado 
AB. O ponto F se localiza sobre o lado CD, de tal forma que o segmento EF divide o 
retángulo em dois trapézios. 

A E B 


D Е с 
Sabendo-se que a área do trapézio AEFD é o dobro da área do trapézio BCFE, pode-se 


afirmar que a razão CE é igual a: 
DF 


| | 1 
a) — b) — Ee n ES 
) n ) 5 c) d) e) : 
Solução: 


(AE + DF)AD 


ст. =н ARS ES AETDFS(BE*CF) = 
Siu (ВЕ+СЮВС 7 | = 
2 
г DF 
Ай pre cr] > br «A2 cr = or eg = 
pr e EA 
2 2 DF 3 


7) (Unifor-2002) Na figura abaixo tem-se um quadrado ABCD, no qual Mi. М›, М; е 
M, são pontos médios dos lados. 


oO 


Se AB = 5/5 ст, a área da regiáo sombreada, em centímetros quadrados, é igual a 
a)15 b)20 c)25 d)30 e)35 
Solução: 
D М c Pela simetria com que a figura é construída podemos 
EU. observar que AE = ВЕ = CG = DH, MiF = МС = MiH = 
M,E, EF = FG = GH = HE = x, ZABM, = ZBCM, = 


ZCDM; = ZDAM; = Ө. 


Nb M: Como ZAM,B = 90" — 0 e ZEAM, = 0 então (observando 
o AAEM,) temos que ZAEM4 = 90" = ZHEF. 
"ae Analogamente, pode-se demonstrar que ZEFG = ZFGH 
lien = ZHEF = 90", ou seja, temos que EFGH é um quadrado. 
2 Mi ^ Мо triângulo retângulo AEB temos que AE // M,F. Como 


M, é ponto médio de AB então M,F é base média de AAEB. ou seja, temos que F é 
ponto médio de EB e AE = 2М,Е. 

Analogamente, G é ponto médio de FC, H é ponto médio de GD e E é ponto médio de 
AH. Aplicando o teorema de Pitágoras em AAEB: 

AB'-EB'-AE! > 125=(2x +(x} > 5125 > xi225 > 

S гон = 25 cm? 


-- fas TEA "n form М 
8) (UFOP-2002) Na figura abaixo. ABCD é um | trapézio isósceles e EFGH é um. 
retângulo. Sabendo que a altura do trapézio ABCD é igual a 1. АВ = ае DC = b, 
determine a árca máxima que o retângulo EFGH podc assumir. 


Solução: 
O ponto Í é a projeção de A sobre DC. bem como 
J é a projeção dc B sobre DC. Como ABJI é um 


F retângulo temos que 1) = AB = a, implicando que 
DI = b-a 
я Seja EH = x. Desde que 4AID ~ ДЕНО: 
5 EH DH x DH С x(b-a) 
—  — =$ — = => DH = ———. 
Al DI | b-a 2 
2 
O x(b-a) 
Pela simetria, temos que CG = 5 > СН = СО - (ОН + Сб) = 6 -– х(Ь – а). 
Assim: Seron = EH.HG = x[b = x(b = a)] == (b = ac + b.x > РСН тах = cm 
»-a 


9) (ITA-2014) Considere o trapézio ABCD de bases AB e CD. Sejam M e N os 
pontos médios das diagonais AC e BD, respectivamente. Então, se AB tem 


comprimento x e CD tem comprimento y < x, o comprimento de MN é igual a 
| ' 

^QOx-y — BO ZG) CO 56-2) 

1 
DOsG*») EQ E+) 
Solução: 
Note que P, N, M e Q sào colineares e PM e PN são 
bases médias nos triangulos ACD e ABD. 


respectivamente. 


Dessa forma: PM = — = z. РМ =——= 5. 


Finalmente: MN = РМ ~ РМ = 


Lt 


AE É cd | 
10) (Colégio Naval-86/87) Considere um losango de lado L e área S . A área do 


quadrado inscrito no losango, em função de Le S é 


4S? 105: co 4S? "Ei 
a = "Mo us d)———— е) ————— 
L + 25 iL +5 [ 4$ 4L 4S L «8 
Solução: 


Sejam AC =ае BD=bas diagonais do losango ABCD 
e seja x o valor do lado do quadrado EFGH. 
Sabemos que S=a.b/2 еа? * b = 412, 


Como ABEF - ABAC: LS = e Nd 
EF A JN Za 
_ ab _ ab S 
a+b [atib ғар dab sas 2+5 
omo a área do quadrado é igual a x”, então temos que Squadrado = A E 
СЕ 


11) (Colégio Naval-98/99) Dado um trapézio qualquer, de bases 6 e 8, traca-se 
paralelamente às bases um seguimento de medida x que o divide em outros dois 
trapezios equivalentes. Podemos afirmar que: 
а)х= 6,5 b)x=443 c)7 d)x=342 e)x=7,5 
Solução: 
Corte o trapézio na direção de sua base 
Y menor e una os dois triángulos que 
aparecem lateralmente. 


IN X h x-b 

/ | É N | \ Pela semelhanga de triángulos que existe: 
| d B-b x-b h(x —b) 

-—— GA L— * aya шш. 


di B-b h y B-b 


Como as áreas do dois trapézios que surgem são iguais, então a área do trapézio 
superior é igual a metade da área do trapézio original: 


gr. Grm ,, Ax b) E Tu (B+b)h > 

Ax + bx -b) B - b(B-b) > e – 2) = В?) > ox'-2bp!-B'-p > 
2 2 

2x =B'+b > SES Sb 


Aplicando os valores do enunciado (B = 8 e b= 6) concluimos que x = 542. 


12) (IME-2006) Um trapézio ABCD, de base menor AB c base maior CD, possui base 
média MN. Os pontos M' e Nº dividem a base média em três segmentos iguais, na 
ordem MM'N'N. Ao sc traçar as retas AM’ e BN’, verificou-se que as mesmas se 


goo cenário E AN mar EA р 


D 
VETT ua dew m s EE €— 


emma ху o E ra da a PUER PPAR Y 


“ e 
< эй, E y П 


епсопігагат sobre о lado CD no ponto P. Calcule a área da: trapézio M N'CD em 
funcào da árca de ABCD. 
Solução: 


д : Sejam AB = y. CD = x e h a altura do trapézio. 
Uma vez que MN é base média de ABCD então 
IM: - N fes x+y | 


2 


... Como M` e N` dividem o segmento MN em trés partes 

9 Р c и Xy 
iguais, então М'№'= ——. 
) 

Já que os triángulos be e M'NºP são semelhantes na razão de 2 para 1: 

An 2 zo 29 + 2 
———— = => = — => 5 = N , -> xX = 2 , 
M'N' у= 6 S y y 


Área de ABCD: S (x + y)h „Зуп 


лп р 
һ х+у 
CD+M'N9- (x+ » И К 
За M Lauda M 6 _(Ox+y)h _15yh _ 5yh 
à 2 4 24 24 8 
Syh 
Sunen 8 _3 5 
Logo: МСО. É = — e ал aS a 
СБ 3yh 12 M'N'CD 12 ABCD 
5 


13) (IME-2010) Seja x o valor do maior lado de um paralelogramo ABCD. A diagonal 
AC divide À em dois ângulos. Iguais a 30? e 15º. A projeção de cada um dos quatro 
vértices sobre a rela suporte da diagonal que nào contém forma o quadrilátero 
A'B'C'D'.Calcule o perimetro de A'B'C'D'. 

Solução: 


Lei dos senos ст AABD: 
„88 AB = AB=2x.sen 15° > 
sen30?  senl5? 


У (43 — 1x 
? 


AB= 


Lei dos cossenos em AABC: 
AC" = ЛВ + ВС – 2.АВ.ВС.соѕ 45° > 


Ages e чы ый, Lol i-i > 


2 
AC = хЧ{4-2,3у > tio po 2 ac=(V3-1)x 


Lei dos senos em AABC: 


DU ERITREA TOS sac bara е? 
Caps? b Jatir ^ 
s x 


NE 
J2(43 —1)x 


AP = e = S > sena=0,5 => а = 30° 
sena  sen43? sena J2 
5 


Em AACC" tem-se que a + В = 75° > p = 45° 


J/2(45 - Ux 
d 


Como CD'DC" é um quadrilátero inscritível, tem-se que ZC'CD = ZC'D'D = 60? 
Do mesmo modo, ADD'A' é inscritível, fazendo com que: 

LADA = LADA’ = 15° 2 ZAD'C'230? 

Lei dos senos em ACC'D': 


Em ADCC’: CC’ = CD.cos 60" > CC'= 


V23 -1)х 
p Gin 3 Ep uc ӨЗ =1x 
= = > C'D'———— 
sen30?  senl33? | EE 2 
2 2 
Lei dos senos em AB'C'D': А 
(43 - x 
BO LCD. uo Be a sn e JE 
sen30?  senl5? 1- ET 2 
2 | 4 


ortanto, o perimetro de ATB'C'D' vale: 2р = 2(C'D' + B'C')= (43 + J3- Ix 


14) (Olimpiada do Cone Sul-88) No quadrado ABCD consideram-se as diagonais AC e 
BD. Seja P um ponto qualquer pertencente a um dos lados. Demonstrar que a soma 
das distáncias de P às duas diagonais é constante. 
Solução: 
A B Uma vez que as diagonais de um quadrado são perpendiculares, 
SÍ PM 1 BD e PN L AC. então temos que PM || AC c PN || BD. 
Assim, concluímos que PMON é um retángulo, fazendo com que 


РМ = ОМ еРМ = МО. 
à A N Por outro lado. como ZMDP = ZMPD = 45º e ZDMP = 90º 


D p c então pode-se afirmar APMD é triângulo retângulo isósceles, ou 
seja, PM=MD. 
Assim: PM + PN = MD + MO = OD, que é constante. 


15) (Olimpiada da Rússia-63) As duas diagonais de um quadrilátero dividem-no, cada 
uma. em duas partes de igual área. Prove que ele é um paralelogramo. 
Solução: 


E 


; / 27: РЕТІ CI S. : 
Lm IRU SUDP RE IVO QUEGNI LFLEE WU LL 


= с Suponhamos que as diagonais de ABCD se encontram em 
M. Sejam: 

S S, = área de AABM. S; = área de ABCM, 

B $, = área de АСОМ е S,-área de ADAM. 


Pelo enunciado: Sj + S= S; - 5, e Si - Sj-2 55+ $; > S, 2S, e S2=S, > 
a.b.sen 0 > c.d.sen Ө b.c.sen(180" —0)  a.d.sen(180" —0) 
E ME GR Ex ISIN Gr 


ab-cd c be=ad > a=ccb=d = as diagonais de ABCD se cortam ao 
meio => ABCD é um paralclogramo. 


16) (Olimpiada do Pará-2013) A figura abaixo é formada por um trapézio isósceles e 
duas circunferéncias tangentes entre si. Sabe-se também que AD e BC sáo diámetros 
das circunferências e DC = 3.AB. 


D C 
a) Se o raio das circunferéncias é 2, calcule quanto vale a área do trapézio? 


b) Achar a distáncia desde o ponto de tangéncia das circunferéncias à reta AC. 
Solucáo: 


a) Sejam O c O` os centros das circunferências. 
Sejam E e F os pontos de encontro das 
circunferéncias com a reta CD. Uma vez que 
os triángulos ADE e BCF estão inscritos em 
semi-circunferéncias então AE 1 DC e BF L 


DC. Assim. AE = BF = altura do trapézio. 
Por outro lado. DC = 3.AB então AB = DE = 
FC. 


Desde OO” é base média de ABCD: 
OO =(AB+DC)2 > 4 = (4.АВ)/2 > AB=2 > DC=0. 
Aplicando o Teorema de Pitágoras em AADE: 
ADDE «AE! > 16244 > һ= 243. 
9 ^ 
(AB BOR Е SEE a 


Portanto: S = 


а тиот. emm ener птшүтрүтт»үзлүргрлтн үрүт жуут — 3 
AG ЫГА 9 1) f "fj 
чч v БИ d 44801 а дој ЖУЗ. aa scant е HP VS. ue 


b) Como o ponto de tangência está alinhado com os centros das circunferências, a 
distância do ponto de tangência à reta AC é igual à metade da altura do trapézio. 


Logo: х= т = 5. 


17) Considere um quadrado ABCD de modo que P é um ponto em seu interior. Se РА 
= a, PB = b e PC = с, determine o valor de PD. 
Solução: 

D Seja I a interseção das diagonais de ABCD e L o valor de seu 


P VA lado. Tracemos agora os segmentos PA, PB, PC, PD e PI. Como 


as diagonais de um quadrado são congruentes e cortam-se ао 
YX mcio, entáo Pl é mediana dos triángulos AACP e ABDP. Assim: 
SS 1) PA? «pc? = se — +2PP > а + с2= 12+ 2.рГ? 
i) РВ? «PD! = E HP > pedis e 2r 


- 


3 2 > > 2 
Desta forma: a! +c=b+d > = үа +e -b 


18) AB e CD são as bases de um trapézio e | é o ponto de interseção das diagonais, 
Provar que a árca do triángulo AID é igual à área de BIC e que a área AID é media 
geometrica das áreas de AIB e CID. 
Solução: 
Considere que ZAÍD = ZCÍB = 0. 
ЛАІВ ~ ACID => = > ALDI-BI.CI > 
(AL.DI.sen 0)/2 = (BI.Cl.sen 0/2 > 5; = 5, 
Note agora que: 
в 5: = [АІ.ВІ.ѕеп (180º — 0)//2 = (Al.Bl.sen 0)/2 
Analogamente: 
$;:-(Bl.Cl.en0y2 $; = (СІ.О1.5еп 0)/2  S,=(Al.Dl.scn 0)2 
Portanto: S.S; = (ALBI.CLDI.sen Ө)/2 е 5,.5, = (ALBI.CI.Dl.sen 0/2 => 
S.S; = SS, = (Si) 2 5, = 4/5,5,. 


19) (OBM-2003) Uma folha retangular ABCD de área 1000 cm? foi dobrada ao meio e 
em seguida desdobrada (segmento MN); foi dobrada e desdobrada novamente 
(segmento MC) e finalmente. dobrada e desdobrada segundo a diagonal BD. Calcule a 
área do pedaço de papel limitado pelos três vincos (região escura no desenho). 


Solução: 

Seja O a interseção de BD com MN e seja P a interseção de MC com BD. Uma vez 

que M e N são pontos médios de AB e CD, respectivamente. então O é ponto médio 

de MN. Como ACPD ~ AMPB: ME - РИЙ =$ ME => SAL ed. 

CP CD (CP -2 MC 3 

Por outro lado: Sanco = 1000 ст? > Sunc = 500 cm? > Scun = 250 em? 
MO.MP.sen(PMO) 


Ha. A ME ze CM LA cs Saa, 
Sc  MN.MC.sen(CMN) MN MC 250 203 3 


2 


20) (OBM-2001) Uma folha de papel retangular ABCD, de área 1, é dobrada em sua 
diagonal 4C e, em seguida, desdobrada; depois é dobrada de forma que o vértice 4 
coincida com o vértice C с. em seguida, desdobrada. deixando o vinco MN. conforme 
desenho abaixo. 

A M B 


D N C 
a) Mostre que o quadrilátero AMCN é um losango. 
b) Se a diagonal AC é o dobro da largura AD, qual é a área do losango АМСМ? 
Solução: 
a) Sc na segunda dobra a vértice A coincide com o vértice A então temos que AM = 
MC. Analogamente, temos que CN = NA. Entretanto, devido à diagonal AC. temos 
que ZMAC = ZMCA = ZNCA = ZNAC. implicando que AACM = AACN. ou seja. 
AM = MC = СМ = NA. Assim, provamos que АМСМ é um losango. 
b) Seja P encontro de AC e MN. Se AC = 2AD então: 
sen(ZACD)= 1/2 => ZACD=30" > ZNAC=30" > ZDAN=30" 
Como AP = AD, temos que AADN = AAPN. De forma análoga, ACBM & ACPM. 
Assim, podemos dividir o quadrado ABCD em scis triángulos congruentes: AADN = 


AAPN = ACPN = ACBM = ACPM = APM. Destes, quatro pertencem ao losango 
AMCN. 


¿RRA RITA MERDA mp NBN. 


~ 


La fio: 


4 
Logo: Sans Ee А 


Anco > Samen = 


21) (OBM-2000) O trapézio ABCD tem bases AB e CD. O lado DA mede x e o lado 


BC mede 2x. A soma dos ángulos DAB e ABC é 120". Determine o ángulo DAB. 
Solução: 


n i Tracemos DM // BC. 
Como ZAMD = ZABC е ZDAM + ZAMD = 
4 = LDAM + ZABC = 120? tem-se que ZADM = 60º. 


Como AD = x e BC = 2x, sendo P o ponto médio de 
DM, então AD = DP = x e ADP é um triângulo 
equilátero, isto é, AP = a. 

Portanto APM é um triángulo isósceles com então ZPAM = ZAMP e como ZDPA é 
um ângulo externo do triângulo APM temos: 

60º=ZDPA=ZPAM + ZAMP -2. ZAMP=2. ZABC. 

Portanto, ZABC =30º e ZDAB =120º – ZABC = 90º. 


' M " 


22) (OBM Jr.-95) ABCD é um quadrilátero convexo; M e N sáo os pontos médios dos 
lados AB e CD. Prove que se o segmento MN divide o quadrilátero em dois de mesma 
área, entào ABCD é um trapézio. 

Solução: 

Para facilitar o cálculo das áreas. separemos 0 
quadrilátero em quatro triângulos: AADM, 
АОММ. ACMN e ABCM. 

Sc MN divide o quadrilátero inicial cm dois 
quadriláteros de mesma área: Sauxp = $нсхм > 
Som + $рмх = Semn + Ѕвсм => 

AM.h,/2 + DN.h;/2 = BM.h,/2 + CN.h;/2 
Entretanto, como N é o ponto médio de CD, então DN = CN, e como M é o ponto 
médio de AB, segue que AM = BM. 

Desta forma: AM.h, + DN.h; = АМ.ћ + ОМ; > h =h. 


Sendo h, = hz, o segmento CD é paralelo ao segmento AB, caracterizando um 
trapézio. 


23) (Olimpiada da Africa do Sul-2000) ABCD é um quadrado de lado 1. P c Q são 
pontos sobre os lados AB e BC, respectivamente, tal que ZPDQ = 45". Determine о 
perimetro de APBQ. 

Solução: 


E A A ОИН ЧР O O i 


mean: е rr г н тему уи; 


в Em AAPD temos que AP = tg сеет ACOD temos que 
CQ = tg |3. 
Assim: PB=1-tga e ОВ = I - tg 3, onde a + [3 = 45". 
-JL tg(a + 3) = 0р 45" > tga+ttg В = l -te atg D. 
Portanto: РО? = (1 ~ tg ay + (1-40 py 5 
PQ'22-2(potigp)ttg'asw p > 
РО = 22-201 - tgcig B) ttg urg В > 
€ PQ = 0 a ig! В + 24g tg Bo (le a+ te D) > 


РО= ша tg B 
Assim, o perímetro de APBQ vale: 
PB+QB+PQ=I-ga+i-wB+iga+rtgB=2 


24) (Olimpiada da Índia-97) Um trapézio possui diagonais perpendiculares e altura 10. 
Determine a área do trapézio se uma diagonal mede 13. 

Solução: 

Teorema de Pitágoras em ADBQ: 

133210 + х? > x/=69 > x=V69 

Teorema de Pitágoras em AACP: 

= 10 + (у +) > y+b= Ча? -100 

Seja BR // AC. сот R по prolongamento de ОС: 
(469 «^y cb) 2 I3 «d! > 


(69 + Vd? 2100)! 2169. d^— 
692/6947 2100) + 4% 21002169 « 4% > (690: -100) 2100. > 


ZEO es. c eH. „шыш 
69 69 69 
Como as diagonais sào perpendiculares: 
13.d 3 13 454/69 
„159 13 130/09 с _ 3454/69 
2 2 69 69 


5.8) CONDIÇÕES DE INSCRIÇÃO E CIRCUNSCRIÇÃO — 


5.8.1) Quadrilátero Inscritivel: “Um quadrilátero convexo ABCD é inscritivel em 
uma circunferência se e somente se А +C=B+D=180º". 
Demonstração: 
i) “Se ABCD é inscritivel então A+C=B+D=180"" 
\ 
Сото А е С compreendem os mesmos pontos B e D 
sobre a circunferéncia. entáo temos que: 
2А =360"-2C > A+C=180". 
Analogamente, pode-se demonstrar que B+D=180". 


ii) “Se A+C=B+D=180" então ABCD é inscritivel” 
A 
Tracemos a circunferência & que passa pelos pontos A, B e 
D Р. Seja C` a interseção da reta CD com &. 
Como ABC'D é inscritivcl então ZABC' + ZADC' = 180º, 
Como C' pertence a reta CD temos que ZADC' = ZADC. 

S Entretanto sabemos que ZABC + ZADC = 180" = 
ZABC' = ZABC => C=C > ABCD é inscritivel. 
Observe que na figura ao lado o ponto C é interior à &, 
entretanto, no caso em que C fique exterior à circunferência, 
a demonstração é análoga. 


5.8.2) Quadrilátero Circunscritivel: 
"Um quadrilátero convexo ABCD admite uma circunferéncia inscrita sc e somente se 
a soma dos lados opostos é igual: AB + CD = BC + DA”. 
Demonstração: 
‹ Ida do teorema 
Suponhamos que o quadrilátero convexo ABCD possui uma 
circunferéncia inscrita. 
Como K. L, M e N são pontos dc tangência, então: 
AK = AN, BK = BL. CL = CM e DM = DN. 
Assim: АВ + СО = АК + BK + CM + DM = 
\ K В = AN + BL + CL + DN = (BL + CL) + (AN + DN) = BC + DA. 


volta do teorema 
Suponhamos, agora, que em um quadrilátero convexo temos a 
relação 
AB + CD = BC + DA 

Tracemos a circunferência inscrita ao triângulo cujos lados 
estão sobre as retas que passam por A e B. B e C. C e D. 

i: Н А partir de A trace uma tangente a esta circunferencia, que 
encontra CD em E. Como ABCE é circunscritivel, temos que 
AB+CE=BC+EA > AB-BC=EA-CE > 
DA-CD=EA-CE > DA=EA+(CD-CE) > 
DA=EA+DE > ospontos De E coincidem => ABCD é circunscritivel. 


Perceba agora que se ABCD é 
circunscritivel, então o centro O de sua 
circunferência inscrita está a uma igual 
distância de AB, BC, CD e DA. Assim. pela 
propriedade de bissetriz, podemos afirmar 
que O é o ponto de interseção das bissetrizes 
dos quatro ángulos internos de ABCD. Em 
quadriláteros convexos, o fato de as quatro 
bissetrizes internas serem concorrentes 
ocorre somente quando o quadrilátero é 
circunscritivel 


D C 


Note também que, desde que os lados de um quadrilátero circunscritivel sào tangentes 
a uma circunferência, então quando traçamos os segmentos determinados pelos pontos 
de tangência e pelo centro O do circuncirculo, temos que estes quatro segmentos são 
perpendiculares aos respectivos lados do quadrilátero em que foram traçados. 


Por exemplo, todo losango é circunscritivel. De fato, como as diagonais são 
bissetrizes dos ángulos internos, o ponto de encontro delas é eqüidistante dos quatro 
lados. Logo serve de centro à circunferência inscrita. 


ABC = CBD > OP = OQ 
АСВ = ACD > ОО = OR 
ВОС = ВВА > ОВ = OS 


Logo, OP = OQ = ОК = OS = Raio da 


circunferência inscrita no losango 


Nenhum quadrilátero cóncavo pode ser circunscritivel. Para existir a circunleréncia 
inscrita. ela tem que tangenciar os quatro lados. não sendo conveniente que a 
circunterência tangencie prolongamenta(s) de lado(s). 


n n 
A náo serve como 


ABCD. côncavo, nào er circunscritível : Wu е 
CP. сопе pode ser circunscrit circunferencia inscrita. 


Exemplos: 
1) (ITA-94) Numa circunferência inscreve-se um quadrilátero convexo ABCD tal que 


ABC = 70". Se x = ACB + ВОС, então: 
a)I20" b)x=110º c)100° d)90^ сух=80° 


Solução: 
^ Como ABCD é inscritivel então 
à ZADC = 180" - ZABC = 180" – 70° = 110" 
Uma vez que os angulos inscritos ZACB e ZADB compreendem a 
mesma corda AB na circunferência. então ZACB = ZADR. 
D C Assim, x= ZACB + ZBDC = ZADB + ZBDC = ФЛЮС = 110" 


2) (Olimpiada de Wisconsin-94) Em um quadrilátero ABCD mostre que se ZCAD = 
ZCRD então ZABC + ФАРС = 180". 
Solução: 

à Seja 1 a interseção das diagonais de ABCD. Como САР = 


ZCRD e ZAID = ZBIC então AAID ~ ABIC, fazendo com 
B que ZADI = ZBCI. 
E) с MB AL DI 
e 


AAID ~ ABIC — = => = (1) 
DI С] BI CI 


Da relação (1) e do fato de que ZAIB = ZCID então 
\АІВ - ADIC > ZBAI = ZCDI e ZABI = ZDCI. 


77 «Neu 


Como a soma dos ángulos internos de um quadrilátero é igual a 360º. então: 
ZDBA + ZCBD + ZACB + ZACD + ZBDC + ZBDA + ZCAD + ZCAB = 360" => 
ZDBA + ZCBD + ZBDA + ZCAB + ZBDC + ZBDA + ZCBD ~ ¿BDC = 360" -> 
X(ZDBA + ZCBD) + AZBDA + ZBDC) = 360" > ZABC + ADC = 180" 


3) (Olimpiada da Alemanha-2000) Um quadrilátero convexo ABCD está inscrito em 
um semicirculo de diámetro AB. Sejam S o ponto de interseção de AC e BD e To pé 
da perpendicular baixada de S a AB. Mostre que 57 divide o angulo ZCTD ao meio. 
Solução: 

Como os AADB e AACB estão inscritos em uma semi- 


р) EU 
NM C circunferência, então ZADB = 90 e ZACB = 90" 


e Pela figura notamos que ZDAC = ZCBD. Desde que 

AS ZDAS + ZATS = 180", então o quadrilátero ATSD é 
A y insuritivel. 
Assim, os pontos A, T, 8 e D pertencem a uma mesma 
circunlerência, fazendo com que ZDTS = ZDAS = ZDAC. 
Analogamente. o quadrilátero BCST também é inscritivel, implicando que 
ZCTS = ZCBS = ZCBD. 
Сото ZDAC = ZCBD > ZDTS = ZCTS > ST divide o ângulo ZCTD ао meio 


4) Prove que se um ponto é escolhido em cada lado de um triangulo, então as 
circunferências determinadas por cada vértice e os pontos nos lados adjacentes passam 
por um ponto fixo. Este teorema toi publicado pela primeira vez por A. Miquel em 
1838. 

Solução: 

Consideremos inicialmente o caso em que o ponto fixo está no 
interior de AABC. Os pontos D, E e F são pontos quaisquer 
sobre os lados AC. BC c AB, respectivamente. Tracemos as 
duas circunferéncias que passam pelos pontos F. B. E e D. C. E. 
Designe por M o outro ponto de interseyáo, distinto de E. entre 
estas circunferências. Perceba agora que temos dois 
quadriláteros inscritíveis: BFME e CDME. 

Em BFME temos: ZFME = 180" - ZABC. 

Em СОМЕ temos: ZDME = 180" ~ ZACB. 

Somando estas duas equações: ZFME + ZDME = 360" - (ААВС + ZACB) = 
ДЕМО = ZABC + ZACB- 180°- ZBAC > AFMD é um quadrilátero inscritivel => 
o ponto M pertence às três circunferências. 

A análise do caso em que M é externo ao triângulo AABC é similar ao caso em que M 
é interno a AABC e fica como exercicio. Como exercicio fica também uma 
propriedade interessante associada ao Ponto de Miquel: Demonstrar que os centros das 
circunferências formam um triângulo semelhante a AABC. 


5) A dilerenca de dois lados opostos de um quadrilátero circunscritivel a um circulo é 
igual a 16 m ca diferença dos outros dois lados é 8 m. Calcular os lados do 
quadrilátero, sabendo-se que scu perímetro é 60 m. 

Solução: 

Suponhamos que AB = a, BC = b, CD = с е DA = d. Pelo enunciado e pelo fato que 
ABCD é circunscritivel temos que: 

b-d=16 (1) c-a=8 (2) 

atb+re-d=60 (3) atc=b+d (4) 

Substituindo (4) em (3) temos que a+c=b+d=30 (5) 

De (1) e (3) concluimos que b = 23 e d = 7. Analogamente, de (2) e (5) concluimos 
ачеа = 19 ес= 11. 


6) Хоја AABC um triángulo acutángulo dc ortocentro Н. Prove que os pontos 
simétricos de H em relacáo a cada lado de AABC pertencem à circunferencia 
circunscrita a AABC. (Nota: dizemos que o ponto Y é simétrico do ponto X em 


relação à reta t se XY é perpendicular a t e o ponto de interseção de XY e t é o ponto 
médio de X Y). 


Solução: 


Seja C' o ponto simétrico de H em relação à AB. 

Como НЕ = FC' então ЛАНЕ = AAC'F > 

ZBAC'= ZBAD=90"-B > ZAC'F-B. 

Analogamente podemos afirmar que АВНЕ = АВСЕ = 

ZABC'=ZABH=90"-A > ZABC'=A. 

Assim: ZAC'B= ZAC'F + ZABC'=A+B=180"-C > 

Р o quadrilátero ACBC' é inscritivel => 

— id C' pertence circunferéncia circunscrita a AABC. 
^nalogamente, pode-se provar que os pontos simétricos de 

H cm relacáo a AC e BC também pertencem ao circuncírculo de AABC. 


7) (IME-94) Seja ABCD um quadrilátero convexo inscrito num círculo e seja I о 
ponto de interseção de suas diagonais. As projeções ortogonais de I sobre os lados AB. 
BC. CD e DA são, respectivamente. M, N, P e Q. Prove que o quadrilátero MNPQ é 
circunscritivel a um círculo com centro ст 1. 

Solução: 


pee > 


Inicialmente note que AMIQ, DQIP. CPIN e BNIM são 
quadriláteros inscritíveis pois todos possuem dois angulos 
opostos somando 180". 

Como AMIQ é inscritívell > МО = ZMAIL. pois estes 
dois ángulos compreendem a mesma corda na circunferencia 
circunscrita a AMIQ. 

Perceba agora que ZMAI = ВАС = ZBCD. pois ZBAC e 
ZBCD compreendem a mesma corda na circunterencia 


circunscrita a ABCD. 

Repare agora que ZBCD = ZPQI, já que estes dois ângulos compreendem a mesma 
corda na circunferência circunscrita a DQIP. 

Portanto, temos que ZMQI = АРІ, ou seja, QI é a bissetriz de ZMQP. 

Analogamente pode-se demonstrar que PI é bissetriz de QPN. NI é bissetriz PNM e 
MI é bissetriz de NMQ. Desde que a bissetriz de um ángulo qualquer XOY ¿o lugar 
geométrico dos pontos cujas distâncias a OX e OY são iguais, então | (que ca 
interseção das bissetrizes dos ángulos internos de MNPQ) é o ponto cujas distáneias a 
MQ. QP, PN e NM são todas iguais. ou seja, existe uma circunterência inserita em 
MNPQ com centro em I. 


8) (ITA-2002) Num trapézio retángulo circunscritivel. a soma dos dois lados paralelos 
é igual a 18 cm e a diferença dos dois outros lados é igual a 2 cm. Se r ¿o raio da 
circunferência inscrita e a é o comprimento do menor lado do trapézio. então a soma а 
* r (em cm) é igual a: 

a)12 Ы) c)IO d)9 “8 

Solugáo: 

Inicialmente devemos notar que em um trapézio 
retângulo circunscritível o menor lado é a base menor. 
Como o quadrilátero é circunscritivel: b+d=a + c 7 18 
cm. Pelo enunciado: 

b-d=2cm > b-l0cm d=8em. 

Assim: r= d/2 = 4 cm. 

Separemos agora o trapézio em um retângulo c um 
triângulo através de uma reta perpendicular às bases. 
Aplicando o Teorema de Pitágoras: 

Б = (25) + (с-а) > 100 = 64 + (c— ay > с-а= 6 ст. 

Como a *c- 18 ст então а= бет e с= 12 ст > а+ге6б +4 = 10 ет. 


4— q4——R4— cg 


9) Provar que em todo quadrilátero inscritivel, o produto das distâncias de um ponto 
qualquer do cireuncirculo a dois lados opostos é igual ao produto das distâncias aos 
outros dois lados opostos. 

Solução: 


Uie S Msdsie ses Nor Génmps _ 
E. F Ge Н são os pés das perpendiculares de um ponto 
M. sobre a circunferéncia, a AB, BC, CD c DA, 
respectivamente. 
Como ZMCF = ZMAE então AMCF - AMAE > 
ME MF zx ME MA 
MA МС MF MC" 
Como AMCD é inscritivel então: 
ZMCD = ZMCG = 180" – ZMAD= ZMAH > 


t G - 
/ MH MA 
p АМАН - AMCG > ы = MIS = —=— 


MA MC MG MC 


ca 


ME 
Portanto: AME = hn > ME.MG = МЕ.МН 
MF MG 


10) Seja ABCD um quadrilátero inscritivel e sejam I, In, L e ly. respectivamente, os 
incentros dos triângulos ADAB, AABC, ABCD, ACDA. Prove que [,l[, é um 
retângulo. 

Demonstração: 

Desde que ZDAB = ZACB então 

ZDAB * ZDBA = ZCAB + ZCBA. 

Desde modo: ZI,Al,7 ZI,AB – Д1,АВ = 
-(ZDABy2 -(ZCAB)/2 = (ZCBAY2 - ( ZDBAy2 = 
= ZIBA- ZIBA=LBL > 

A. B, la, I, pertencem a uma mesma circunferência. 
Analogamente, temos que A, D, 1. 1, também 
pertencem a uma mesma circunferência. 

Assim: Zll la = 360" — (ZI, A + АТАА) = 

= 180" — ДА + 180° – ZIPLA = ZIBA + ZIDA = 
=(ZCBA)2 +(ZADCy2 = 90º. 

Analogamente, pode-se demonstrar que os outros três ângulos de „Ьуц são iguais a 
90". 


11) (Olimpiada do Cone 501-2002) Seja ABCD um quadrilátero convexo tal que suas 
diagonais AC e BD são perpendiculares. Seja P a interseção de AC e BD e seja Mo 
ponto médio de 4B. Mostre que o quadrilátero ABCD é inscritivel se, e somente se, as 
retas PA/ e CD são perpendiculares. 

Solução: 


т 


^ Ѕејат a = ФАРСА ef = ¿BCA, 


M Suponha que PM L CD. 
P dip " Assim, temos que ZNPC = ZMPA = 90"-u > 


"E ZMPB = о, 


df Como PM é mediana relativa à hipotenusa de AAPB, 
então PM = MB, ou seja. APMB é isósceles: 
Z“PBM=u => ZPAB=90"-u. 
Portanto. temos que AAPB ~ APDC: 
DEL aub BS es | ПТ 
BP CP DP CP. ou seja, temos que DPA ~ ABPC: 


ZPAD = ZPBC = 9U" — В, 
Assim, temos que: ZBAD= ZBAP + ZDAP = 90" а + 90"— [3 = 
= 180" - (о + P)=180"- ZDAC = ABCD é inscritível. 


Suponha agora que ABCD с inscritível. 

Perceba que ZDCA = ZDBA = q, uma vez que estes 
dois àngulos compreendem a mesma corda AD no 
circuncirculo de ABCD. 

Como PM é mediana relativa à hipotenusa de ЛАРВ. 
então PM = MB, ou seja. APMB é isósceles > 
ZBPM=u > ZPAB=ZPNC=90"-a. 

Desde que ZPCN = a e ZPNC = 90" – q, então 

ZPNC = 90" => PM e CD são perpendiculares. 


~ 


Exercícios aa 
de ^Yestibutae 


1) (Fuvest-92) O retângulo abaixo de 
dimensões a e b está decomposto em 
quadrados. Qual o valor da razão a/b? 


а) 5/3 1) 2/3 c)2 d)3/ e) 1/2 


2) (UESPI-2009) Na ilustracáo abaixo, 
ABCD é um paralelogramo. Qual 


percentual da área de ABCD representa 
a área da região colorida? 


A) 45% 
D) 49% 


B) 46% 
E) 50% 


C) 47% 


3) (UFRN-2002) Na figura abaixo. r, s, 
t e u são retas paralelas e eqúidistantes. 
Os segmentos EF, GH. IJ e KL sáo 
congruentes. 


j / 
МДЕ 7 AE TY A 


Se MR) representa а árca da região Ri, 


i= 1,2, 3, então 

а) (К, ) = S(R2) < MRS) 
D SRi) = S(R2) = S(R5) 
Cc) MAR) (К) 7 УК) 


слао алои АЫ А e + 


4) (Fuvest-97) No rctángulo abaixo, о 
valor, em graus, de a + В é: 


а) 50 b)90 c)1!20 d)130 e) 220 
5) (UFPE-2003) Qual a área do 
triángulo — hachurado na figura. 
sabendo-se que o lado do quadrado 


ABCD vale 2 cm? 


: | 
AS 


| > Eo › 1, 
ет JESE eem 


| А | > 
d)—-cm^ е) —cem” 
6 16 


6) (UECE-2014) O palco de um teatro 
tem a forma de um trapézio isósceles 
cujas medidas de suas linhas de frente 
e de fundo sáo respectivamente 15 me 
9 m. Se a medida de cada uma de suas 
diagonais é 15 m, então a medida da 
área do palco, em m7 ё 

A)80 B)90 C)108 0) 1182. 


7) (FGV-2009) Seja ABCD um 
quadrado, e P e Q pontos médios de 
BC e CD, respectivamente. Entáo, sen 
В é igual a 


2 P 
AB р l 
m i 
5 3 o 
e pe gi. 
5 5 5 
4 E 
d) — e) 2 
2 6 


8) (Fuvest-91) O retângulo ABCD 
representa um terreno retangular cuja 
largura é 3/5 do comprimento. A parte 
hachurada representa um jardim 
retangular cuja largura é também 3/5 
do comprimento. Qual a razão entre a 
área do jardim e a área total do 
terreno? 
A 


© 
с) 40% 


D 
а) 30% b) 36% 
Ч) 45% е) 50% 


9) (UFPE-2004) O trapézio isósceles 
ABCD da figura abaixo tem AB e CD 
paralelos e os pontos E. Fe G são tais 
que AE = EB = DF = FG = GC = 60. 
5e AD = 191, calcule AC. 

A E n 


10) (Fuvest-2000) Um trapézio 
retângulo tem bases 5 e 2 e altura 4. О 
perimetro desse trapézio e: 
a3)13 b)l4 c)IS5 d)l6 el? 
11) (UFPB-99) Uma tolha de papel 
retangular é dobrada, conforme a 
ligura ao lado. Determine o valor de 
40 gu. 


12) (UFMS-2000) Uma telha de um 
galinheiro quebrou. Em dias chuvosos, 
uma goteira produz no chão, embaixo 
da telha quebrada, uma pequena poça 
d'água, a 1,85 m de uma das paredes do 
galinheiro, conforme figura n" 1. 
Considerando que a espessura dessa 
parede é 15 cm e que d é a distância 
entre o ponto mais alto do telhado e a 
quebra da telha. calcular, em metros. 


L85nm 


^ 


Figura u” 1 


13) (UFMS-2002) Um terreno será 
gramado para que nele, futuramente. 
possa ser demarcado um campo de 
futebol. Esse terreno tem a forma de 
um losango (paralelogramo de lados 


iguais) cujos lados medem 140 m e 
сща medida de um de seus ángulos 
internos é de 150 graus. 


| m 


Sabendo-se que. para gramar uma área 
de 10 m”. é necessário um pacote de 
100 gramas de sementes, então, para 
gramar o terreno, serão usados 

a) 98 kg de sementes. 

b) 196 kg de sementes. 

c) 70 kg de sementes, 

d) 10 ke de sementes. 

e) 9.8 ke de sementes. 


14) (UFG-2003) A^ figura abaixo 
representa uma folha de papel 
retangular que mede 24 em por 16 em. 
A folha será dobrada na linha 
pontilhada BD de modo que o vértice C 
coincida com o ponto medio da 
diagonal do retângulo. indicado por 4. 
Calcule medida do segmento AB e o 
comprimento da dobra 3/2, 
B C 


I^ cm 


24 cm 


13) (UFG-2014) Com o objetivo de 
prevenir assaltos, o dono de uma loja 
га instalar uma câmera de segurança. 
A figura a seguir representa uma planta 
baixa da loja. sendo que a cámera será 


AOS чеш Tube ME M Co eia S i 
М П = ; r 7 E A 


instalada no ponto C e as áreas 
hachuradas representam os locais não 
cobertos por essa câmera. | 


tm Ls A 


ke Sm w 
De acordo com essas informações, 3 


área a ser coberta pela camera 
representa, aproximadamente, 

(A) 90,90% da árca total da loja. 

(B) 91,54% da área total da loja. 

(C) 95,45% da área total da laja. 

(D) 96.14% da área total da loja. 


(E) 97,22% da área total da loja. 


16) (UFOP-2001) Um terreno com 100 
m^ de área tem a forma de um trapézio 


isósceles. cuja diagonal mede 1045 т, 
conforme figura abaixo. 


X 


Determine as dimensões x, v e z do 
terreno. 


17) (UFOP-2002) Um terreno na forma 
abaixo foi deixado como herança para 


duas pessoas. 
D E yA 


Deverá. portanto, ser dividido em duas 
partes de áreas iguais por uma reta EF, 
paralela ao lado AB. Sendo AD = 60m, 
BC = 100m e CD = 50m. DE medirá. 
en metros 
а) 10 b)lI5 c)20 d)25 

18) (UFU-98) Considere um retángulo 
e dois segmentos de reta paralelos aos 
seus lados, de forma que estes dividam 
este retângulo em quatro outros 
retângulos A, B, C e D, como na figura 
abaixo. Sabendo-se que os perímetros 
de A, Be C são, respectivamente, 2, 4 
e 4 cm, encontre o perímetro de D. 


19) (UFU-99) Na figura abaixo, temos 
que o quadrilátero ABCD é um 
quadrado e o triângulo AEF é 
retângulo isósceles. Se AH = AB/2. HE 
= ПВ e AB = | m, determina a razão 
entre as áreas do triángulo AEF e do 
retângulo FBCG. 


F 
A B 
11 
D G C 


20) (FGV-2009) Sejam a, b e c retas 
paralelas e distintas, com b entre асс, 
tais que a distância entre a c b seja 5, e 


a distância entre b e e seja 7. A área de 
um quadrado ABCD em que A e a. B 
e beC ecé igual a: 
A)35 B) 42 

D) 74 E) 144 


C) 50 


21) (Mackenzie-2003) As bases de um 
trapézio isósceles medem 7 e 13. Se u 
altura do trapézio é 4, o seu perimetro 
é: 


а) 27 b)25 c)20 d)30 e)40 


22) (UECE-2015) No  quadrado 
MNPQ, К é o ponto médio do lado PQ. 
S é um ponto do segmento NR tal que 
os segmentos MS e NR são 
perpendiculares. Se a medida do 
segmento MS é 3 cm, então a medida 
do lado do quadrado é 


a) J5 em b) 1,545 cm 
c) 2,045 cm d) 2.545 em 


23) (Mackenzie-2003) Na  figura.a 
diferenca entre as áreas dos quadrados 
ABCD e EFGC é 56. Se BE-4. à 
área do triángulo CDE vale: 


Ы A — —————-—A4B8B 
a) 18,5 | і 


| 
| 


b) 20.5 
c) 22,5 


d) 24.5 
e) 26.5 


D С G 


24) (Mackenzic-2004) Os quadriláteros 
ABCD e ADEF têm áreas iguais. Se 
ВС = 4, CE = 9/4 с EF = 6. o valor de 
AF é: 


r 
C D Ẹ 


a) JS b) Vo с)5/2 d) 7/3 e) V5 


25) (PUC'SP-2004) Pretende-se dividir 
um salio de forma retangular em 
quatro salas, também retangulares, 
como mostra a figura abaixo. 


Se Aj. As Are A, são as áreas das 
salas pretendidas e considerando que 
А, E Ao +А; = 36 mi. Aj = A3 = 12 m 
е А = 2A. à área da quarta sala, em 
metros quadrados, é: 
add b)45 c)48 djs e)5,5 

26) (FEI-2000) Na figura abaixo. 
ABCD e um retângulo e M é ponto 
médio de AD. Considerando-se x a 
medida da árca do triângulo AEM cya 
medida da área do triângulo AEB, é 
válido afirmar-se que: 

C 


a) 2x =y b) X-y c) 4x -y 
dix=y с)3х=2у 


27) (ESPM-2003) Na figura abaixo, 
fazendo-se o valor de x variar de O a 4, 
a área da região sombreada também 
varia. O valor máximo que essa área 
poderá ter ё; 


2x 
Ау 


capa | _ 


a)30 b)24 c)20 d)18 e)l6 
28) (FGV-2004) Na figura a scguir, 
ABCD é um retángulo e AMCN é um 
losango. Determine a medida do 
segmento NB, em cm, sabendo que AB 
=2AD=20 cm. 

D N C 


29) (FMTM-2013) Sabe-se que à 
diferença entre as medidas do 
comprimento a e da largura b de um 
tapete retangular é igual a х. e que o 
seu perimctro é igual a 12x. А árca 
desse tapete pode ser corretamente 
expressa por 
(A) L4 - b°. 
(C) 1,2 - b*. 
(E) 0,6 - a”. 


(B) 1.0 - b. 


(0) 0.8 a. 


30) (UERJ-2002) Observe a figura 
abaixo: 


LY Pr. 
Ela representa um papel quadrado 
ABCD, com 10 cm de lado, que foi 
dobrado na linha AM, em que M é o 
ponto médio do lado BC. Se. após a 
dobra, A. B. C. D e M são coplanares, 
determine: 
a) a distáncia entre o ponto B c o 
scgmento CD; 
b) o valor de tg 0. 


31) (UECE-2015) Considere о 
retângulo XYZW no qual as medidas 
dos lados XY e YZ são 
respectivamente 3m c 3m. Sejam M о 
ponto médio do lado XY. N o ponto 
médio do lado ZW, P e Q 
respectivamente a interseção dos 
segmentos WM e NY com a diagonal 
XZ. A medida da área do quadrilátero 
convexo MYPQ. ет m?, é 

A)4.73. В) 4.50. 

C)425. Djs. 


32) (UERJ-2013) Dois terrenos. A e B, 
ambos com a forma de trapézio. tém as 
frentes de mesmo comprimento 
voltadas para a Rua Alfa. Os fundos 
dos dois terrenos estão voltados para a 


Rua Beta. Observe о esquema: 
20m 


As аса de А c В são, 
respectivamente, proporcionais a l e 2, 


T meos 


m 


Ericka quie EE ner Т 7 3 
ДЭ 


еа [pum menor do terreno A ern 20 
m. Calcule o comprimento x, em 
metros, da lateral maior do terreno B. 


33) (UESPI-2010) Se um ponto P está 
no interior de um retángulo ABCD, 


como ilustrado abaixo, e PA = Jal я 
РВ = 5, РС = AS. quanto mede PD? 
D С 


uc 


A B 
A453 в cx» 
р) V29  E)5 


34) (FMTM-2013) No retângulo 
ABCD. dc árca igual a 72 env, AB 
mede 12 cm e o ponto P sobre o 
segmento AB pode variar de A até B. 
Conforme P sc desloca sobre o 
scemento AB. diferentes triángulos 
ADP e diferentes trapézios PBCD vào 


sendo formados. 
A Ы н 


D C 
Desse modo, quando DP medir 10 cm. 
a razão entre a área do triângulo APD e 
a área do trapézio PBCD será de 
(A)5:6. (В) 3:4. (C) 7:8. 
(D)2:3. (Е)1:2. 


d Dana qe "PO MEL PV It 


35) (Unifesp-2003) Um comício 
deverá ocorrer num ginásio de 
esportes, cuja área é delimitada por um 
retângulo. mostrado na figura. 


8m 


18m 


30 m 
Por segurança, a coordenação do 
evento limitou a concentração, no 


local. a 5 pessoas para cada 2 m” de 
área disponivel. Excluindo-se a área 
ocupada pelo palanque, com a forma 
de um trapézio (Veja as dimensões da 
“ane hachurada na figura), quantas 


ssoas, по máximo, poderão 
wlicipar do evento? 

.) 2700. b)1125. е) 1620. 

d) 1050. е) 1350. 


36) (Udesc-2010) O projeto de uma 
casa é apresentado em forma retangular 
€ dividido em quatro cômodos, 
também retangulares, conforme ilustra 
a Figura 3. 


quano 1 


Figura 3: Projeto de uma casa ce 4 comodos 
Sabendo que a área do banheiro (wc) é 
igual a 3 e que as áreas dos quartos 
| e 2 são, respectivamente, 9m e 8m', 
entáo a área total do projeto desta casa, 
em metros quadrados, é igual a: 


a)J4 b)32 c)44 d)72 e)50 


/ 


37) (UFRJ-2001) O retângulo ABCD 
está inscrito no retângulo WXYZ, 
como mostra a figura. 


\\' 


2 

Sabendo que АВ = 2 e AD = 1, 
determine o ángulo 0 para que a área 
de WXYZ seja a maior possível. 


38) (UFMG-2003) No paralelogramo 
ABCD, da figura abaixo, o ponto P, 
contido no lado CD, é tal que o 
segmento PC mede 4 cm, os segmentos 
AP e PB medem 14 cm cada um e os 
ángulos DAP e РАВ têm a mesma 


medida. 
D p e 


А B 


DETERMINE a medida do lado 1D. 


39) (UFF-2009) Na figura ao lado, os 
pontos D, E e F pertencem, 
respectivamente, aos lados AB, BC e 
AC do triángulo ABC. Eles foram 
escolhidos de tal forma que o 
quadrilátero ADEF é um losango. 
Sabe-se que o perímetro deste losango 
é 20 cm e que o segmento AB mede 7 
cm. 


o A 


Determine: 

a) a medida do lado AD do losango 
ADEF; 

b) a medida do segmento AC; 

c) a área do losango ADEF, sabendo-se 
que cos(FAD) =3/5. 


40) (UFF-2010) A figura abaixo 
representa um quadrado ММРО 
inscrito no quadrado ABCD cuja área 
mede 16 cm”. 


1 

NE 

lins E AÇO 

| =шш? 

a p c 
Determine: 


а) as medidas de AM e MB para que a 
área do quadrado MNPQ seja igual a 9 
em”; 

b) as medidas de AM e MB para que a 
área do quadrado MNPQ seja a menor 
possível. Justifique suas respostas. 


41) (Unesp-2004) Na figura, ABCD é 
um retângulo, BD = 6 cm, a medida do 
ângulo ABD é a = 30º, a medida do 
ângulo AED é Be x = BE. 


me wo emm O E "ac: 
e 


ARTIE 
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D C 
A E B 
Determine: 


a) a árca do triángulo BDE. em função 
de x. 

b) o valor de x, quando f) = 75". 

42) (UFJF-2012) Em um trapézio 
ABCD, com lados AB e CD paralelos. 
sejam M o ponto médio do segmento 
CD e S, a área do triângulo ВМС . 

a) Considere P o ponto de interseção 
do segmento AM com BD . Sabendo 
que a árca do triângulo DPM é um 
quarto da área do triângulo BMC , 
deduza a relacáo existente entre a 
altura H do triángulo BMC relativa à 
base MC c altura h do triángulo DPM 
rclativa à base MD. 

b) Sabendo que CD22e АВ = 6. 
calcule a área do trapézio em fungáo da 
altura H do triángulo BMC . 


43) (Unicamp-98) O quadrilátero 
formado unindo-se os pontos médios 
dos lados de um quadrado é também 
um quadrado. 

a) Faça uma figura e justilique a 
afirmação acima. 

b) Supondo que a área do quadrado 
menor seja de 72 em”, calcule o 
comprimento do lado do quadrado 
maior. 


44) (Unicamp-2001) Um fio de 48cm 
dc comprimento é cortado em duas 
partes, para formar dois quadrados, de 


s $27. A o NÃ o AS 
' Lad 


modo que a área de um deles seja 
quatro vezes a агса do outro. 

a) Qual deve ser o comprimento de 
cada uma das partes do fio” 

b) Qual será a área de cuda um dos 
quadrados formados? 


45) (UFPE-2003) No trapézio ABCD, 
calcule a altura IE do triângulo ABI. 
sabendo que a altura do trapézio é 8 e 
que seus lados paralelos medem 6 e 10. 


o — 


10 


46) (UFRN-98) Na figura abaixo, tem- 
se um retângulo ABCD com AB = Im 
e BC = 2m. Sabendo que BE = BC, 
calcule a árca do triângulo CDE. 

D C 

E 


47) (UFPE-99) A figura abaixo ilustra 
dois retángulos. ABCD e EFGH onde 
AE mede 3 cm e B é o ponto médio de 
FG. Qual ¿a árca do retángulo ABCD, 
em cm”? 


48) (UFPE-2002) No trapézio ABCD 
da figura a seguir, os lados AB e CD 
sáo paralelos e AB mede o triplo de 
CD. Se o triángulo CDE tem área 4, 
assinale a área de ABCD. 

D с 


49) (UFG-2007) No trapézio ABCD 
abaixo, o segmento AB mede a, o 
segmento DC mede b. M é o ponto 
médio de AD e N é o ponto médio de 
BC. 


Nestas condições, a razão entre as 
áreas dos trapézios MNCD e ABNM é 


igual a 
a+2b ERE. a +3b 
› 
Ja+b 2a +b 3a+b 


а+ 2b 
2a+b 


3a * 2b 
2a + 3Ь 


50) (Fuvest-99) Dois irmàos herdaram 
um terreno com a seguinte forma e 
medidas: 


D E 
: AD 2 20 m 
EN AB = 60 m 
iN BC » 16 n 
A B c 


Para dividir o terreno em duas partes 
de mesma área, eles usaram uma reta 
perpendicular a лв. Para que a divisão 
seja feita corretamente, a distância 
dessa reta ao ponto A, em metros, 
deverá ser: 

a)31 b) 32 c) 33 d) 34 с) 55 


51) (Fuvest-2007) A figura representa 
um retângulo ABCD, com AB = 5 e 
AD = 3. 0 ponto E está no segmento 
CD de maneira que CE = 1. еЕ ёо 
ponto de interseção da diagonal AC 
com o segmento BF. 


Entào a área do triángulo BCF vale 


a) 6/5 b) 5/4 c) 4/3 
d) 7/5 e) 3/2 
52) (Fuvest-2010) Na figura, o 


triángulo ABC é retângulo com catetos 
ВС = 3 е AB = 4. Além disso, o ponto 
D pertence ao cateto AB, o ponto E 
pertence ao cateto BC e o ponto F 
pertence à hipotenusa AC . de tal 


? f 4 d , 
t anal oum os TA REC A M —— A a — 


forma que DECF seja um 
paralclogramo. Se DE = 3/2, então a 
área do paralclogramo DECF vale 
A 
N 


b) 12/5 
e) 11/5 


с) 58/25 


53) (Fuvest-99) Os quadrados da figura 
têm lados medindo 10 cm e 20 cm. 
respectivamente. Se C é o centro do 
quadrado de menor lado. o valor da 
área hachurada, em em”, é: 


| 10 cm A "a 
\ + 20 cm 
\ \ 
\ X 
\ A 
1 Nn dd 
haee 
a)25 b)27 c)30 d)35 e) 40 


54) (FGV-2011) Na figura, ABCD e 
BFDE sáo losangos semelhantes, em 
um mesmo plano, sendo que a árca de 
ABCD ё 24, еа = 60º. 

р С 


SE е 
^s = P 4 z 


A área do losango BFDE é 
A)6. В) 4/3. C)s. 
D) 9. E) 643. 


55) (Fuvest-2001) Na figura abaixo. os 
quadrados ABCD e EFGH êm. 


ambos. Lados e a cento O. Se EP = 1. 
então a é: 


56) (UESPI-2009) Na figura abaixo, 
ABCD é um quadrado com lado 
medindo 2\5, е E. F, G е H são os 
pontos médios respectivos dos lados 
AB. BC, CD e DA. Qual a área da 
regiào colorida? 


A)IO B)11 


сїз 


D)13 E)I4 


E o 


¿aa e ^ 
5) 


57) (Fuvest-2001) Na ligura abaixo. a 
reta r é paralela ao segmento AC, sendo 
E o ponto de interseção de r com a reta 
determinada por D e C. Se as áreas dos 
triángulos ACE e ADC são 4 e 10. 
respectivamente, e a área do quadrilátero 
ABED é 21, então a área do triángulo 
ВСЕ é: 


А D 


58) (Fuvest-201 1) No losango ABCD de 
lado 1, representado na figura, tem-se 
que M é o ponto médio de AB, N é o 
V14 

E 


ponto médio de BC e MN = 


59) (Fuvest-2002) Um senhor feudal 
construiu um fosso, circundado por 
muros. em volta de seu castelo, 
conforme a planta abaixo, com uma 
ponte para atravessa-lo. Em um verto 
dia. ele deu uma volta completa no 
muro externo, atravessou a ponte e deu 
uma volta completa no muro interno. 


EVI Y IPR 
у ~» Y ; ¡DT ^ 


o 

Esse trajeto foi completado 5320 
passos. No dia seguinte, cle deu duas 
voltas completas no muro, externo, 
atravessou a ponte e deu uma volta 
completa no muro interno, 
completando esse novo trajeto em 8120 
passos. Pode-se concluir que a largura 
L do fosso. em passos, é: | 


"ponte muro interro E 


furo externo 


b)40 c)44 d)48 


a) 36 c) 50 

60) (Fuvest-2013) O mapa de uma 
região utiliza a escala de 1:200 000. A 
porcáo desse mapa. contendo uma Árca 
de Prescrvação Permanente (APP). está 
representada na ligura, na qual AF e DF 
sáo segmentos de reta, o ponto G está no 
segmento AF, o ponto E está no 
segmento DF, ABEG é um retángulo e 
BCDE é um trapézio. 


A G F 
————— Á 
| | / 
| $ 
/ 
| / 

i / 
Y 
в 7E 
8 j 
SC / 
ы / 
c D 


Obs: Figura ilustrativa, sem escala. 
Se АЕ = 15, АС = 12, АВ = 6, СО = 3 е 
DF = 545 indicam valores em 
centimetros no mapa real, então a área da 
APP é | 
a) 100km? Ь)108Ккт с) 210kn" 
d) 240km? е) 444km' 


A M a a эь a аши 


, 


Г 
eae ġ memo EN. ЕИО 


61) (UFRN-97) Considere um terreno 
trapezoidal com bases BC c AD. e 
altura AB, medindo, respectivamente, 
como visto na figura. 140 m, 20 m e 
180 m. Determine a área total do 
trapézio ABCD e quanto mede AE e 
EF. de modo que o terreno seja 
dividido em dois de mesma área. 
A D 


62) (Insper-2011) Na figura. feita fora de 

escala. as duas circunferências. ambas de 

raio г, são tangentes entre si e 

tangenciam os lados do paralelogramo 

ABCD nos pontos indicados. O ângulo 

BAD medc 28º. 
D 


-—' e с 
$ b. \ 
/ f. 
А | Y 
СЛ A / 
de k P; X 7 
ago A РА 
£ 28 NE E. E so A 
A 


Assim, considerando que 076° = 4, 
conclui-se que a área do paralelogramo 
ABCD vale 

> y ы 
a)25r/2 b) 25r /4 c) l6r 75 
d) 1007 e)20r 
63) (Fuvest-2012) Percorre-se o 
paralelogramo ABCD em sentido anti- 
horário. A partir de cada vértice atingido 
ao longo do percurso. prolonga-sc o lado 
recém-percorrido. construindo-se um 
segmento de mesmo comprimento que 
esse lado. AS extremidades des 
prolongamentos são denotadas por ^. 


Y | 
- 


«77 


B'. C е D'. de modo que OS novos 


segmentos sejam, então, АА“, ВВ", CC* 


eg 
DD-. 


le) 


с 


о 
“o 
с 


^ 
Dado que AB = 4 c que a distáncia de D 
à reta determinada por A e B é 3, calcule 
à área do 
a) paralelogramo ABCD; 
b) triángulo BB*C*; 
c) quadrilátero A! B'C'D'. 


64) (ESSA-2001) Um trapézio ABCD 
é retângulo em A e D e suas 
diagonais AC e BD sáo 
perpendiculares. Sabendo que suas 
bases DC e AB medem 1 cm e 9 
cm, respectivamente, calcule a medida 
(em cm) do lado AD. 


a) VIO b)242 c)3 d)9 е)10 


65) (Epcar-2001) Na figura abaixo, 
ABCD é um retângulo. A medida do 
segmento EF é 


A B 
a) 0,8 < 
b)i4 , i b 
c) 2.6 
4) 3,2 


о 
e 


66) (Epcar-2003) 
ABCD de lado 3 
dividem a diagonal AC, nessa ordem. 
em partes iguais. A distância de P ao 


Num  quadrado 
em, os pontos P e Q 


— —————— ec 
v Ty Ta ti Ea Vendido DO ES 
7: я 


СЕЛТИ. 


Ре Р ADIAC Ае 


vértice B é é um número x que dividido 


por (V5 t 1) resulta 


‚ 5+ 5 5—\/5 


b) 
4 4 
 Y5 d) 545-5 
4 4 


67) (Colégio Naval-80) A área máxima 
do retángulo que se pode inscrever no 
triángulo retángulo de catetos com 3 
cm e 4 em de mancira que dois lados 
do retángulo estejam sobre os catelos e 


um vértice do diu sobre a 
hipotenusa é, em cm” 
423 b)4 с)5 das с) 3.5 


68) (Colégio Naval-81) As bases de 
um trapézio isósceles medem 8 em e d 
cm e a altura 6 cm. As diagonais desse 
trapézio — dividem-no em quatro 
triángulo. A área, em cm”, de um dos 
triángulos que nào contém nenhuma 
das bases é: 

a)8 b)6 c)9 d)10 e) 12 


69) (Colégio Naval-87) As bases de 
um trapézio medem 3 cm e 9 cm. Os 
segmentos determinados pelas 
diagonais do trapézio sobre a base 
media, são proporcionais aos números: 
d)i,l.] b)l,2,1 471,3, 

4) 1,4,1 e)2,3,4 


70) (Colégio Naval-88) O trapézio 
ABCD da figura é retângulo. A 
bissetriz do ângulo À intercepta BC no 
seu ponto médio M. A altura do 
trapézio é igual a: 


а) 20/5 D с 
b) 8 VIS 

с) 6\15 ў 
4) 4/15 
e) 53/15 


71) (Colégio Naval-91) 


д п 


AA i ——————À M 


No quadrado ABCD de área S da 
ligura acima, os pontos E e F, sào 
médios. Calcule a área da parte 
hachurada. 


72) (Colégio Naval-95) Um retángulo é 
obtido unindo-se os pontos médios de 
um trapézio retángulo ABCD, de bases 
AB = 32 e CD = 8. A altura BC é igual 
a: 

a8 b)IO c)12 d)16 e)20 


73) (Colégio Naval-97) O nümero de 
trapézios distintos que se pode obter 
dispondo de 4, c apenas 4, segmentos 
de reta medindo, respectivamente, 1 
cm, 2 ст, 4 cm e 5 ст é: 
a) nenhum b)um 

d) tres e) quatro 


c) dois 


74) (Colegio Naval-2001) A. B. CeD 
são vértices consecutivos de um 
quadrado e PAB é um triângulo 
equilátero. sendo P interno ao 


—(————————————— ———À 


quadrado ABCD. Qual é a medida do 
àngulo PCB? 

a)30" b)45" c)60" d)75" c)90" 
73) (Colégio Naval-2001) Considere 
trés quadrados de bases AB. CD e EF, 
respectivamente. Unindo-se o vértice A 
com Г. B com C e D com E. observa-se 
que fica formado um triângulo 
retângulo. Pode-se afirmar que: 

| — O perímetro do quadrado de 
maior lado é igual à soma dos 
perímetros dos outros dois quadrados. 

IH — A área do quadrado dc maior 
lado é igual à soma das áreas dos 
outros dois quadrados. 

IHI - A diagonal do quadrado maior é 
igual à soma das diagonais dos outros 
dois quadrados. 

Logo, apenas: 

a) A afirmativa I é verdadeira. 

b) A afirmativa II é verdadeira. 

с) A afirmativa III é verdadeira. 

d) As afirmativas І e II são verdadeiras. 
e) As afirmativas П e TT são 
verdadeiras. 


76) (Colégio Naval-2002) 


e М. 
Considere um retângulo inscrito em um 
losango. conforme a figura acima. Se 
as diagonais do losango medem, 
respectivamente. 8cm e 12ст e a área 
do retângulo é 24cm”, então о 
perímetro desse retângulo. em cm, é 
igual a: 
a)28 b)24 


c)22 d)20 ¿118 


ET 
E 


p 
77) (Colégio — Naval-2002) 
dimensóes de um retángulo sáo, em 
metros, indicadas por x c y. Sua árca 
aumenta 52m? quando acrescenta-se 
Jnrod е am a y. Sua superficie 
diminui 532m? quando subtrai-se 2m de 
x e 8m de y. Qual o valor de x? 


a)5 b)6 c)7 d)8 e)9 


78) (Colégio Naval-2002) Considere 
um quadrado ABCD e dois triangulos 
eqüilateros ABP с BCQ, 
respectivamente, interno e externo ao 
quadrado. A soma das medidas dos 
ángulos ADP, BQP e DPQ é igual a: 
а) 270° b)300? с) 330° 

d) 300° е) 390° 


79) (Colégio Naval-2003) Em um 
“rapézio, cujas bases medem a e b, os 
ontos M e N pertencem aos lados 


ào-paralelos. Se мм divide esse 
trapézio em dois outros trapézios 
equivalentes, então a medida do 


segmento MN corresponde a. 

a) Média aritmética de a e b. 

b) Média geométrica das bases. 

c) Raiz quadrada da média aritmética 
de a! c b. 

d) Raiz quadrada da média harmónica 
de a! e b. 

e) Média harmónica de a e b. 


80) (Colégio Naval-2010) Em um 
trapézio isósceles ABCD, de base 
maior AB. está inscrito um arco de 
circunferência AMB, onde M é o ponto 
médio da base menor CD. O ângulo 
DBC, formado pcla diagonal BD c pelo 
lado BC desse trapézio, mede 50? e o 
ângulo DBA mede 10º.Qual é a razão 


RAS: mem rata 5 рурат ki o 205 Causa a | 


789 7 побу 
CEU MUI MS - au eus 


od dn dur m rn 


entre as medidas da base AB e do. 
comprimento do arco AMB, sabendo- 
se que os lados congruentes desse 
trapézio sáo tangentes ao arco AMB 
nos pontos À e B? E 


d e) == 
! 21 ) n 
81) (Colégio Naval-2012) Num 


paralelogramo ABCD de altura CP = 3, 


B ! ; 
а razáo 203 Seja "M' o ponto 
BC 


médio de AB e *P” o pé da altura de 
ABCD baixada sobre o prolongamento 
de AB, a partir de C. Sabe-se que a 
razão entre as áreas dos triângulos 
MP 24 43 
MP apa) EE 
S( ADM) 2 
área do triángulo PBC é igual a: 
1545 943 543 
b -= с) 
2 2 2 
З 


е 
2 2 


а) 


d) 


82) (AFA-94) No retángulo ABCD, 
BC e PC medem, respectivamente, 
Sem e 3cm. Qual a área, em cm”, do 
triángulo ABP? 


D C 
p 
A B 
а) 32/3 b)l6 c)19 4d)62/3 


83) (AFA-98) Dois vértices de um 
triángulo eqüilátero pertencem a dois 
lados de um quadrado cuja área é | m°. 
Se o terceiro vértice do triángulo 
coincide com um dos vértices do 
quadrado, entào, a área do triángulo, 


em т>, é 

3243-1. 6)2/3+1 

c)-3+2/3 d)3+243 

84) (AFA-99) A área do quadrado 
menor, da figura abaixo. vale 


а) V2. Jm 


b)2. NS 


с) v5. 
d) V8. ET 


85) (AFA-2003 Fem) Em recente 
reforma nos jardins da AFA, um 
canteiro gramado retangular medindo 3 
m por 5 m foi reformado e recebeu, em 
seu interior, flores ornamentais 
ocupando o quadrilátero ABCD na 
maior área possivel, preservando o 
resto do gramado. conforme figura 
abaixo. 


H A G 
D 

c 
E (5: F 


Sabendo-se que os triángulos AHD e 
BCF sáo isósceles e congruentes, a 
superficie 5 do gramado que foi 


e ^ а do 


— s 4 a PEEL _ al . ~. - 
retirada do canteiro original рага 


receber as flores, em m”, é tal quc $/2 
vale 

a)3.5 b)40 c)45 d)5.0 

86) (AFA-2003 Fem) Em um quadrado 
ABCD de lado k, colocam-se os pontos 
P e Q sobre os lados BC e CD. 
respectivamente. de forma que PC = 
3PB e QD = 2QC. É correto afirmar 
que a razão entre as áreas dos 
triângulos PCD с PCQ, nessa ordem, с 
um número 

a) quadrado perfeito. 
c) par. 


b) irracional. 
d) impar. 


87) (Escola Naval-92) Um trapézio 
retângulo tem bases 4 e 6. A distância 
do ponto de interseção das diagonais 
ao lado que é perpendicular às bases 
vale: 


a2 b)22 oO24 425 e242? 


88) (Escola Naval-94) Os lados de um 
paralelogramo medem dem e 6em c 
uma de suas diagonais mede 8cm. O 
comprimento da outra diagonal é: 
a) 2/10 cm b)8cm с) 10 ст 


d) 1042 cm e) 2/42 cm 


89) (ITA-88) Num losango ABCD, a 
soma dos ángulos obtusos é o triplo da 
soma das medidas dos ángulos agudos. 
Se a sua diagonal menor mede d cm 
então sua aresta medirá: 

d d d 

М2-42 4243 

d d 
d)——— e) —==== 
43-42 


X 


90) (ITA-93) A diagonal menor de um { 


paralclogramo divide um dos ángulos 
internos em dois outros, um q e outro 
2a. A razáo entre O lado menor e o 
maior do paralelogramo, é: 


a) l/cos 2a b) I/sen 2a 
c) 1/(2sen a) d) 1/(2соѕ a) 
e) lg a 


91) (ITA-2003) Considere um 
quadrado ABCD. Sejam E o ponto 


médio do segmento CD e F um ponto 
sobre o segmento CEtal que m(BC) + 
m(CF) = m( AF ). Prove que cos а = 
cos 23. sendo os ángulos a = BAF e p 
= EAD. 


92) (ITA-2015) Seja ABCD um 
trapézio isósceles com base maior AB 
medindo 15, o lado AD medindo 9 e o 
ángulo ADB reto. A distância entre о 
ado AB e o ponto £ em que as 
liagonais se cortam é 


21 27 35 

AO — BO Cc) 
03 Us OS 
37 45 

D()— ED) 

Us US 


93) (IME-64) Provar que, em qualquer 
trapézio, a soma dos quadrados das 
diagonais é igual à soma dos quadrados 
dos lados náo paralelos mais o dobro 
do produto das bases. 


94) (IME-65) Dado o trapézio de bases 
b = 20. В = 30 e lados a = 12, c = 10, 
dividir a área desse trapézio por uma 
reta paralela às bases, de modo que as 
áreas resultantes sejam proporcionais a 
3 е 7, sendo B a área da base maior. 


= DIT NEIRE, UE t facri yo 
елин S { 
LL si 


А24 "HT BERE. pe ve qn 50 PDA ten 


“Calcular a distância y da reta à base da 


área maior. 


95) (IME-98) Quatro retas se 
interceptam formando quatro 
triángulos conforme figura abaixo. 
Prove que os círculos circunscritos 
aos quatro triángulos possuem um 
ponto em comum. 


96) (IME-87) Seja ABCD um 
quadrilátero circunscritivel. Demonstre 
que os círculos inscritos nos triángulos 
ABC e ACD têm, com a diagonal AC, 
um mesmo ponto em comum. 


97) (IME-2008) Em um quadrado 
ABCD о segmento AB', сот 
comprimento igual ao lado do 
quadrado, descreve um arco de círculo, 
conforme indicado na figura. 
Determine o ângulo BAB' se o lado do 


quadrado vale 43 ба 


98) Pelo vértice A de um 
paralelogramo ABCD, traça-se uma 
secante que corta a diagonal BD em E 
e os lados CB e CD em F e G. 
respectivamente. Demonstrar que EA 
= EF x EG. 


99) Pelo vértice C de um 
paralelogramo ABCD, traca-sc uma 
reta que divide a diagonal BD em duas 
partes, sendo uma delas o quádruplo da 
outra. Mostrar que essa secante divide 
o lado AD em duas partes, sendo uma 
o triplo da outra. 


100) Em um trapézio ABCD com AB || 
CD, AB = 20, CD = 3, ZABC = 32" e 
ZBAD = 58". Calcule a distância entre 
os pontos médios de AB e CD. 


101) Sejam D e E pontos sobre os 
lados AC e AB, respectivamente, de 
um triángulo ABC. Sabe-se que o 
perímetro do triángulo ABC vale 10 
cm e a base BC mede 4 cm. Determine 
o perimetro do triângulo ADE sabendo 
que о quadrilátero BCDE е 
circunscritivel. 


102) AB e CD sáo as bases de um 
trapézio e Į é o ponto de interseção das 
diagonais. Provar que a área do 
triángulo AID € igual à агса de BIC e 
que a área AID é media geométrica das 
áreas de AIB e CID. 


103) Sejam a e b as bases de um 
trapézio e seja d o segmento paralelo às 
bases passando pelo concurso das 
diagonais. Prove que d= 2a.b/(a — b). 


104) Seja ABCD um trapézio cujos 
bases medem a e b. cujos lados não 


paralelos medem c c d. Prove que as 
diagonais deste trapézio medem: 


| ac - bd? 
m = [a.b + ————— е 


a-b 

| ad - b.c? 

n = [a.b + ———— 
Y a-b 


105) Seja ABCD um trapézio cujas 
bases medem a e b e cujas diagonais 


medem m e n. Sendo ( o comprimento 


do segmento que unc os mcios das 
duas bases. demonstre que: 


4@ = 2(m? + n))- (a + b). 


106) Em um trapézio isósceles sáo 
dados as bases a e c e o lado nào 
paralelo b. Demonstrar que o raio da 
circunferéncia circunscrita é igual a: 


b ac + b? 
(Qbe-c-a)2bea-c) 


107) Seja P um ponto no interior de 
AABC. Sejam D, E e F os pés das 
perpendiculares desde P à BC, CA e 
AB. respectivamente. Se os trés 
quadriláteros AEPF, BFPD e CDPE 
sáo circunscritiveis. prove que P é o 
encontro das bissetrizes de AABC. 


108) Quatro circunferências estão 
situadas no interior de quadrilátero 
convexo de tal modo que cada uma é 
tangente a dois lados do quadrilátero e 
a outras duas circunferéncias. 


гел 


Sabendo-se é 


circunsceritivel, 


este 


quadrilátero 
prove que ao menos 
duas circunferéncias possuem igual ao 
raio. 


Exercícios Ex 
de (Ilimpiada 


109) (Bélgica-2000) Um quadrilátero 
ABCD está circunscrito a uma 
circunferência. Se |AB| = 4, |ВС| = 5 e 
(CD| = 3. então [АО vale: 
a)l b)2 c)24 d)3 c)3.75 

10) (Bélgica-2001) Dado o 
quadrilátero ABCD com ängulos retos 
em B e D, sabe-se que |ВС| = 1, [CD] = 
3 e [DA] = 3. Qual a área de ABCD? 

D 


A B 
a)8 b) 64 V6 c) 8,5 
d)17 e) 1242/6 
111) (OBM-79) Seja um 


paralelogramo ABCD e sejam M, N, P 
€ Q os pontos médios, respectivamente, 
dos lados AB, BC, CD e DA. Unindo 
cada vértice do paralelogramo aos 
pontos médios dos lados não 


A to TO As rum 
adjacentes, obtemos o — octógono 
estrelado АМОМСОВРА. Mostre que 
a área deste octógono € 3/5 da árca do 
paralelogramo. 

D P € 


M 


112) (OBM-2009) Os círculos C, e C». 


de raios 3 e 4, respectivamente, sáo 


tangentes externamente em T. As 
tangentes externas comuns tocam С, 
em P c Q e C» em К e S. A tangente 
interna comum em 7 corta as tangentes 
externas nos pontos M e N, como 
mostra a figura. A razào entre as áreas 
uadrilàteros MNPO e MNRS é 


dos 


113) (Pará-2000) Se ABCD é um 

retângulo com AB = 10. СВ =4e AE 

= EB, qual a árca do triángulo OCM? 
D C 


eer amm 


£e 
e 
to 
c 
— 
t 
| 
© 
— 
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114) (Pará-2001) ABCD é um 
retângulo. M e N são os pontos médio 
dos lados AD e BC, respectivamente. P 
é um ponto sobre o lado AB que pode 
ocupar qualquer posição sobre este 
lado. Analogamente. Q é um ponto 
sobre o lado CD, que também pode 
andar sobre este lado. Determine quais 
devem ser as posições de P e Q sobre 
seus segmentos suportes de modo que 
a area do quadrilátero MPNQ seja 
maxima. 


115) (Pará-2003) Seja ABCD um 
retângulo e AC uma diagonal. Tracam- 
se desde B e desde D perpendiculares à 
diagonal AC, que a intersectam em P e 
Q, respectivamente. Sabe-se que os 
pontos P e Q dividem AC em trés 
segmentos iguais, de comprimento 1. 
Determinar a área do retângulo ABCD. 


116) (Rio Grande do Norte-2011) No 
quadrilátero ABCD da figura abaixo, 
os pontos M, N, P e Q são pontos 
médios dos lados AB, BC, CD e DA. 


PA 


--—— —— 
— 


ta 


эъ 


B 
Sabendo que a medida da área 
hachurada é de 20 em”. Determine a 
medida da área a do quadrilitero 
EFGH. 


117) (OBM-2013) O quadrado LBCD 
está inscrito em um circulo de raio 30. 
A corda 4M corta a diagonal BD no 
ponto P. Se AM = 50. encontre о valor 
de АР. 


118) (Santa Catarina-2004) Considere 
o quadrilátero ABCD da figura em que 
AB= 2, AE=DE= 1. BE. AD. 
ZEBC = 60" e ZDCB = 60". Qual ¿a 
área de ABCD? 


119) (Bélgica-2003) Conecti-se о 
vértice B de um paralelogramo ABCD 
com o ponto É no lado AD de tal modo 
que AE = AD/4. O segmento de reta 
BE intersecta a diagonal AC no ponto 
F. ^ razào AF/AC vale: 


Ff. 
/ bv / 
E E D 
a) LR b) 1/6 c) 1/5 
DIA — e1/242 
120) (Panamá-2002) Na figura, o 


trapézio isósceles ABCD tem lados de 
comprimento AD = ВС = 5, АВ = 4 е 
ОС = 10. О ponto C está em DF e Bé 
o ponto médio da hipotenusa DE do 
triângulo ADEF. O comprimento do 
segmento CF é: 


a) 5:25. b)3,50 €) 3:75 
d)4.00 e)4.25 


121) (Portugal-2015) Seja ABCD um 


paralelogramo e P um ponto entre C e 


D. A reta paralela a AD que passa por 


P intercepta a diagonal AC em Q. 
D n G 


LR 


A B 

Sabendo que a área de [PBQ] ё 2 еа 
área de [ARP] é 6. determina a área de 
[PBC]. 


122) (Rio Grande do Norte-2012) Um 
quadrilátero convexo ABCD é formado 
pela justaposição de cinco 
quadriláteros convexos menores, 
conforme ilustra a figura abaixo: 


Mostre que se cinco quadriláteros 
menores sáo ciclicos, isto é, cada um 
deles pode ser inscrito num círculo 
então o quadrilátero ABCD também é 
ciclico. 


123) (OBM-2000) O retângulo ao lado 
está dividido em 9 quadrados, 4. B. C. 
D. E. F. G. Н е 1. O quadrado A tem 
lado 1. Qual é o lado do quadrado 7? 


124) (Cabri-99) ABCD um 


Seja 
quadrado de lado 5. Seja P um ponto 
em seu interior tal que PA = 3 e РВ = 
4. Achar os comprimentos de PC e de 
PD. 


125) (Cabri-99) Seja ABCD um 
retângulo tal que AB = 2 e BC = 1. Seja 
M o ponto médio de CD. Achar a 
distáncia de M à reta AC. 


126) (Argentina-95) Seja ABCD um 
retângulo e As B', C' e D nos 
prolongamentos de seus lados tais que 
dd'= AD; BB'=kAB:CC'=kBC 
: DD' = K.CD. 

o 


с' 


Determinar k de modo que a ¿rea do 
quadrilátero 4'B'C'D' seja 23 vezes a 
área do retángulo ABCD. 


127) (Cabri-2001) Um trapézio ABCD 
tem os lados AB e CD paralelos e os 
àngulos ZDAB e ZABC obtusos. Sabe- 
se também que 48 = 3. BC = 10, CD = 
He 4D= 17. Achar a área de ABCD. 


128) (Novo México-90) Suponha que o 
quadrilàtero ABCD está circunscrito a 
uma circunferência e que BC = 11 ст, 
CD = 9 cm e DA = 15 cm. Qual ¿o 
comprimento de AB? 


129) (OBM-2001) As pecas de um 
jogo chamado Tangram são 
construídas cortando-se um quadrado 
em sete partes, como mostra o 
desenho: dois triângulos retângulos 
grandes, um triângulo retângulo médio, 
dois triângulos retângulos pequenos. 
um quadrado e um paralelogramo. Se a 


área do quadrado grande é 1. qual é a 
área do paralelogramo? 


130) (Novo México-91) Retas são 
tracadas unindo os vértices de um 
paralelogramo aos pontos médios dos 
lados. como indicado na figura. 
tormando um paralelogramo menor 
MNPQ de área 7 em” no centro. Qual é 
a área do paralelogramo original 


ABCD? 


131) (OBM-2012) Os lados 48 с DC 
do paralelogramo ABCD — loram 
divididos em 4 segmentos iguais. Os 
lados 4D e BC foram divididos em 3 
segmentos iguais. Os pontos de divisio 
[oram conectados como indica a fgura 
abaixo. Se a área de ABCD é 84. 
determine a área sombreada. 


^)1B)3 C)4 D)? E) 2 


132) (Novo México-91) Suponha que 
as diagonais AC e BD de um trapézio 
isósceles ABCD (AB || CD e АВАР” = 
2 NBC) concorrem em P. Se as áreas 
do АРАВ e APCD são 36 cm! с 25 
env. respectivamente, qual é a área do 
tapézio ABCD. 


133) (Inglaterra-2002) O quadrilátero 
ABCD está inscrito em uma 
circunferência. As diagonais AC e BD 
interceptam-sc em О. Os lados DA. 
prolongados desde A. е СВ, 
prolongados desde B, encontram-sc em 
P Dado que CD = CP = DQ, prove que 
ZCAD = 60". 


134) (Canadá-82) No diagrama, OB, é 
paralelo a igual em comprimento a 
AA, . y para i= 1. 2, Зе 4 (As = Ay). 
Mostre que a área de B,B.B;B, é duas 
vezes a área de АА-АА}. 


135) (Portugal-2000) A medida da área 
do retângulo [ABCD| é 11 em. Se 
prolongarmos os lados [AB] para cima, 
[BC] para a direita. [CD] para baixo e 
[DA] para a esquerda por forma a 
duplicarmos a medida do comprimento 


de cada lado obtemos. unindo os 
extremos dos segmentos, um novo 
quadrilátero [A B CD]. Quanto mede 
a área de АВС? 

!: 


136) (Portugal-98) A diagonal de um 
trapézio isósceles mede 16 metros e 
forma com a base do trapézio um 
ângulo de 45º. 


Quanto mede a área do trapézio? 


137) (OBM-2003) Na figura a seguir, o 
paralelogramo tem lados de medida 
12cm e 4cm e área 40cm”. Sejam Р, O. 


R e S os centros dos quadrados 
construidos externamente sobre os 
quatro lados desse  paralelogramo. 


Sabendo que o quadrilátero PORS e 
um quadrado. calcule a sua árca. 


ati 


138) (Espirito Santo-2004) Dois livros 
iguais foram colocados um sobre o 
outro como mostra a figura abaixo. A 
área da parte do livro de baixo. que 


está à mostra, é maior. igual ou menor 


do que a área da parte encoberta? 


MATEMÁT/ 
” 2 


139) (Espírito 


Santo-2004) 
paralelogramo 4BC'D, seja M o ponto 
médio do lado CD e H o ponto 
pertencente à reta 4M tal que o ángulo 
ZAHB = 90º. Mostre que o triángulo 
HCB é isósceles. 


Num 


140) (Noruega-96) Na figura, о 
quadrilátero ABCD é um retángulo, P 
pertence ao lado AD e Q ao lado AB. 
Os triángulos PAQ. QBC e PCD 
possuem mesma área, e BQ = 2. Qual o 


valor de AQ? 
D C 
Р 
A Q n 


372 b)V7 SENE 


d)l+ V5 e) nda 


141)  (Noruega-96) Dados tres 
quadrados como na figura, onde o 


чтуу PETER Кыллы мыйы 


maior quadrado possui área | e o 
intermediário possui área A. Determine 
a área B do menor quadrado. 


"s 
EE | 


a) A/S Ы) A2? «cA 
d) AIl- A) e) (1 - Ay/4 


142) (Portugal-2001) O trapézio da 
figura seguinte 


Ju 


tem bases com comprimentos 15m e 
20m e área que mede 210m'. Além 
disso, o lado menor do trapézio é 
perpendicular às bases. No interior 
deste trapézio constrói-se um segundo 
trapézio, com lados paralelos ао 
primeiro. e tal que cada lado do novo 
trapézio estã a uma distância de 2m do 
correspondente lado paralelo do 
primeiro trapézio. Quanto mede a área 
do segundo trapézio ? 


143) (Portugal-2000) A figura ao lado 
representa um trapézio cujas buses 
medem 9 em e 5 em. respectivamente, 
е cuja altura mede 12 cm. Os dois 
vértices unidos pela linha a ponteado 
estão na vertical um do outro. O 
segmento à tracejado une os pontos 


medios das duas bases. Quanto mede 
este segmento? 


/, 
12 . 
IU 
g XY. 3 


ГА 
Ea A 


144)  (Portugal-2012) Na figura 
seguinte, os pontos E e F estão nos 
prolongamentos de [AC] e [DC]. 


[АСКО] e [BCED] são losangos, H é o 
ponto de interseção de AC e ВС, 1 ёо 
ponto de interseção de BC e AD, eJ é 


o ponto de intersegáo de AI e BH. 
F 


1 n 
Mostrar que [JICH] e [ABJ] tém a 


mesma área. 


145) (Noruega-97) Seja ABCD um 
trapézio com AB c CD paralelos, ZD = 
22В. AD = 5 e CD = 2. Determine 
^B. 


^ 4 VPN E. А RJ ST | , 
146) ( Yakutsk-2001) Uma tangente L à 
circunferência inscrita de um losango 
ABCD encontra os lados AB с BC nos 
pontos E e F, respectivamente. Prove 
que AE.CF é independente da escolha 
de L. 


147) (Maio-96) Um terreno (ABCD) 
tem forma de trapézio retangular. O 
ângulo em 4 mede 90" e o ângulo em 
ND mede 90". AB mede 305 AD mede 
20m с DC mede 45m. Este terreno tem 
que ser dividido em dois terrenos de 
área iguais traçando uma paralela ao 
lado 4D. A que distância de D deve-se 
tragar a paralela? 

A B 


D C 


148) (Maio-2003) Seja ABCD um 
retângulo de lados 48 = 4 e ВС = 3. А 
perpendicular à diagonal BD traçada 
por 4 corta BD no ponto H. Chamamos 
de M o ponto médio de BH e de No 
ponto médio de CD. Calculc a medida 
do segmento MN. 


149) (Rússia-96) Os pontos E e F sáo 
dados no lado BC de um quadrilátero 
ABCD (com E mais perto de B do que 
F). Sabe-se que ZBAE = ZCDF e 
ZEAF = ZFDE. Prove que /ЕАС = 
“РОВ. 


150) (Wisconsin-2001) O quadrilátero 
ABCD еза inscrito em uma 
circunferência c também possui uma 
circunferência inscrita. Sc W, X. Y eZ 


sio os pontos de langéncia da menor 
circunterencia com os lados do 
quadrilátero. prove que WY e XZ são 
perpendiculares. 


151) (OBM-2003) Seja ABCD um 
losango. Sejam E, F. Ge H pontos 
sobre os lados ИВ, BC, CD е DA, 
respectivamente, e tais que as retas EF 
e GH são tangentes à circunferência 
inscrita no losango. Prove que as retas 
EH e FG são paralelas. 


152) (Argentina-2000) Seja ABCD um 
losango de lado 61 tal que suas 
diagonais AC e BD verificam que АС = 
937 BD. Achar a área do losango. 


153) (Torncio das Cidades-85) No 
quadrilátero ABCD sabe-se que AB = 
BC, ZABC = 100" e ZCDA = 130º. 
Prove que B é o centro da 
circunferência que passa pelos pontos 
A, CeD. 


154) (Torneio das Cidades-89) Sabe-se 
que uma circunferência Г pode ser 
inscrita no trapézio ABCD. Prove que 
as duas circunferências construídas 
tendo como diâmetros os lados 


— жес к 
=> y 7 
М 


obliquos do trapézio sáo tangentes e o 
ponto de tangência é o centro de l. 


155) (Torneio das Cidades-93) Seja O 
o centro da circunterência que € 
tangente ao lado AC de um triángulo 
ABC e ais prolongamentos dos lados 
BA e BC. D é o centro da 
circunferencia que passa pelos pontos 
A. B e O. Prove que os pontos A. B. C 


e D forman um quadrilátero 
inscritível. 
156) (Ј 1.8. MekKnight-92) Duas 


circunferências são tangentes em P. As 
retas AC e BD são traçadas passando 
рог P. Se ABCD é um quadrilátero 
inscritivel, prove que AC = BD. 


A 
PARE — 
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157) (OBM-2014) Um circulo 
tangencia os lados do quadrilatero 
ABCD. Os pontos de tangência são R 
sobre AB. S sobre BC. T sobre CD e L 
sobre DA. Sabe-se que AU = |, DU 
2, BS = 2 e CS = 4. Calcule o 
comprimento SU. 


158) (0BM-2008) Um trapézio 
isósceles ABCD., com lados paralelos 
4B e CD, € tal que a diagonal BD mede 
100 meo ángulo ВОС mede 307. Seja 
S a área do trapézio em nv. Determine 
S. V3. 


139) (Seletiva Brasileira Cone Sul-95) 
Seja MNPQ um quadrado de lados 
MN. NP, PQ, QM. Sejam A e X pontos 
em QM. B e Y em MN e Се Z em NP 
tais que os triângulos ABC e XYZ 
sejam equiláteros. Prove que AC e XZ 
inlersectam-se em seus pontos médios. 


160) (Seletiva Brasileira Conc Sul- 
2003) As diagonais de um trapézio 
inscrito em uma circunferencia de 
centro O encontram-se no ponto M c 
formam um àngulo de 609. Sabe-se que 
MO = 2. Qual é à diterença entre as 
medidas das bases? 


161) (Cone Sul-91) Sejam A. Be C 
três pontos não  colineares (nào 
alinhados) e E ( B) um ponto 
qualquer que não pertença à reta AC. 
Construa os paralelogramos ABCD 
(nesta ordem) e ЛЕСЕ (também nesta 
ordem). Demonstre que BE // DF. 


162) (Rússia-72) Dados um retàngulo 
ABCD, ponto M médio de AD e ponto 
N médio de BC. Tomemos um ponto P 
no prolongamento de DC a partir de D. 
Seja О a interseção de PM e AC. Prove 
que os ángulos ZONM e ZMNP sáo 
iguais. 


163) (Canadá-74) Seja ABCD um 
retângulo com BC = 3AB. Mostre que 
se P e Q são pontos no lado BC com 
ВР = PQ = QC, então ZDBC + ZDPC 
= ZDQC. 


164) (Torneio das Cidades-2000) 
Sejam ABCD um paralelogramo, M o 
ponto médio do lado CD e H o pé da 


"d "HAM f 


perpendicular de B em relação à reta 
AM. Prove que o triángulo BCH € 
isósceles. 


165) (Rússia-74) Dado um quadrado 
ABCD, sejam P e Q pontos nos lados 
AB e BC. respectivamente, de modo 
que |BP| = (ВОЈ. Seja H o pé da 
perpendicular ao segmento PC 
passando por B. Prove que o ángulo 
ZDIIQ e reto. 


166) (AIME-2015) No diagrama 
ABCD é um quadrado. O pontos E ¿o 
ponto médio de AD. Pontos F e G 
pertencem a CE с os pontos П е | 
pertencem a AB e BC, 
respectivamente. tais que FGHJ é um 
quadrado. Pontos K c L pertencem a 
GH e os pontos M e N pertencem à AD 
с AB. respectivamente, tais que KI.MN 
é um quadrado. A área de KLMN е 99. 
Determine a área de FGHI. 


А M E р 
H E 
B J C 


167) (Polónia-2009) ABCD é um 
quadrilátero inscrito em um circulo Г 
com AB dc diámetro. Seja E o ponto 
de interseção das diagonais AC e BD. 
As tangentes a [ nos pontos C e D 


intersectam no ponto P. Prove que PC 
= PE, 


3 


168) (Báltica-93) Um quadrilátero 
convexo ABCD está inscrito em uma 
circunferência com centro O Os 
ângulos AOB, BOC, COD e DOA. 
tomados em alguma ordem, sáo iguais 
aos ângulos do quadrilátero ABCD. 
Prove que ABCD é um quadrado. 


169) (Uruguai-2001) ABCD é um 
quadrilátero no qual os ângulos A e C 
medem o mesmo. A bissetriz do ángulo 
B corta о circuncirculo de ABDC em L 
e à bissetriz do ángulo D corta o 
circuncirculo de AABD em F. 
Demonstrar que o quadrilátero que tem 
por vértices os pontos D, L, Be F é um 
paralelogramo. 


170) (Uruguai-98) Seja ABCD um 
quadrilátero cujos vértices estão em 
uma circunferência, exteriormente ao 
quadrilátero se formam os retângulos 
ABTR, BCJS, CDUX e ADYZ de tal 
forma que BT = CD, CJ = AD. DU = 
AB. AZ = BC. Demonstrar que o 
quadrilátero que tem por vértices os 
centros dos retângulos é também um 
retângulo. 


171) (Uruguai-2000) Um 
paralelogramo ABCD сот ângulo 
agudo DAR é dado. A bissetriz do 
ângulo DAB corta a reta CD em Lea 
reta BC em K. Seja O o circuncentro 
do triángulo LCK. Prove que o 
quadrilátero DBCO € inscritivel. 


172) (Bulgária-2000) O quadrilátero 
ABCD està inserto. em uma 
circunleréncia com diámetro BD. Seja 
M o ponto simétrico de A com relação 


à BD e seja N o ponto de interseção 
das retas AM е BD. А reta passando 
por N que é paralela a AC intersecta 
CD e BC em P e Q. respectivamente. 
Prove que os pontos P, C, Q e M são 
vértices de um retángulo. 


173) (Rioplatense-2011) Considere um 
retângulo ABCD. com lados AB < BC. 
No exterior do retângulo é marcado um 
ponto E tal que АВЕС é um trapézio 
isósceles (BE e AC são paralelos. BA 
= EC c E g DC). Demonstrar que se à 
área do triángulo BEC é a quarta parte 
da área do retângulo ABCD , então o 
triangulo AED é equilátero. 


174) (IMO-85) Uma circunterência 
possui centro no lado AB de um 
quadrilátero inscritivel. Os outros tres 
lados são tangentes à circunferencia. 
Prove que AD * BC=AB. 


175) (Torneio das Cidades-2010) Em 
um quadrilátero ABCD, que possui 
uma circunferência inscrita, AB = CD. 
BC < ADe BC é paralelo a AD. Prove 
que a bissetriz de ZC divide ABCD em 
duas figuras de mesma área. 


176) (Маіо-2011) No retângulo 
ABCD. BC = 5. EC =CD3eFco 
ponto onde se cortam AE е BD. О 
triângulo DFE tem área 12 co 
triángulo АВЕ tem área 27. Calcular a 
área do quadrilátero BCEF. 

1) 
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Área e Relacóes Métricas no ) Circulo 


6.1) RELAÇÕES MÉTRICAS NA CIRCUNFERÊNCIA 
6.1.1) Duas retas secantes à circunferência: “Sc de um ponto P traçamos duas 
secantes à uma circunferência, encontrando esta nos pontos A, B, A” e B’, de acordo 
com uma das figuras abaixo, então temos que РА.РВ = РА'РВ'.” 

P 


Demonstracáo: 
Inicialmente trace AR e AR. Como ZPAB' = ZPA'B e ZAPA'- ZBPB' então 
APAR -APAR > PA. PA. o BEBSRBAM 

PB" PB 


Feorema Recíproco: “Considere quatro pontos quaisquer A. A. B, A', B' cm um m plano. 
wes a trés nào alinhados. Seja P a interseção de AB e A'B'. Se PAPB=PA'PB', 
então A. B, A' e B' estão sobre uma mesma circunferência.” 


CASO I Demonstracáo: 


Caso |: Como c = ao e ZAPA' = ZB'PB então 
PA” PB 

AAPA' ~ AB'PB > ZPA'A=ZPBB > 

180° – ZAA'B'= ZARR > 

o quadrilátero AA'B'B é inscritivel. 


jd Caso 2: Como д; = Lb e ZAPA'- ZB'PB entào 
PA' PB 

AAPA'-AB'PB = 

ZAA'B'= ZABB' e ZBAA'= ZBB'A' 

ZAB'B= ZAB'A' + ZBB'A'2 ZABA' + ZBAA'= 

=180"- ZAA'B > AA'BB' é inscritivel. 


жетет, 


6.1.2) Uma reta secante e outra tangente à circunferéncia: “Se de um ponto P 
traçamos uma tangente e uma secante a uma circunferência, de acordo com a figura, 
então РТ" = PA.PB.” 

Demonstração: 

Trace AT e BT. 

Como ZPTA = ZPBTe ZAPT=ZTPB = 


APTA ~ АРВТ > > PT = РА.РВ 


Is 
-l 02 
ta 


6.1.3) Potência de Ponto: Dado um ponto P e uma circunferência À, de centro O e 
raio R, dá-se o nome de potência de P em relação a À ao valor de Poty (P) = PO” - В. 
р 


> 


Existem 3 posições possíveis do ponto P com relação à circunferência 2. 
(1) Se P € 2 então РО = К e assim Pot, (P) = 0 

(2) Se P está no exterior de À então PO > В e assim Pot; (P) = PO- R^ > 0 
Além disso. se A e B são as interseções da reta PO com à. então: 

Pot, (P) = PO! - К = (PO - R(PO + R) = РА.РВ 

(3) Se P está no interior de À então PO < В e assim Pot, (P) = PO'-R'«0 
Além disso. se A e B são as interseções da reta PO com À, então: 

Pot, (P) = PO? - R? = (PO - КРО + R) = - PA.PB 


6.1.4) Eixo Radical: Dadas duas circunferências A, e А. delinimos Eixo Radical 
como o lugar geométrico dos pontos que possuem igual potência de ponto em relação 
a à e ha. 

Considere duas circunferências distintas, uma 
de centro À e raro R e outra de centro В e ruio 
г. Sejam P um ponto tal que Pot, y, P = Pot, P 
e Ela sua projeção ortogonal sobre AD. 

Assim: PA! В = PB -r > 

AH + PH R? = ВН = РН? -r > 

R? -1° = AH? BH = 

=(AH-BHXAH + ВН) > (АП -BII.ABS R- г 


) 


Como AB. R e r sào valores constantes, entào AH — BH também será constante, 
implicando que, para todo ponto P que possui igual potência de ponto em relação às 
duas circunferências, a projeção ortogonal de P sobre AB é constante. Desta forma, o 
lugar geométrico procurado é uma reta perpendicular à reta que une os centros das 


circunferéncias. 


Propriedade: O eixo radical de duas circunferéncias que se intersectam em no 
máximo um ponto é o lugar geométrico dos pontos P tais que as tangentes tragadas 
desde P às circunferéncias possuem o mesmo comprimento. 

Demonstração: 


in Como Род, P = Pot, então: 
PA?-R?°=PBè -r => PM'=PNº > 
PM = PN 


6.1.5) Posições Relativas: 
i) Duas circunferências interiores ou exteriores: o eixo radical não inlerseca 
nenhuma das circunterências, — 


P Eixo | Radical 


P Radical 
{ 5 E Сайы 


ii) Duas circunferências secantes: o cixo radical © a reta que passa pelos pontos de 
interseção das duas circunferências. 


: Eixo 
$ Radical 


iii) Duas circunferéncias tangentes: o eixo radical é a tangente comum 


: Eixo : Eno 


¿ Radical P Radical 


6.1.6) Centro Radical: Dados trés circunferéncias distintas. denominamos de “Centro 


Radical” ao ponto que possui igual potência de ponto em relação às tres 
circunferências. 


Por exemplo, considere três circunferências de centros А. B e C (nào 
colineares). Tracemos o eixo radical de À е B e também de B e C. 

Considere que o ponto P é a interseção de ERA p e ER o Como P pertence à 
ER, y então Р possui igual potência de ponto em relação às circunteréncias de centros 
A e B. Analogamente, P possui igual potência de ponto em relação às circunferências 
de centros B e C. Concluímos, portanto. que P é o ponto do plano que possu: igual 
potência de em relação às três circunferências. ou seja. P pertence à ER, «. 
Denominamos P de “Centro Radical”. 


6.1.6.1) Propriedades do Centro Radical 
i) O centro radical é o único ponto do plano de onde se pode traçar tangentes de 
mesmo comprimento às três circunferências. 
Demonstração: 
P é o centro radical em relação a três circunferências de centro A, B e C e raios 
respectivamente iguais a Ra, Ry e Rc se e somente se: 

PA- Кл? = РВ? -R = РС? Rt. 
Por outro lado, observe que. pelo teorema de Pitágoras, cada um dos valores да 
igualdade acima são iguais ao quadrado dos segmentos tangentes que podemos traçar 
a partir de P em relação às três circunferências. 


ii) O centro radical é o centro da única circunferência ortogonal às três circunferências 
dadas. 

Demonstração: 

A partir da propriedade anterior. trace a circunferência T cujo centro é o centro radical 
P e que passa pelos seis pontos de tangência obtidas traçando, a partir de P. os pares 
de tangentes em relação a cada uma das três circunferências Ay. Аз e Az. Note que isto 
sempre é possível uma vez que todos os segmentos tangentes desde P são congruentes. 
Tome. por exemplo. o ponto Q, um dos pontos de interseção de Г e Ал. A reta tangente 
à circunferencia Г рог Q passa pelo centro de À. 1 c a reta tangente à circunferência X 
por Q passa pelo centro de V. caracterizando assim a ortogonalidade de Г com as 
sireunferências Aj. Analogamente pode-se demonstrar que Г с ortogonal às 
circunferências À, с? 


Exemplos: 


1) (Colégio Naval-82) Seja P um ponto exterior a um círculo de centro O e raio R e tal 
que OP = К REA Traça-se por P a secante РАВ ao circulo. Se РА = К, AB é igual a: 
AR WR QR HR eRV2 


Solução: 
n 


PA.PB=PMPO > R(AB+R)=(RV3-RARV3+R) > 
o M P ВАВ+В> = 38: А: АВ 


2) (IME-65) Por um ponto distante 7 cm do centro de uma circunferência de 5 ст de 
raio traga-se uma secante de modo que sua parte externa é 2/3 da secante total. 
Calcular o comprimento da secante. 

Solução: 


í———————— — ЧӘР: 
7 р A жаллы т =. 
7 ә 


/ Р . F , , 
РЕ minas а AA o mi а аа de At аа ы — 


A Seja x = PB. Assim: 


TEA DU AO 2x " E 
Q No о ж кы и а c 


x=36 > х= бст 


3) (Colégio Naval-2002) Considere um triángulo equilátero ABC, inscrito em um 
circulo de raio R. Os pontos M c N são, respectivamente, os pontos médios do arco 
menor AC e do segmento BC. Se a reta MN também intersecta a circunferéncia desse 
circulo no ponto P, P + M, então NP mede: 
y 8/7 p) 3848 y RITO ¿y RYS B ку5 

2 2 14 7 3 
Solução: 
Seja L o lado do triângulo equilátero AABC. Pela Lei dos 

B. SOR us dish 
scn 60 

Como M é o ponto médio do menor arco AC, então BC é 
um diámetro do círculo = 
ABMC é retângulo com C 290^. > 
BM'-CM'-BC > 48 = СМ? + 3А? > СМ = К 
Сото АМСМ ё retângulo em С: MN” = СМ? + см > 


Senos cm AABC: 


M Б 
мм ые MN = MIR 
Portanto: MN.NP = BN.CN > VIR NP = E => NP= Rd 


4) (ITA-2006) Seja F. um ponto externo a uma circunferência. Os segmentos EA e 
ED interccptam essa circunferéncia nos pontos B c A. c. C c D. respectivamente. A 
corda AF da circunferéncia intercepta o segmento ED no ponto С. Se EB = 5, BA = 
7, EC 2 4. GD = 3 e AG = 6. entào GF vale 

a)l b)2 c)3 d)4 e)5 

Solucáo: 

Sejam GF= x e GC= y, por potência de ponto 
temos: EB.EA=EC.ED = 

5.12=4(7+y) > у= 8 

Analogamente: 

GA.GF=GC.GD > 6.х=8.3 > x=4 


Д.27 


po ғ r 


« 


5) (Olimpiada de St. Petersburg-96) Seja BD a bissetriz do ángulo B em um triángulo 
ABC. O circuncirculo do triángulo ВОС encontra AB em E, enquanto que o 
circuncirculo do triângulo ABD encontra BC em F. Prove que AE = СГ. 

Solução: 


um 


Aplicando Poténcia de Ponto: 


AE.AB = AD.AC e CF.CB = CD.CA. 
AE AD BC 

Portanto: — = —-,—, 
CF CD AB 


Pelo Teorema da Bissetriz temos que: 


à AB AD > AD BC, 
AS CB CD CD AB ` 


A D C Assim, AE = CF. 


6) (Maio-99) A figura representa a quarta parte de um círculo de raio |. No arco AB, 
consideram-se os pontos P c Q de forma tal que a reta PQ seja paralela a reta AB. 
Sejam X e Y os pontos de interseção da reta PQ com as retas OA e OB 


respectivamente. Calcular РХ? + РҮ?. 


B 
О А 
Solução: 
y ; Pela simetria da construção, temos que QX = PY. 
en ¿AS OX = OY e PX - QY. 
Como XY é paralelo a AB, então Xy=/2.0X > 
Q  PX+Py=V2(1+AX). 
аш: E Construa o resto da circunferência. Seja C o ponto onde 
é j OX encontra novamente a circunferência. С 
E / Assim: QX.PX -AXCX 2 PXPY- AX(2 * AX) 


Portanto: PX! +РҮ* = (РХ+РҮ)? -2.PX.PY = 
=2+4AX+2AX -4AX-2AX => PX «PY =2 


руе орг a a SEPO S E OE PEE I cr —— = - 
, 7 


et f- | / 


SET И, ETA O EEE ПОЧ ORR ЦР ӨШ A + 


7) (Olimpiada da Inglaterra-2000) Sejam P е О os pontos de tangéncia da tangente 
comum a dois circulos C, c C» que se intersectam nos pontos M c N sendo N mais 
próximo de PQ do quc M. Mostre que os triángulos MNP с ММО possuem árcas 
iguais. 

Solução: 

Como IM e IP são, respectivamente. uma secante 
e uma tangente ao circulo C,, então IP? = IN.IM. 
Analogamente, рага o círculo C», temos que IQ” = 
IN.IM. Assim, concluimos que IP = IQ, ou seja, I 
é o ponto médio do segmento PQ. 

Assim, a distância m do ponto P a reta suporte de 
MN e a distáncia n do ponto Q a reta suporte de 
MN sáo iguais. Desde que a área do triangulo 
MNP с igual a MN.m/2 c a árca do triángulo 
MNQ é igual a MN.n/2, entáo temos que as áreas 
destes triangulos sáo iguais. 


8) (Olimpiada do Cone Sul/Banco-2002) Seja ABCD um quadrilátero inscritivel e E a 
interseção das diagonais AC e BD. Se F é um ponto qualquer e as circunferências ГІ e 
V? circunscritas a FAC e a FBD se intersectam novamente em G. mostre que £, F. G 
sáo colineares. 

Solução: 

Inicialmente repare que, devido ao fato de ГТ e 12 
serem concorrentes. a reta FG é o eixo radical de 
Freta; 

Além disso. Potr, E = – EA.EC е Рог; E = ~ 
EB.ED. 

Por outro lado, como ABCD é um quadrilátero 
inscritivel, entào podemos afirmar que EA.EC = 
EB.ED. e assim concluimos que Potr E = Potr: E, 
implicando que o ponto E pertença ao cixo radical 
de Г1 e T2. que é a reta FG. Logo. E. F e G são 
colineares. 


9) Se a distância entre os centros de duas circunferências Г, e Г, é maior do que a 
soma de seus raios, as circunferências têm quatro tangentes cm comum. Prove que os 
pontos médios desses quatro segmentos são colineares. 

Solução: 


Se M é o médio de alguma 
dessas tangentes AB, então MA = 
MB. Сото o ехо radical é o 
lugar geométrico dos pontos do 
plano onde se pode traçar 
tangentes de mesmo comprimento 
às duas circunferências, segue que 
o ponto M pertence ao eixo 
radical de Г, e 15. Como o 
mesmo vale para os outros 
pontos médios, concluimos que os 


quatro pontos pertencem ao eixo radical, ou seja, os quatro pontos médios são 


colineares. 


10) (IMO-95) Sejam A, B, C e D quatro pontos distintos em uma reta, nesta ordem. Os 
circulos com diámetros AC e BD se interceptam nos pontos X e Y. A reta XY 
encontra BX no ponto Z. Seja P um ponto na reta XY diferente de Z. A reta CP 
intercepta o círculo com diâmetro AC nos pontos C e M e a reta BP intercepta о 
circulo com diâmetro BD nos pontos B e N. Prove que as retas AM, DN c XY são 


roncorrentes. 


(1) 
DN ёо eixo radical de Pre Г, (2) 
XY é o eixo radical de Гуе Г (3) 


Solução: 

Repare que os pontos O, X e Y 
pertencem ao eixo radical de T, e 
Г». 

Potência de ponto:  ON.OB 
OM.OC, ou seja. BCMN 
inscritível > 

ZMNO = ZBCM. 

Assim: ZDNM = 90? - ZMNO = 
=90º-2ZBCM=ZDAM > 
ADMN é inscritivel 

Suponha que [ é a circunterencia 
circunscrita a ADMN. 

Perceba que: 

AM é o eixo radical de 1, e l} 


I 


Gs 


De (1), (2) e (3) segue que AM, DN e XY são concorrentes no centro radical Z de li. 


Г» е Ps. 


| UU UTEDTITTUIUTUPICDTEES 
6.2) AREAS DE REGIÕES CIRCULARES 


6.2.1) Circulo 


Note que quando tomamos poligonos regulares com 
um nümero maior de lados, estamos cada vez mais 


aproximando-o de um círculo. Como podemos separar um 
б жй polígono regular de n lados em n triángulos isósceles 
ANA d 


congruentes, temos que a área deste polígono é igual a 


AN A 
71 NS S= M onde f, é o lado do polígono regular de n lados e 


h é a altura de cada triángulo. que nada mais é que a 
distáncia entre o centro do poligono regular e cada lado. 
Uma vez que n./, é igual ao perimetro do poligono, então podemos escrever que 
s=- p, .h 
2 
Um circulo pode ser encarado como um poligono regular com um nümcro 
infinito de lados, fazendo com que p, seja o perímetro da circunferência e h seja o 
raio. Assim: 


S 
*^circulo 


JnRR 
= pem Seircuto E лї? 


6.2.2) Setor Circular 


Como a área do setor varia linearmente com o ángulo 


> э 
S. mi z BR” 

central: — = > S= 
a 27 2 


Obs: а em radianos 


6.2.3) Segmento Circular 


Fazendo a área do setor circular menos a área do triângulo 


correspondente: 

2 2 2 

aR Е К .<еп о = $ а ines d 
2 2 2 


o? 


Obs: « em radianos 


6.2.4) Coroa Circular 


Subtraindo a área dos dois circulos: 


S=aR'-n > S-mR'-r) 


exemplos: 


1) (UFRN-97) Quatro círculos, todos com raio unitário e cujos centros são vértices de 
um quadrado. são tangentes exteriormente, dois a dois. A árca da parte hachurada é: 


Aes B) ax5-XT1 
C) 342-11 D)4-m 


Tomemos apenas um quarto da figura. Claramente a área total Sy é 
igual a quatro vezes a área destacada na figura ao lado. Esta área 
pode ser calculada subtraindo a área de um quadrado de lado | de 
um quarto de circunferéncia de raio |. Assim: 


IS 
4 4 


\ 


S 


2) (Colégio Naval-91) Os lados do triángulo medem: AB = 2; AC= 243 е BC=4. 
A área da intersecção entre o circulo de centro B e raio BA, o circulo de centro C e 
raio CA eo triángulo ABC, é: 


^ 5 51 — ) 
a) 22-245 bj ou с) -M5 4) 7 -N3 e) MB 
= 3 ^ 


Solução: 
Como BC? = AR? + AC”. então AABC é retângulo. 
Deste modo. os dois circulos são ortogonais. 
AU 2 ^ ^ 
sen oe sm Уз A > B=73 e C=n/6 
BC 4 2 
АП.ВС = АВ.АС > АН.4 = 2.2у3 > 


АН = 3 


as 


ALT 9 Ee canke E Área e Reisções HÉLICES ) cas me Presto 
B—: АВАН C—3 ACAH н 
Sr = АВ „АВАП д6) C AC — sen(1/3) > 
^ "I q ^? 9 ^ a a 
sE op 2551, re gy 24545 УЗ = icu ИБР 7 = 
6 2 2 12 2 2 3 2 2 
S, Ms 


3) (AFA-2003) Na figura. RST é um triángulo retângulo em S. Os arcos RnST. Rms e 
SqT são semicircunferências cujos diámetros são. respectivamente. RT. SR c ST. A 
soma das áreas das figuras hachuradas está para a área do triángulo RST na razào. 

a) 1/3 
hil 
с) 1/2 


d) 3/2 


Solução: 

. ^"^ m 5T 2 2 E . 
Sejam RS=2x e TS=2y => RT= 24x? +y". Assim, Saas, = 2xy. 
À soma das áreas hachuradas vale: 


1 
nx? лу? ax + y?) 


S= Sums + Ssgr PSr “Sir == *^ 2 + 2xy 


= S= 2xy: 
2 


Deste modo, como Sarsr = S, então a razão vale 1. 


4) (IBMEC-2005) Considere que os ángulos de todos os cantos da figura abaixo são 
retos e que todos os arcos sáo arcos de circunferéncias de raio 2, com centros sobre os 
pontos em destaque. 


A área da região sombreada é igual a 
а)4 b)4n c)I6 d)ló6r c)64 
Solução: 


A parte central é equivalente a um quadrado de lado 4 menos quatro quadrantes de 
raio 2: S, = (4 – 12) = 16 – 4m. 

Unindo as áreas das extremidades obtemos um circulo de raio 2: S, = n(2Y = 41. 
Logo: Sır 8»7 16. 


ЫЛ amis 


5) (UFLA-2005) Uma das faces de uma medalha circular tem o desenho ao lado. A 
regiào hachurada é de ouro e a nào-hachurada é de prata. Sabendo que os contornos 
das áreas hachuradas sào semicirculos, as áreas das superficies de ouro e de prata são. 
respectivamente, em cm": 


dução: 
Inicialmente observe que a reta pontilhada é uma linha de simetria. Assim, a área de 
ouro é igual a duas vezes a área de um semicírculo de raio 1,4 em menos a área de um 


semicirculo de raio 0,7 ст: S,,, = ERES ie» |+ 1,477. 


A área de prata é igual à área total menos a área de ouro: 
^? 
Sprata = 1(2.1) — 1,477 = 2,947. 


6) (UECE-2005) Na figura as semi-retas r e s são tangentes ao circulo de raio | m. Se 
a = 60". a árca da região pigmentada é igual a: 


Solução: 

Como ZFGC + ZFHC = 180º então FGCH é um quadrilátero inscritível. 
Assim, se ZGFH = 60º então ZGCH = 120º. 

Observe agora que FC é a bissetriz de ZGFEH. Portanto, temos que ZCEH = 30". 
Assim. FH =R.cotg 30º > ГЕН = 3 m. 


M» D'UUTERTUmTmTTM — CU IEEE - 


< 4 j 27 + " y TIENS Ж ERE 


Г 
US AP My. AMPIA Ls HPV PD cod Lindos ео. шыш 


A área pedida é igual a área do triângulo FGH menos a área do segmento circular 
dclimitado pela corda GH: 
. FG Fl sen 60" E R^ RR.senl20* EXE Ti АД 


3 


7) (UFOP-2004) Na figura a seguir. a maior circunferência representada tem diâmetro 
12 cm. Sendo assim. a área sombreada. em em”. vale" 


а) l0z 

b) l6x 

с) 277/2 
d) 1357/2 


Solucáo: 
Observando figura, temos que o raio da circunferéncia interna 
maior é igual a R = 3 cm. Uma vez que a figura possui duas 
linhas de simetria, vamos analisar somente um quarto dela para 
calcular o raio da circunferéncia menor. 
Repare que OB =R, AB=R+reOA=2R-r. 
Pelo Teorema de Pitágoras: (R + r} = R^ + (2R – r > 
К+ 216 +0 -R'-4R -4R UO > TE 

2 


Assim: S = n(2RY — 2[n(R)y. + я(г)] = 36x — 2[9n + 4n] = 10x 


8) (UFPE-2004) Na figura abaixo, o ángulo ВАС mede 60° e АВ = AC. Se а 
circunferéncia tem raio 6, qual o valor da área da regiào hachurada? 


Solução: 

O ângulo central correspondente ao ángulo inscrito ZBAC é igual à 2ZBAC = 120”. 
Como os arcos АВ c AC são iguais, chamando-os de a temos: 

20-190 360" = 9120. 

Assim, as áreas hachuradas são dois segmentos circulares de ângulo central 120" e raio 
6. 


E 


e 


? 2 ig) os ys TT 
Logos ga Ll ы = 2|12л-9./3 |= 2411843. 


9) (Unifor-2002) Na figura abaixo têm-se um triângulo eqüilátero de lado 2 m e três 
circunferéncias cujos diámetros sáo os trés lados desse triángulo. 


...-.. 
- 
o? 


A 


ГА 
-. .” 
rar? 


A área da região sombreada, em metros quadrados. é igual a 


n4 45 n-453 л\/3 2й-\/3 a 
MES Me c) 2 da e) n- X3 
Solução: 


A região hachurada é composta de um triângulo 
equilatero de lado igual a | m mais de três segmentos 
circulares de ângulo central 60º e raio | m. Portanto: 


К алво RIS] 


S Kap 
4 3 2 4 

3 mx 43 ]_n-43 
4 6 4 2 


10) (ITA-99) Duas circunferências C, e C», ambas com 1 m de raio, são tangentes. 


Seja С; outra circunferência cujo raio mede ( /2 —1) m e que tangencia externamente 
a > e ET x 5 " 2 A E " 
C, e C». A área, em т”, da região limitada e exterior às trés circunferências dadas, é: 


91-91-22) YI ©з] DELE) 9 a-n- 
+ 


Solução: 


Os lados de AABC são: 


a=b=R+r=|+/2-|=/2 e c=2R=2, 
| Uma vez que с = а + b e asb então AABC é 
AN retângulo isósceles > А = В = 45" e С = 90". 
Assim: ONU. ME LUN t ы 
2 8 | 4 
242 ny 2-1) f3 
do dese aU nel on e c fos 
2 4 4 2 


11) (IME-76/77) Tracam-se dois circulos de raio r e centros em O e O' (cada um 
passando pelo centro do outro). que se cortam ст | e J. Com centro em 1 c raio 2r 
traça-se um arco de círculo que tangencia (О) em A e (O`) em A`. Com centro em J e 
raio 2r traça-se um arco de círculo que tangencia (O) em B e (O`) em B`. Em (О) o 
diámetro dO tem a outra extremidade em С: em (O°) o diámetro dO' tem a outra 
extremidade em C’. Os arcos AA”, A'C'B', B'B e ВСА formam uma oval com quatro 
centros. Pedc-se a área desta oval em função de r. 
Solução: 
Note que, pela simetria da 
construção, temos que as árcas dos 
setores OBCA e O'A'C'B' são iguais 
(S1), bem como as áreas dos setores 
IAA' e JB'B também são iguais (S>). 
Assim, a área da oval é igual a: 

5 =2,5,+ 2.8» — 2.S уу. 
Além do mais, AIAA' é equilátero 
(lado 2r). ou seja, ZAIA' = 7/3 с 
ZA'O'B' = 27/3. Portanto: 


ay 2 „5 Ж» 
$ 5200 NEU eT 43 - 
6 3 4 
á ^ 
S= Ele 


12) (OBM-81 banco) Dado um quadrado de lado x. cam centra em cada vértice 
traçam-se 4 circunferências de raio x. Determinar a área do quadrilátero curvilineo 
interior av quadrado dado. 

Solução: 


«25 Егон тае E Ares nmm ; Métricas na Chemie = | 


е. e ^ AMAT | De A Elle tea Ari em maa) Wem ——_ 


O quadrilátero curvilineo PQRS pode : ser decomposto no 
quadrado PQRS mais quatro segmentos circulares iguais. 
Como DP=PC=DC=x = ADPC é equilátero = 
ZPDC=60" > ZQDC= 60° ~ Ө. 

Analogamente ZPDA = 60"-0 > Ө = 30". 


h- /2 
Assim: РО = 2.x.sen 15° = 2 раа Уз -xJ2- 43 


Y 2 
T 2 Es sen(m/6 
Portanto: S= PQ? «4| — x? (7 | 
(12º 2 
Э Tos» 3 x? 
2-x'g-43).47x'-x! > 8=(3-33+1)— 
? 3 


13) (OBM-2002) Um grande painel na forma de um quarto de círculo foi composto 
com 4 cores, conforme indicado na figura ao lado. onde o segmento divide o setor cm 
duas partes iguais e o arco interno é uma semicircunteréncia. Qual é a cor que cobre a 
maior área? 


amarelo 


Solução: 
Sejam x, y. ze was áreas das regiões branca, amarela, azul e verde, respectivamente. 
Seja R o rato do semi-circulo. 


2 
Temos x + y = 18. е yszexewecaQg) = E 


Ё 3 


Assm.xty=y+z=x+w.lopox=zey=w. 
Como x é a área de um segmento circular de ángulo 90º c raio R, 


E З í 1-2 2 A 
x= E 3 c y [EE Je. Assimx ez «уем 


4 2 


14) (OBM-2005) Na figura, todas as circunferências menores têm o mesmo 
raio r e os centros das circunferéncias que tocam a circunferéncia maior sáo 
vértices de um quadrado. Sejam a e b as áreas cinzas indicadas na figura. Entào a 


Eod us 
razão b é igual a: 


2 


| 
3- bI ol d) e)2 
3 


tu | us 


Solução: 

Ao longo do diâmetro da circunferência maior existem três diâmetros da 

circunferência menor: 2R=6r > R=3r. 

Uma vez que b é uma das quatro áreas exteriores a circunferência maior em relação às 
лг 


nGry - S(nr^) > , a 
——— ——— = nr”. Assim, segue que — = — = 1. 
4 b ar 


5 circunferências menores: b= 


15) (Olimpiada da Bélgica-90) Calcule a área da região hachurada, sabendo que todos 
os arcos possuem raio R e que A e B são eixos perpendiculares. 

B 

1 


Solução: 

Completemos as circunferências de todos os 
arcos. obtendo a figura ao lado. A arca a ser 
calculada é igual a quatro vezes a área do 
triângulo OMN menos oito vezes a área do 
segmento circular OpM. hachurado na figura ao 


/ } lado. Claramente. АОММ c AOOM são 
triangulos equiláteros de lado R. Assim: 
A 3 


F > 1 P: > M 
zb уз] Q(zR RS 


4 


А — -m IAM oy tet RATA AI 
Y sory 7 AD - 7 P. T "ретеу 
С. "rs . >» 4 "1 ‚+ o. 


- 
M 


С ; EDU TOS i airs tod. 
16) (Olimpiada Báltica-96) Na figura abaixo você vé três semi-circunferéncias. A 
circunferéncia C é tangente à duas das semi-circunferéncias e à reta PQ perpendicular 
ao diámetro AB. A área da região hachurada é 397, e a área da circunferência C é 9л. 
Determine o comprimento do diámetro AB. 


, ip 
mme aiai — „шша = 


Solução: 

Seam Ra e Rg os raios das semi- 
circunferências de diâmetros AP e BP, Reo 
raio da circunleréncia C, O e Op os 
respectivos centros das circunferências de 
diámetros AB e BP e Oy o raio da 
circunferência C 

Assim. em C: 9л = 3R.^ > Rç=3 

Como AOkOcR é retângulo: 

(Ra * 3y = RO + (Rn = 3y > RE zb. GR» +0 = RO, + Ice + 9 > 
——-1 

RO, =12R, 

Como a área da regiáo hachurada é igual a 391: 

son= ХКА + Ка) aR, AR 


> > A ON > RA.R, = 48 


A 0 IL R O B 


Uma vez que ЛОО К é retângulo: (RA + Rg- 3) — (Ал +3- Кау = 12Ra > 
QRa- 6)(2RA) = 26 > 4R Rg- 126, = 1266 > К+ = 16 => 
Кл= 12 Ryg=4 => АВ = (К, + К) = 32. 


Exercícios o. р 


de Vestibufar 


1) (FMTM-2010) Na figura, AB é о 
diámetro da circunferéncia de centro O e 
B ¿o ponto de tangéncia do segmento BC 
à circunferéncia. 


Sabendo-se que os segmentos EF e BC 
säv paralelos, v que AC = 25 cm e FC = 9 
em, pode-se concluir que BC — EF é, em 
centimetros. igual a 
(042 (В) 3.4. 
(0)8.4. (Е) 9.6. 


(С) 3.8. 


2) (UFPE-93) Na figura abaixo. o 
segmento tangente PT e a corda AB 
medem 20cm. Qual o inteiro mais 
próximo da medida de PB? 


P B 
A 
T 


3) (UFPE-99) Na ilustração a seguir 
ABCD é um quadrado de lado 10, a 
circunferência tem raio 5 e centro no 
ponto médio M de AB e CT é tangente à 


T ОГУ nes 
y у 
, 


circunferéncia em T. Calcule a área do 
triangulo hachurado TED. 


4) (Unesp-2014) Em um plano horizontal 
encontram-se representadas uma 
circunferência e as cordas АС e BD. Nas 


condições apresentadas na figura. 
determine o valor de x. 
b 
. 
As, e ы 
Etnia» 
ec 
v d 
o”. 


5) (UECE-201 1) Em uma circunferencia 
S as cordas XY e WZ são paralelas e as 
medidas de seus comprimentos são 
respectivamente H4 m e 10 m Se a 
distância entre estas cordas é 6 m. смао a 
medida, em metro, do comprimento da 


corda em 5 equidistante das duas 
primeiras é 

a) 2/24 b) 2438 

c) 2/46 d) 2452 


6) (EPCAr-2004) Na figura abaixo. T é 
ponto de tangéncia, PQ e PS sáo secantes 
ao círculo de centro O e MS=6cm. Se 
PN. PM e PT 


são respectivamente 


proporcionais a 1, 2 e 3, entáo a árca do 10) (EPCAr-2002) AB E 0 cm é um 


circulo vale, em cm. 
T 


à M 
S 

a) 51.84n b) 70.567 

c)92.16x d) 104.041 


7) (EPCAr-98) Na figura, A e B sáo os 
centros de duas circunferéncias tangentes 
exteriormente. Os raios são К = 1 те R7 
= 4 m. CD é uma tangente comum ás 
duas curvas. A área do trapézio ABCD, 
medida em nr, é igual а 


a)8 bjlO c)12 


4) 16 


8) (EPCAr-2000) Р é um ponto da corda 
CD do circulo de centro O. Se CP = 9 em, 
PD = 5 em e о raio mede 9 em. então o 
valor de OP é 

adem b)5 em 


c)6cm d)7em 


9) (EPCAr-2001 ) De um ponto P exterior 


a uma circunferencia, traçam-se uma 
secante PB de 32 em. que passa pelo scu 
uma tangente PT cujo 
comprimento é de 24 cm. O comprimento 
dessa circunferência, em cm. é 

lda b)l2a с)1!0л Я) я 


centro, e 


diâmetro de um círculo de centro Oe Te 
um ponto da tangente ao circulo em A, tal 
que AT = AB. A reta determinada por O 
e T intercepta o circulo em C e D. tal que 
TC « TD. O segmento TD mede - 

a) 10/5 -10 byl0-J5 - 

c) 1045 +10 d) 20-105 


11) (Colégio Naval-80) Do ponto P 
exterior a uma circunferência tiramos 
uma secante que corta a circunferéncia 
nos pomos M e N de maneira que 
PN =3xe PM =x-1. Do mesmo ponto P 
tiramos outra secante que corta a mesma 
circunferéncia em R e S, de maneira que 
PR=2x c PS=x+1.0 comprimento do 
segmento da tangente à circunferéncia 
tirada do mesmo ponto P, se todos os 
segmentos estão medidos cm em é: 


a) V40 em с) V34 em e)8cm 

b) М0 cm d) 10 cm 

12) (Colégio Naval-80) Duas 
circunferências são tangentes exteriores 
em P. Uma reta tangencia essas 
circunferências nos pontos M e N 
respectivamente, Se PMz4cme 


PN=2em. о produto dos raios dessas 
circunferências da: 

Rem 4 ст: 
d) 10 env! e)9 cm? 


c)5 cm” 


13) (Colégio Naval-81) Pela extremidade 
A de um diâmetro AB de uma 
circunferência de raio R. traça-se uma 
tangente. Com centro na extremidade B. 
descreve-se um arco de raio 4R. que 
intercepta a tangente no ponto C. Traça- 


se BC que encontra a circunferéncia dada 
em E. O valor de BE é: 

a)0.25R b)O,SR c)0.75 К 

d)0.8R е) К 


14) (Colégio Naval-84) As retas PA e 
PB sáo tangentes a circunferéncia de raio 
R nos pontos A e B respectivamente. Se 
PA 23x e x é a distância do ponto A à 
reta PB, então R é igual a: 

а)3(3-2/2)х b) 3 G«242)x 

SE d) 2 (2+34/5) х 
e)x 


15) (Colégio Naval-84) A secante (1) à 
uma circunferência de O cm de raio 
determina uma corda AB de 842 um de 
comprimento. A reta (5) é paralela a (1) e 
tangencia a circunferência no menor arco 
AB. A distância entre (1) e (s) é de: 

albem b)l0cm с) 5 ст 

д) 4ст е) 7 ст 


16) (Colégio Naval-89) Considere as 
cordas AP=13 e BD=12 de uma 
circunteréncia, que se interceptam no 
ponto Q; e um ponto C da corda АР. tal 
que ABCD seja um paralelogramo. 
Determinado este ponto C, AC mede: 

a)8 X р 
b)9 

c) IO 

d) 12 н 

е)18 


17) (Colégio Naval-97) Define-se como 
potência de um ponto P cm relação a um 
circulo, C, de centro O e raio r. como 
sendo o quadrado da distáncia de P a O. 


Mu pun 


AERE ARS БОЛЕП ТУМ 
menos o quadrado de r. Qual ¿a potência 


de 


um dos vértices de hexágono regular 


circunscrito a um circulo de raio r. em 
relação a este círculo? 

Y 2 2 2 2 
a)2r/3 b)r/2 c)r/3 d)r"4 e)r/ó 


18) (Colégio Naval-95) Na fgura, o 
triángulo ABC é retángulo em A. o ponto 


O 


é o centro do semi-circulo de raio r. 


tangente aos lados AB e AC. Sabendo-se 


que OB = 


r3. a área do triángulo ABC 


é dada por: 


O 


A 


B I ; | >, С 


- о 

r^ \ г” 7 
(242 +4): by (245 +4): 
(34 +2 ay +4): 


Dados: 
Centro U 

P ponto interior yualquer 

Med (PM) = Medi МВ) = а 
AB é tangente ao circulo em A 


raio do circulo da figura acima, onde w 


= bc é igual a: 


a) la + e — bl 


b) |2a + e — Ы 


c)la + b —- с 
e) |b - cl 

20) (Colégio Naval-94) Na figura ao lado. 
PA é um secante ao circulo, 


d) |2а - cl 


PT é uma 


tangente ao circulo e BC é uma corda do 
circulo. Qual das relacóes abaixo sempre 
esta válida ? 


PD PT 
а) == ==> A B 
РТ PA 
3 e in 
pa ED PT 
PT AD т 
GET LAT 
BT DT Е 
PT TR D 
T E 
CT EI 
PD CT м 
е) = LI —= 
BT PA 
21) (Epcar-2008) Observe a figura 
abaixo. 
5 p Dados: 
Jn i " FE-x 
"Y NE? BE. af) 
| passen Du д8. зя 
Cu ! E s 
p / BC = RVS 
JE. NET е CD = (А - 1&5 
CT do NE 
Nela. estáo representadas uma 


circunferencia de centro O e raio R, as 
retas | eu, tangentes à circunferencia em 
Ve D. respectivamente. a reta v que 
contém os pontos C. O. Fe Ге os pontos 
B. Ce D pertencem à reta w 

Classifique em (V) verdadeiro ou (F) 
falso cada item abaixo e. a 

seguir. marque a seqüencia correta. 

CY A medida do segmento OA é 5 ст 

C) O segmento CE mede 13.3 em 

(Co) cos (FÉD) ~ cos 60? 


C) A medida do angulo CDE à sa metade 
da medida do ângulo FÓD 
ayV-V-F-Fo)F-V-V-F 


bV-F-F-Vd)F-F-V-V 


22) (EEAR-2002) Seja AB o diámetro de 
uma circunferência. Por A traca-se uma 
tangente à circunferência. que encontra o 
prolongamento de uma corda MN 
paralela ao diâmetro, num ponto P 
Sabendo que PM mede 9 em (M está mais 
próximo de P do que N) e que o raio do 
circulo vale 12.5 cm, então a distância do 
centro à corda MN, em cm, mede 
а) 8 b) 10 с) 12 а) 15 

23) (EEAR-2002) Numa circunferéncia 
de centro C e raio 20 cm, considere a 


corda AB. cujo ponto médio é M. Se CM 


= 10 cm. então a medida de AB é. em 


cm. 


a)15/5 b)20/3 с)15 


24) (Escola 


d)20 


Naval-94) Três 
circunferências de raios r, 2r e 3r são tais 
que. cada uma delas  tangencia 
exteriormente as outras duas. O triângulo, 


cujos vertices são os centros dessas 
circunferências, tem área: 
2 3 2 
а) г" b) /3 17/2 с) 41 
а) бг" c) 12r 
25) (ITA-93) Considere C uma 


circunferência centrada em O c raio 2r. etf 
a reta tangente a C num ponto 7 
Considere também 4 um ponto de C tal 
que ЛОТ = 06 um ángulo agudo. Sendo В 
o ponto de / tal que o segmento АВ é 
paralelo ao segmento OT. entào área do 
trapézio OABT e: 


a) r'(2cos0 — cos20) 

b) r(2senÜ — cosU) 
c)?r(4cos0 — sen20) 
d) 2r(2sen20 — cos20) 
e) r(dsenÜ ~ sen20) 


26) (ITA-99) Duas circunferéncias de 
raios iguais a 9 m e 3 m são tangentes 
externamente num ponto С. Uma reta 
tangencia estas duas circunferências, nos 
puntos distintos A e B. A área. em nv, 
triángulo ABC е: 


32745 b)2743/2 945 
13% 327/37 


27) (IME-90) Seja AB um diâmetro de 
um circulo de centro O e raio R. Sobre o 
prolongamento de AB escolhemos um 
ponto P (PB < PA). Partindo de P 
tomamos uma Secante que corta o circulo 
nos pontos M e N (PM « PN), de modo 
que PM=AN=R. 

a) Mostre que a corda MB é um lado dc 
um poligono regular inscrito de dezoito 
lados. 

b) Encontre uma equagáo (do 3" grau) que 
determina a distáncia de P ao centro do 
circulo em fungáo de R. 


do 


28) (IME-89) Numa circunferéncia de 
centro O e diámetro AB = 2R. prolonga- 
sc o diametro AB até um ponto M, tal que 
BM = К. Traça-se uma secante MNS tal 
que MN = NS, onde N e S são os pontos 
de interseção da secante com a 
circunferência. Determine a área do 
triângulo MOS, 


29) (UEPA-2010) A larga experiência 


tem levado profissionais ligados às 
diversas áreas de produção de 


T -. УЕ vy 


| Сарез Pudens 
conhecimento tecnológico a escreverem 
manuais técnicos com a finalidade de 
orientar estudantes, projetistas — de 
máquinas e professores de 
técnicos. A ligura abaixo ilustra o 
desenho técnico planificado de uma peça 
que será produzida em escala industrial, 


[O 


cursos 


Fonte: Elementos de máquina. Sarkis 
Melconian — edição atualizada e revisada. 
São Paulo Dra. Zt 
Com base nessa figura, a área delimitada 
pelo desenho planificado da peca e: 
4 ` 
¿f3n+! А А 
а) e | unidades de área. 
"e 
> (3 3n+4 
r 


b) a unidades de área. 
N 


c)r {к +4 | unidades de агса. 


| 
J 


unidades de área. 


1) unidades de irea. 


30) (Mackenzie-2010) Considerando a = 
3, a árca da figura vale 


EVO A 90 ---------+ 
——  ÁP— 160 === 222500 vs E 
4) 1176 b) 1124 c) 1096 


d) 978 e) 1352 


31) (UFG-2013) Alguns agricultores 
relataram que, inexplicavelmente, suas 
plantações apareceram parcialmente 
queimadas e a região consumida pelo 
togo tinha o padrão indicado na figura a 
Seguir. correspondendo às regiões 
internas de três circulos, mutuamente 
tangentes, cujos centros são os vértices de 
um triangulo com lados medindo 30, 40 e 
50 metros. 


pe 


Nas condicóes apresentadas, a área da 
região queimada, em m?, é igual а: 
a)11007 b)1200x се) 13007 

d) 14007 e) 15507 


32) (FGV-2011) Em um mesmo plano 
estão contidos um quadrado de 9 em de 
lado e um circulo de 6 cm de raio, com 
centro em um dos vértices do quadrado. 
A área da região do quadrado não 
interceptada pelo círculo, ет em”. é igual 
a 

a) 9(9 — n) 
с) 90-21) 
e) 6(3л - 9) 


b) 9(4я — 9) 
d) 3(9 - 27) 


33) (UFCar-2001) Considere a regiào R. 
pintada de preto. exibida а seguir, 
construida no interior de um quadrado de 
lado medindo Jem. 


Y DOSES EDULIS ME Gere 


Sabendo-se que OS arcos де 
circunferencia que aparecem nos cantos 
do quadrado tém seus centros nos vértices 
do quadrado e que cada raio mede lcm, 
pede-se: , 

a) a área, em cm”, da região interna ao 
quadrado. complementar à região R: 

b) a área, em cm”. da região R. 


34) (Fuvest-2004) Na figura ao lado. cada 
uma das quatro circunferências externas 
tem mesmo raio r e cada uma delas € 
tangente a outras duas c à circunferência 
interna C. Se o raio de C é igual a 2, 
determinar: 


a) o valor de r. 
b) a área da regiào hachurada. 


35) (FURG-2008) Na figura abaixo, a 
circunferência maior possui centro em À 
e rato 10cm: o triángulo ABC é retângulo 
em À c a circunferência menor possui 
centro no ponto médio de BC. A medida 


da área da lua representada pela parte 
sombreada é 


B "A 
"T q Mm x 
/ v \ 
і s \ 
| > M | 


& EN ж, - 
a) 10x em b) 507 ст? с) 257 em? 
d)l0cm” е) 50 ст: 


36) (FGV-2010) А figura indica uma 
circunferência de diámetro AB = Sum. 
um triángulo equilátero ABC, e os pontos 
D e E pertencentes à circunferéncia, com 
D em AC e E em BC. 


-ii — 


2 r DN 

Em cm”, a área da região hachurada na 
figura é igual a 

a) 64 b)8 


c) (5-5) d) (5-2) 
ә 2 


e) (5-2) 


37) (UFRN-95) Na figura abaixo, os trés 
circulos têm raios iguais a 4m e são 
tangentes dois a dois. A área da região 
hachurada é igual a: 


b) (1643-81) m^ 


d) táxi An) п: 


a) (12/2 -om) m 
c) (8/3 - 3л) m 
e) (645 — 31) m 


38) (Mackenzie-2000) O aro de 
circunferencia AB mede 60" e tem centro 
O. Observadas аз condições de tangencra 
da figura, se o circulo inscrito tem raio 4. 
a área assinalada vale: 


A 
a)ón ЫЬ) 7л c)8x d)9n e)an 
39) (Mackenzic-2001) Na figura, ABCD 


é um quadrado e o arco AP tem centro em 


=1 
D. Se a área assinalada mede ‚Ө 
perímetro do quadrado é igual a: 

A B 

D с 
ауз 6) 445 ера dl? es 


40) (UECE-20083) O ponto Р é externo a 
uma cireunferéneia e sua distância ao 
centro da circunterência é 13 m A 
secante traçada de P intercepta a 
circunferência nos pontos Q e R. de modo 


= 


que РО mede 9 m e PR mede 16 m. А 
medida do raio da circunferencia € 


Aim. B)5m. C)6m. D)7m. 

41) (UECE-2012) Dois vertices nào 
consecutivos de um quadrado são 
respecivamente os centros de dois 


circulos cuja medida dos raios de cada um 
deles é 2 m. Se a medida do lado do 
quadrado é 2 m. então a medida da área. 


em m2. da regido comum aos dois 
circulos é 

A)2a2 - 2. B) 22 - 4. 

C) 4л -2 D) 4n - 4 


42) (UEL-2011) Sabendo-se que o terreno 
de um sitio é composto de um setor 
circular, de uma regiáo retangular e de 
outra triangular, com as medidas 
indicadas na figura ao lado, qual a área 
aproximada do terreno? 


«los 


é , 
KIPS UiT 


пул» 


XO retangular 
Pe 


AO 


tiansulzr 


A 


a) 38.28 Кт: 
с) 56.37 Km” 
е) 60.35 Km” 


b) 45,33 Km? 
d) 58.78 Km? 


43) (UFPE-93) Na figura abaixo ABCD é 
um quadrado de lado 4cm e as 
semicircunteréncias tem centros nos 
pontos médios dos lados BC e CD. Qual 


p == ; 
, as ое иң ОЙТ 
e e А , 4 povo MEUS ШӘ SADO 


i х 
o inteiro mais próximo аа área (em cm”) 
da regiáo hachurada? 


44) (UFPE-94) A região hachurada. na 
figura abaixo, é obtida eliminando do 
interior do hexágono regular de lado 4 cm 
a sua interseção com os 6 círculos de raio 
2cm, de centros nos vértices deste 
hexágono, respectivamente. Se S cm é o 
valor da área da região hachurada, 
determine o número inteiro mais próximo 
de S. 


45) (UFPE-96) Num círculo inscreve-se 
um quadrado de lado 7cm. Sobre cada 
lado do quadrado, considera-se a semi- 
circunferencia exterior ao quadrado com 
centro no ponto médio do lado e raio 
3.5ст. como na figura abaixo. Calcule a 
árca de regiáo hachurada. 


46) (Udesc-2009) Uma circunferencia 
intercepta. um triángulo eqúilátero nos 
pontos médios de dois de seus lados, 
conforme mostra a Figura 2. sendo que 
um dos vértices do triángulo é o centro da 
circunferência. 


PE 


N 


Se o lado do triângulo mede 6 cm. a área 
da regiào destacada na Figura 2 é: 


a) [245 - z) cm? 


\ 


с) 9.5 -я) ст? d) 9 


/ 
е) 9| 4-5) ст? 
\ 6 


47) (Fuvest-2007) Na figura, OAB é um 
setor circular com centro em O, ABCD é 
um retángulo e o segmento CD é tangente 
em X ao arco de extremos A e B do setor 
circular. Se AB = 28 e AD = 1. então a 
área do setor OAB é igual a 


X 
Осана. ‚С 
Pd it 
A Ve "a B 
b ye 
ч 
О 
а) я/3 Б) 2л/3 є)4л/3 


d) 57/3 е) 773 


fie ura. a 


- 


48)  (UFPE-2000) Na 
circunferência maior tem raio 5. o arco 
ACB. de uma circunferência de raio 5. 
mede 90º. A circunferência menor é 
tangente à maior e ao arco ACB no seu 
ponto médio. Qual a área da região 
colorida”? 
A B 


49) (Espm-99) A figura à esquerda é o 
emblema de uma campanha ambiental 
feita por uma loja de roupas. Esse 
emblema foi leito a partir da figura à 
direita, cuja parte inferior é um retângulo 
ca parte superior é formada por duas 
semi-circunferências concêntricas. 


NA Mo 
< "m M MENS # 


RECICLAR] Li І 


KX 7" ^ 
Se as medidas indicadas sào dadas em 
centímetros, a área da regido sombreada, 
em centimetros quadrados. é igual a 
a) ó + 902 b)O t72 c)6 + 5112 
A  e)3+ 57/2 


50) (Unesp-2005) Uma empresa tem o 
seguinte logotipo: 


Se a medida do raio da circunferência 
inscrita no quadrado é 3 cm, a área. em 
cm”. de toda a região pintada de preto é 

a19—9:/4 Lb)I8—-9n/4 с) 18 – 9я/2 


d)36-9m/4 с) 36 – 9л/2 


51) (ЕСУ-2012) Cada um dos 7 circulos 
menores da figura a seguir tem raio lem. 
Um circulo pequeno é concéntrico com o 
circulo grande, e tangencia os outros 6 
circulos pequenos. Cada um desses 6 
outros circulos pequenos tangencia o 
circulo grande e 3 círculos pequenos. 


Na situação descrita. a área da região 
sombreada na figura, em cm”, é igual a 
Aja В) 3л2 С) 2л D)312 E)3x 


52) (Fuvest-2007) A figura representa um 
trapézio ABCD de bases AB e CD, 
inscrito em uma circunferência cujo 
centro O está no interior do trapézio. 


Sabe-se que AB = 4. CD = 2 c 
АС = 342 , 
P aii T "s M 
DZ AC 
4 SR = x K 
IN 
“0 td 
d 
A *B 


~ = 


a) Determine a altura do trapézio. 
b) Calcule o raio da circunferência na 
qual ele estã inscrito. 


‚= аг —— - me 


c) Calcule a área da região exterior ao 
trapézio e delimitada pela circunferencia. 


53) (Fuvest-2009) Na figura, estão 
representadas a circunferência C, de 
centro O e raio 2, e os pontos A, B, P eQ, 
de tal modo que: 

1. O ponto O pertence ao segmento PQ. 
2.0P- 1, 00 - J2 

3. A e B são pontos da circunferência, AP 


1 POcBQ | PQ. 


/ ks 


P O o 


Assim sendo, determine: 

a) A árca do triángulo APO. 

b) Os comprimentos dos 
determinados por A e B em C. 

C) A área da regiáo hachurada. 


arcos 


54) (FURG-2010) O simbolo da 
Universidade Federal do Rio Grande 
(FURG), que completou 40 anos em 
2009, está representado pela figura abaixo 


LI» 
1 
<= 
FURG 
Um estudante csbocou o simbolo usando 
um compasso com abertura R e inscreveu 
um quadrado de lado L nessa 
circunferência. Esse estudante realizará 
uma colagem em seu esboço. 


Á expressáo que representa a quantidade 
de papel, em cm?, necessária para cobrir a 
regido sombreada, em função de К. é: 
33 
b) -R'(r-1) 
4 ( 


3 us Ys 
с)-К(л-1) na (1-2) 


а) R(a- 1) 


e) Rin -2) 


55)  (Fuvest-2012) Na figura. a 
circunferência de centro O é tangente à 
reta CD no ponto D. o qual pertence à 
reta AO. Além disso, A e B são pontos da 


circunferência, AB = 645 e BC= od3. 


A 


- 
` 


Nessas condições, determine 
a) a medida do segmento CD; 


b) o raio da circunterência: 
с) a área do triángulo AOB: 
d) a área da região hachurada na figura. 


56) (FGV-2007) Na ligura. a reta suporte 
do lado BC do triángulo ABC passa pelo 
centro da circunferência 2. Se À = 15°, 
BC = 4cm, eo rato de A mede 2cm. a área 
sombreada na figura, em enr, é igual a 

^c 


Р / 
a S ws 
E A ^ 
MA \ AS; 
А Т | ве} 
\ >. 
М. Р. 
je 643-2 9-2; 
E E b) y л а= a 
2 > 2 
343 —1 246 - 
m E B ш 2/67 
2 2 
57) (Unicamp-2001) Considere três 


circunferências em um plano, todas com o 
mesmo raio r = 2 cm e cada uma delas 
com centro em um vértice de um 
triângulo eqüilàtero cujo lado mede 6 cm. 
Seja C a curva fechada de comprimento 
minimo que tangencia externamente as 
três circunferências. 

a) Calcule a área da parte do triângulo 
que está fora das três circunferências. 

b) Calcule o comprimento da curva C. 


58) (Insper-2010) O logotipo mostrado a 
seguir aparece no canto dos cartões de 
visitas dos executivos de uma empresa. 


t. 


Ele € formado por um triángulo retángulo 
com ambos os catetos medindo 2cm e por 
um circulo inscrito nesse triángulo. A 
área, em cm”. da parte escura do logotipo 


€ igual a 
a)2-6n44an/2  b)2-122+9142 
л 


c) 2-l10n-8aV2 d) NE 


nv? 
6 


e) 2 


59) (UFJF-2012) Uma empresa promoveu 
um concurso para que fosse criado o seu 
logotipo, sendo que o vencedor foi o 
logotipo abaixo. 


С Remo HI | 


ELLE 


À Seguir. apresentamos um roteiro que 
descreve a construção do logotipo: 
: Construa um quadrado de lado a. 

Trace segmentos de retas ligando os 
pontos médios de lados adjacentes deste 
quadrado. 

A partir de cada vértice do quadrado 
original, trace um arco de circunferência 
(interno a este), com centro no mesmo e 
passando pelos pontos médios dos lados 
que se interceptam nesse vértice. 

: Construa uma circunferência interna ао 
quadrado — original. com centro па 


í—— po от 
[А 


Ха B ODERTRSES ГНЕ ЖЕ Ж amt 
interseção de suas diagonais e tangente 
aos arcos de circunferencia construidos na 
ctapa anterior. 

Determine: 

a) a árca da regiáo hachurada 1. 

b) a área da regiáo hachurada ll. 


c) a área da região hachurada III. 


———À 


60) (Colégio Naval-80) Um triángulo 
retângulo tem os catetos com 2 em c 6 
cm. A área do circulo que tem o centro 
sobre a hipotenusa e tangente os dois 
catetos é de: 


On 2 25n 2 
a) — cm b) — em 
4 9 


К › 3 
c) E cm а) 20x em” 


e) 181 ст: 


61) (Colégio Naval-82) A área da coroa 
circular determinada pelos circulos 
inscrito e circunscrito a um hexágono 


А - s 2r га 
regular de área 5443 cm7, 6: 
> 2 2 
а) ón em Б) лет" с) 12лх cm 
d) 187 cm” e) 271 cm” 


62) (Colégio Naval-82) De um pedaco 
quadrado de metal corta-se uma peca 
circular de diâmetro máximo e desta peça 
circular corta-se outro quadrado de lado 
máximo. A quantidade de material 
desperdiçado é: 

a) 1/4 da área do quadrado primitivo 

b) 1/2 da área do círculo. 

c) 1/3 da área do quadrado primitivo. 

d) 1/4 da área do circulo. 

e) 1/2 da área do quadrado primitivo. 


63) (Colégio Naval-82) A área do 
segmento circular determinado por uma 


corda de 6/3 cm e sua flecha de 3 cm, é: 


а) 122 + 943 cm” b) 12x - 943 ст? 

a fa 2 a [j^ 2 
с) 127 + 345 em d) 121 - $45 em 
e) 121 - 643 cm? 


64) (Colégio Naval-83) Na figura, o 
diâmetro AB mede 843 em e a corda CD 
forma um ángulo de 30º com AB. Se E é 


ponto médio de AO, onde O é o centro 
do circulo, a área da regiáo hachurada 
mede: 


3)(81-343) cem? b) (10n + V13) em 
c) (18x + 245) em? d) (27n- 342) em” 
e) ($14 345) em? 


63) (Colégio Naval-84) O circulo de 
centro O da figura abaixo tem Vo em de 
raro. Sabendo que PA é tangente à 
circunferência e que a medida do 
segmento PC é igual a Мо em, a área 
. 2 . 
hachurada é. cm cm”, aproximadamente, 
igual a 
a) 10 
b) 10,5 
e) Hi 
d) 11,5 
е)12 


66) (Colégio Naval-85) A figura abaixo 
tem-se: QB é QA sáo tangentes ao 
circulo de raio 2 a medida do segmento 


PA é 243. e à poténcia do ponto P em 
relacáo ao circulo é igual a 24. A drea 
hachurada da ligura é igual a: 


a) $243 - n) 
3 

b) 303 - m) 
4 

c) Z(3 - n) 
ә 


4) A а) 
2 


е) 3 0643-я) 
2 


67) (Colégio Naval-87) Na figura abaixo. 
AB с AC são, respectivamente, os lados 
do quadrado e do octógono regular 
inscrito no círculo de centro 0 e raio г. A 
área hachurada é dada por: 

> 
йе (n+4-2/2) 


b) (4242) 


c) ur 42) 


d) (4 242-0) 


t E 
е)—({(лт-4+2\/2 
e ) 


68) (Colégio Naval-90) Os lados do 
triângulo medem: AB = 2: AC = 243 e 
BC = 4. A área da intercessão entre o 
círculo de centro B e raio BA. o circulo 
de centro C e raio CA eo triangulo ABC. 
Es 


221-245 by caus 
3 


= GA 
4 3 
6a 

с) Es E 
S 


69) (Colégio Naval-95) Sejam C, e C: 
dois circulos ortogonais de raios R; e Ra. 
^ distância entre os centros é x. A soma 
das areas dos círculos é igual a: 

3 ` ? 


ipea E c) л” d) л` е) 


70) (Colégio Naval-96) Na figura abaixo. 
tem-se um semicirculo de centro O e 
diâmetro AD e os semicirculos de 
diâmetros AB, BC, CD с centros O,, O», 
е O, respectivamente. Sabendo que АВ = 


BC = CD e que AO = R. a área 
hachurada é igual a: 
R (3/3-n É a 
my by (643-n) 
4 8 
як? лку n 
= DT (2431) 
R° (5V3-27) 
e) 
24 


Uma pizza circular de raio 30 cm loi 
dividida cm 6 partes iguais para scis 
pessoas. Contudo, uma das pessoas 
resolveu repartir ao meio o seu pedaço. 
como mostra a ligura acima. O valor de x 
e 


2m Зп a 
а)10 bol ono = 

УЗ 3 З 
dia 1-5 gro az 


J3 
72) (Colégio Naval-2006) Um circulo a 
de centro num ponto À e raio 245 é 
tangente interior, num ponto B. a um 
circulo (3 de centro num ponto O e raio 
645. Sc o raio OC é tangente a a num 
ponto D, a medida da árca limitada pelo 
segmento DC e os menores arcos BC de f 
e BD de u é igual a 
а) 4n-343 b)5n-443 c) 47-645 
d) 37-63 е) 5л—5\/3 


73) (EPCAr-99) Na figura abaixo. AB= 
і, о raio do circulo maior é R. e o do 
menor èr. 


^ área da coroa circular e igual a 
a)l Б) л/2 c)n d)2x 


74) (EPCAr-2003) Nas figuras abaixo, os 
quadrados О, Q: e Q; têm lados com 
mesmo comprimento X e as 
circunferéncias cm cada quadrado tém o 
mesma diâmetro Xn x» е Ny 
respectivamente. Scjam S;. S; с Sy as 


EN 


áreas totais ocupadas pelo conjunto de 
circunferências em cada quadrado О, 0. 
c Оз, respectivamente. 


Marque a alternativa correta. 
a)J$ > $, c)85, 7 5, = $; 
b)S, < S. 1)5. «S, 


75) (EPCAr-2001) Na figura, О é o 
centro do círculo de raio r, AT é tangente 
a0 circulo e MT é perpendicular a AT. 
Entáo, a árca hachurada é 


(943 - 4x) 


г? 
а) — 
24 

3 7 FS 


[ui Es > / / | 
Bis svn „50 y 

д А 

r^ Es \ 1 
с) 37 (64341) y К, 


d) EE (48 - 4n) 


76) (EPCAr-2000) - A árca da superficie 
hachurada na figura mede, em cnr, 


dem 


4 cm 


а)3 + 2n b)6+dr c)28— бл d) 22 - 4л 


77) (ЕРСАг-2004) О comprimento da 
circunferência de um circulo de raio R, é 
igual ao comprimento de um arco de 50? 


^». 
e» 


k 3 


E AAA di v 


La E T TIOS ЖЯ CAS SO EDU 
da circunferência de um circulo de raio 
Ra. Se a área do primeiro é igual a 2. 
entáo a árca do segundo é 


a)288 b)I44 c)72 d)48 


78) (EPCAr-2002) Em torno de um 
campo de futebol. conforme figura 
abaixo, construiu-se uma pista de 
atletismo com 3 metros de largura, cujo 
preco por metro quadrado é de R$ 500.00. 
Sabendo-se que os arcos situados atrás 
das traves dos gols sáo semicírculos dc 


mesma dimensáo, o custo total desta 


construção que equivale à área hachurada. 
é: (Considere n = 3,14) 


100 m 


c) RS 502.530,00 
d)RS 667.050,00 


a) R$ 300.000,00 
Ы) К 464.500,00 


79) (EPCAr-2004) Os pontos EPC 
pertencem à circunferéncia de centro A e 
raio r = 2. A área da região hachurada, 
sabendo-se que o ángulo a mede 1/12 rad 


e que a corda PC mede /8 + 445.6 


La 


80) (Epcar-2009) No logotipo da 
Olimpiada de Matemática da EPCAR, sáo 
usadas as cores branco, preto e cinza que 
colorem a figura abaixo (considerando 
desprezivel o espaco ocupado pelas letras 
O, M e E). Nela sào desenhados trés 
circulos de raio r tangentes exteriormente 
dois a dois e tangentes internamente a um 
circulo maior de raio R 

Considere л = 3 e y3 = 1,7 


AA 


Se a área da região branca é x vezes 
maior que a área da região preta. então x 
é um número compreendido entre 

а) 31 e 56 c) 4l e 46 

b) 36 e 41 d) 46 e 50 


81) (AF A-94) Na figura, todos os círculos 
têm raio r. Qual a área da parte 
hachurada? 


82) (AFA-98) Um circulo com área 100x 
em” possui uma corda de 16 ст. Qual a 
área, em cm”, do maior circulo tangente a 
essa corda e a esse circulo em pontos 
distintos? 


а) Збл Ы) 49л c)64nz d)8lx 


"s "Kos TL 


РГЕ : PIENE 444 


83) (AFA- E Na figura герони o "ado do | 


quadrado é 1 cm. Entáo, a área da região 
hachurada, em cm” хе 
п! x l 
a)—-— ——-—. 
) 4 2 2 2 
n | п і 
аа ry 


84) (AFA-2014) Na figura abaixo, os trés 
circulos tém centro sobre a reta AB e os 
dois de maior raio tém centro sobre a 
circunferéncia de menor raio. 


^ expressão que fornece o valor da área 
sombreada é 


I*:-645 CO 
а) ——— ——r' b) —————r 
9 12 
P Бан B Баага 


85) (ITA-81) Na figura abaixo. temos um 


hexágono regular inscrito em uma 
circunferência de raio r e 6 outras 
semicircunferéncias com centros nos 


pontos médios dos lados do hexágono e 
cujos diâmetros são iguais aos lados do 
hexágono. calcule a área da superficie 
hachurada. 


а) (4/3 1/6). 
b) (J2- x4). 
c) (345 y2 - 1/4). 
d) (N3y2 — 1/6).5 
e) ((V2y2 — 2/4). 


86) (ITA-2004) Duas circunferéncias 
concêntricas C, e C; têm raios de 6 em e 


6/2 cm. respectivamente. Seja AB uma 
corda de С, tangente à С). A árca da 


menor regido delimitada pela corda AB c 
1 
pelo arco AB mede, em em”. 


a)9 (n - 3) b) I8 (t 9 5) 
c) 18 (x - 2) d) 18 (x + 2) 
с) 16 (n + 3) 


87) (ITA-2012) As retas r, с м são 
concorrentes no ponto P, exterior a um 
circulo w. А reta +, tangencia о no ponto 
A e a reta ry intercepta о, nos pontos B e 
C diametralmente oposto. A medida do 


arco AC é 60º e PA mede Vem. 
Determine a árca do setor menor de o 
definido pclo arco AB. 


88) (IME-65) Divida a área de um círculo 
dc raio R, em n partes equivalentes, por 
meio de circunferéncias concéntricas de 
TAÍOS гу, T», T3, ... Pis ..., Tn - 1, estabelecer 
o valor de r; em função de R, ne ij. 


É 


P Й 2. y 
= e ao 2С 2. e —— e s 


89) (IME-85) Dá-se um triangulo 
retângulo isósccles de catetos AB = AC = 
1. Descrevc-se um quarto de circulo (Q) 
de centro A, ligando os vértices B a C. 
Com diámetro BC, descreve-se um semi- 
circulo (S) exterior ao triángulo e que nào 
contém A. Traçam-se duas  semi- 
circuferências de diâmetros AB e AC. 
(Sn) e (Sc). ambas passando pelo ponto 
D, meio de BC. Seja M a superficie 
compreendida entre (Q) e (S). Seja N a 
superficie compreendida спис (Q) c o 
arco BD de (Sn) e o arco CD de (Sc). Seja 
P a superficie limitada pelos arcos AD de 
(Sc) e AD de (Sn). 

Demonstre que : 

a) A área M é igual a árca do triângulo 
ABC 

b) As áreas de N e P são iguais. 


90) (IME-87) Sobre uma reta r marcam- 
sc, nesta ordem. os pontos À, B, C e D. 
Em um dos semiplanos determinados por 
г. ltraçam-se as semi-circunferéncias de 
diâmetros AB. CD e AD; no outro 
semiplano traça-se a semicircunteréncia 
de diâmetro BC. Calcule a razão entre a 
área delimitada por estas 
semicircunferências e a área do 
quadrilátero cujos vértices são os pontos 
médios das semi-circunferencias. Mostre 
que esta razão independe dos pontos A. 
B.C cD. 


91) (IME-88) Seja o semi-circulo de 
diámetro AB = 2R er sua tangente em A. 
Liga-se um ponto P da reta г ao ponto В, 
interceptando o semi-círculo no ponto C. 
a) demonstre que o produto PB.BV é 
constante; b) determine o lugar 
geométrico do ponto médio AC, quando 


O desloca-se sobre a tangente; c) scja AP 


i 
1 


E. 


p 


PB/?. calcule a área da porção do 
triángulo PAB situada no exterior do 
semi-circulo. 


92) (IME-88) Dado um círculo de raio R 
e centro O, constrói-se 3 circulos iguais 
de raio r. tangentes dois a dois, nos 
pontos E, F, G e tangentes interiores ao 
circulo dado. Determine, em função de К, 
o raio destes círculos e a área da 
superficie EFG, compreendida entre os 
tres circulos e limitada pelos arcos EG, 
GF e FE. 


93) (IME-91) No plano, considere um 
disco de raio R, chame este conjunto de 
Ao. Divida um raio de A, em três 
segmentos congruentes e retire de A, a 
coroa circular de raios R/3 e 2R/3, chame 
este conjunto de A, O conjunto A, 
contém um disco de raio R, = R/3, divida 
um raio deste disco em três segmentos 
congruentes c, mais uma vez, retire de А, 
a coroa circular de raios 1/3 e 2R(/3, 
chame este conjunto de A>. Continue este 
processo indefinidamente e seja A o 
conjunto resultante. 

a) Calcule a área do conjunto A, obtido 
após a n-ésima etapa do processo descrito 
acima. 

b) Calcule a área do conjunto resultante 
A. 


IC TESTA, 


т тус э 


lS sr TUS «агу 


94) (IME-95) Três círculos de mesmo 
raio "R" se interceptam dois a dois. como 
é mostrado na figura abaixo, constituindo 
três áreas comuns que formam um trevo. 
Determine o perimetro do trevo e sua área 
em [unção de "R" e da área "S" do 
triángulo IJK. 


OO 


95) (IME-88) Seja o semi-círculo de 
diámetro AB = 2R e r sua tangente em A. 
Liga-se um ponto P da reta r ao ponto B, 
interceptando o semi-círculo no ponto C. 

a) Demonstre que o produto PB.PC é 
constantc. 

b) Scja AP = PB/2, calcule a área da 
porção do triângulo PAB situada no 
exterior do semi-circulo. 


Exercícios тг, 
Gerais | 


raça 


Losa A 


96) Dadas duas circunleréncias secantes e 
uma tangente comum que as toca em Te 
T'. demonstrar que a secante comum 
corta o segmento TT” em seu meio 

97) Dadas duas circunferências secantes, 
demonstrar que as tangentes traçadas de 
um mesmo ponto da reta que passa pelos 
pontos comuns sáo iguais. 


98) Pela extremidade A do diámetro AB 
traça-se uma corda de 5 m e pela 
extremidade B uma corda de 7 m. A 
projeção da primeira corda sobre o 


« 


^ 


diâmetro mede 3 m. Calcular a projeção 


da segunda corda. 


99) Dois círculos de raios R e r se 
tangenciam exteriormente e t é uma reta 
tangente comum exterior aos dois 
circulos, Determine o raio do maior 
circulo tangente exteriormente aos dois 
circulos dados c tangente à reta t. 


100) Seja C uma semicircunferéncia de 
diámetro AB. Por um ponto Q dc AB (Q 
+ A с Q = В) traçam-sc duas 
semicircunferéncias C, e C. (interiores a 
C) de  diàmetros AQ e ВО, 
respectivamente. Seja P o ponto onde a 
perpendicular a AB passando por Q corta 
а semicircunferéncia C (P + Q). Seja Мо 
ponto onde AP corta С, (M = A) с scja N 
o ponto onde BP corta C» (М = B). a) 
Demonstre que MN € tangente a C, e C». 
b) Determine o valor de MN em função 
de QA e OR. 


101) Dois círculos cujos raios medem R e 
r. tangenciam-se externamente. Calcular a 
área do trapézio ABCD, formado pelas 
tangentes comuns AB e CD e pelas 
cordas de contrato AD e BC. 


Exercicios QC 
de Olimpíada 


102) (Portugal-2004) Com centro em 
cada um dos vértices de um triángulo 
equilátero com 2 cm de lado, desenham- 
se trés circulos com 42 em de raio. Qual 
é a área da interseção dos trés círculos? 


103) (Canadian Open Challenge-96) O 
triángulo ABC é retângulo em A. O 


A o dd = Lis. me E Arte iai n > 


ео com centro em А e raio AB corta 


BC em AC internamente em D c E, 
respectivamente. Se BD = 20 е DC = 16, 
determine AC”. 


104) (Panamá-2004) Seja P um ponto 
exterior de uma circunferência C de 
centro O e raio | e B um ponto sobre a 
circunferência. Assumimos que 05 
segmentos PO c OB são perpendiculares. 
Se A é um ponto no segmento PB que 
está em C e РО = 2, o valor da razão 
PA/AB e: 


а) 1/2 b)i 032 d)2 е) 5/2 

105) (Соіаѕ-2004) Considere um 
quadrado cuja diagonal mede 2 cm e um 
circulo de raio R, como na figura abaixo. 
Determine R tal que a área da regiáo do 
circulo que está fora do quadrado seja 
igual à área região do quadrado que está 
fora do circulo. 


106) (Rio Grande do Norte-2015) Na 
figura a seguir, temos um semi-circulo de 
raio R = 10 em. Os pontos B с C dividem 
o semi-circulo AD em três arcos de 
comprimentos iguais. 

B C 


А р 
Calcular a área sombreada do triángulo 
curvilineo ABC. 


107) (Santa Catarina-2010) Na figura 
abaixo o raio da circunferéncia é igual a 6 
с a distância PC é igual a 10. Por P traça- 
se uma reta r que intercepta a 
cicunferéncia em dois pontos A e B. 


a) Calcular a razào entre as distáncias dos 
pontos O à reta r e de C à reta r. 

b) Variando a inclinação da reta r 
produzimos outros pontos A e B, c 
consequentemente temos novos triángulos 
ABC. Dentre todos esses triángulos, um 
deles possui a maior área. Calcular essa 
área. 


108) (Santa Catarina-2013) Seja ABCD 
um trapézio retângulo com C = D = 90°. 
А circunferéncia com centro no ponto 
médio M de AB e passando por A 
intersecta CD nos pontos Q e P, conforme 
figura abaixo. 


Mostre que a soma das áreas dos 
triángulos ABQ е ABP é igual à área do 
trapézio ABCD. 


109) Os lados de um triângulo ABC são 
prolongados, nos dois sentidos, de 
comprimentos iguais aos lados opostos, 
conforme a figura. Demonstre que as seis 
extremidades pertencem a uma mesma 
circunferéncia. 


110) (OBM-97) Um gramado lem a 
forma de um quadrado com 10m de lado. 
Uma corda tem um dos extremos lixado 
em um dos vértices. e no outro extremo 
está amarrado um bode. Se о bode 
consegue comer metade da grama, entào 
o comprimento da corda é de 
aproximadamente: 

a)8m b) 7,5 m 
d)6.3m е)бт 


c)7m 


A 
111) (OBM-99) A circunferência abaixo 
tem raio 1, o arco AB mede 70" c o arco 
BC mede 40". A árca da região limitada 
pelas cordas AB e AC e pelo arco BC 
mede: 


a) 1/8 

b) 1/9 
c) n/10 
a d) z/12 
н e) n/14 


2) 


112) (Portugal-99) Se duas cordas 
paralelas de uma circunferência, de 
comprimento 10 mm e 14 mm. distarem 6 
mm uma da outra, quanto mede a corda 
cqüidistante dessas duas? 


113) (Bélgica-92) A figura abaixo mostra 
um quadrado de lado | e quatro semi- 
circulos de igual comprimento e que 
possucm uma posição de simetria com 
relacáo à tangéncia um dos outros. A área 
da região hachurada é: 


114) (Nandú-96) O triángulo ABC é 
retângulo em В e tem 50 cm?) área. Dé o 
ponto médio de BC e AB = 12,5 cm. Os 
arcos BC e CD sáo semi-circunferéncias. 
Qual é a área da região hachurada? 


"ue ata dra fa tas Saio Er 


^ 
^ 


T 


1 Следно E Área y Beloções Métricas. EBEN ea ~ 


115) (Nandú-96) O arco 4B é um quarto 
de uma circunferência de centro O с raio 
t0cm. Os arcos O4 e OB são semi- 
circunferências. Qual é a área da região 
sombrcada? 


D X 
uis d 
| РА / IN 


116) (Africa do Sul-2002) Os diámetros 
de quatro círculos mostrados na figura 
sáo 6. 4. 4, e 2. Se v é área sombreada da 
região interior ao círculo maior e w é a 
soma das árcas sombrcadas das regiões 
dos trés círculos menores, entáo: 


СӘ E) а) 2 = 

` р) 3v=w 
c)v=w 
d)2v=3w 
e)v22w 


117) (British Columbia College-2002) O 
diámetro AD de um circulo é 
perpendicular ao lado BC de um triángulo 
equilátero ABC, com D pertencendo a 
BC. Se o comprimento de BC é 4, 
determine a área do circulo que сыа 
externa ao triángulo. 


-x 


118) (Alabama-2000) Cada um de dois 
círculos possui área 27. A distância entre 
seus centros é 2. Determine a área comum 
a ambos os círculos. 


119) (Alabama-2000) Em um círculo, o 
diâmetro AB mede 20 e a tangente BC 
mede 15. Qual o comprimento de CD? 


LY 
mM . 
| e NI 
VM PE. 
y A ) 

Rã e. —b 


120) (Alabama-2000) Em um círculo, um 
setor possumdo um arco de 10º possui 
área de 257. Qual é o raio do circulo? 


121) (Alabama-2000) O diâmetro AB de 
um circulo é 12 e a medida do ângulo 
30°. 


4САВ е 
sombreada. 


Determine a área 


122) (High School Contest-96) Dois 
quadrados estào inscritos cm uma semi- 
circunferéncia como indicado na figura. 
Se a área do quadrado menor é 25, qual a 


área do quadrado maior? 
" amp 


123) (Indiana University-96) Quatro 
moedas de diámetro d sáo colocadas com 
seus centros nos quatro vérüces de um 


UIT AS aer nnper 


ттш TM 
A a do é 
/ j p= "EI 


quadrado de lado d. A 
área do quadrado que 
mocdas é: 

a)60a 70 b)70a80 
с) 80а90 d)90a 100 


porcentagem da 
é coberta pelas 


124) (Indiana  University-96) Uma 
circunferéncia de raio r é tangente aos 
lados AB, AD e CD de um retângulo 
ABCD a passa pelo ponto médio da 
diagonal AC. A área do retângulo é: 

а) 3л b) 12r g)3rt г? 

d) 8r e)8nr 


125) (Ahsmc-95) Na figura, AB c CD sáo 
diámetros de um círculo com centro O, 
AB 1 CD, a corda DF intersecta AB em 
E. Se DE = 6 e EF = 2, então a área do 
círculo é: 


a) 237 
b) 477/2 
с) 24x 
d) 497/2 
e) 25n 


126) (Ahsme-98) A figura mostra a unido 
de um círculo e dois semi-circulos de 
diámetros a e b, todos os centros sáo 
colincares. A razão entre a árca da região 
hachurada e a área em branco é: 


ч, 

F N a 
/ T a) b 
(a ^77] byab 
М. c) а2/6° 


n 


d) (a + b)/2b , 
e) (a! + 2ab)/(b” + 2ab) 


127) (Manitoba-2002) A. B. C e D são 
pontos de uma circunferência. AB é um 
diâmetro. CD é perpendicular a AB e 


> 


————— — + 


p" 


encontra AB em E. Se AB e CD são 
inteiros e AF- ЕВ = JT . determine AE. 


128) (Canadá-71) DEB é uma corda tal 
que ОЕ = 3 e EB = 5. Seja O o centro do 
circulo. Trace OE e prolongue OE até 
cortar o círculo ет C. Dado EC = 1. 
encontre o raio do circulo. 


129) (Bélgica-2000) O diámetro de uma 
circunferência com centro m é 110 cm. 
Um ponto p pertencente a uma corda 
divide a corda em pedaços de 30 e 60 cm. 
Então |pm| (em cm) mede: 

a)28 b)30 c)32 а) 33 e)35 


130) (Portugal-98) Na figura seguinte, 
todos os arcos são arcos de 
circunferências де raio l. A 
circunferéncia central passa pelos pontos 
de contato (tangéncia) dos arcos de 
circunferéncia periféricos. Quanto mede a 
área da regiáo sombreada? 


x 


131) (Hong Kong-95) Na figura. AC é o 
diámetro de uma circunteréncia C, de 
raio unitário, tendo B como centro. Outra 
circunferência C; tangencia AC em B e a 


ETTTINITT 
circunferéncia C, em D. Uma tangente à 
circunferência C», traçada desde А. 
intersecta C; em E e o prolongamento dc 


BD em F. Calcule AF. 
» 


' ESPE: 


^^ o a doa — p Wo 


12 


132) ( Yucatàn-2000) Na figura, AC é um 
diâmetro e BD 1 AC. Determine o valor 
da área hachurada sabendo que BD = 1. 


133) (Bélgica-98) Trés circulos de raio | 
intersectam-se de modo que cada um 
passa pelo centro dos outros dois circulos. 
Qual é a área da regiào comum aos trés 
circulos? 


134) (Cone Sul-91) Dado um quadrado 
ABCD de lado 1, e um quadrado interior 
de lado x, achar (em função de x) o raio 
da circunferência que é tangente a dois 
dos lados do quadrado ABCD e que passa 
por um vértice do quadrado interior. tal 
como se indica na figura. 


, ,. 
~ e ИШИ 


«E 
D с 
1 
А B 


135) (Espanha-2003) Trace um semi- 
circulo com centro em O e diámetro AB e, 
em seu interior, outro, com diâmetro ОА. 
Trace por um ponto C de O4 uma reta 
perpendicular a tal raio OA, que cortará o 
semi-circulo pequeno em D e o grande 
em £ e, finalmente, a reta AD que cortará 
o semi-cireulo grande em F. Demonstre 
que o circulo circunscrito ao triángulo 
DEF é tangente à corda AE em E. 


К 
E 


D 


136) (Aime-95) O é o centro da 
circunferência. AC = BD = 78, OA = 42, 
OX = 18. Determine a área da regiáo 
hachurada. 


137) (Aime-2002) O triángulo APM 
possui ZA = 90" e perímetro 152. Uma 
circunteréncia de centro О (em AP) e raio 


—— MET m tm 
- 


A . AI DUE A 
19 langencia AM em T e PM em T 


Calcule o valor de OP. 


138) (Bulgária-96) Um triángulo ABC 
com circunraio R é dado. Sejam К, e R: 
são os raios das circunferéncias Ку e К. 
respectivamente, que passam por C e são 
tangentes à rela AB em A е B, 
respectivamente. a) Prove que RiR: = R 
b) Determine o raio da circunferência que 
é tangente a Ку, k e a reta AB, em função 
dc К.а = BC,b- ACcc- BC. 


139) (OBM-2002) Seja ABC um triángulo 
inscrito em uma circunferéncia de centro 
O e P um ponto sobre o arco AB que não 
contém C. A perpendicular tragada por P 
à reta BO intersecta АЗ em S e BC em T. 
A perpendicular tracada por P a 4O 
intersecta 4B em Q e AC em R. Prove as 
duas afirmacóes a seguir: 

a) POS é um triángulo isósceles 

b) PO? - OR.ST 


140)  (México-88) Considere duas 
circunferéncias tangentes exteriormente e 
de raios distintos. Suas tangentes comuns 
formam um triángulo. Calcule a área 
deste triangulo em fungáo dos raios das 
circunferéncias. 


yum — arm е 
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Concorréncia e Colineaidade - 


7.1) TEOREMA DE CEVA 
A “Seja ABC um triângulo qualquer e sejam M, Ne P, 
respectivamente, pontos sobre as lados AB, BC e 

AC. AN, BP e CM sáo concorrentes se e somente se 

T r AM BN CP. 


MB NC PA | 


. 


a - .. 
1° Demonstração (Semelhança de Triângulos): 


N 
(2) "Se AN. BP e CM são concorrentes então AM SM Eb zl 
MB NC PA 


Inicialmente trace uma reta paralela a BC passando por A. Prolongue CM e BP até 
cortar r, respectivamente. em C' e B’. 


y E i Como ААМС` ~ ABMC: АМ AC 
MB BC 
Coma ABRO AB PR NO. Seele 
PA АВ' 
К ; Como AXBC ~ AXB'C': ВМ. АВ 
NC AC' 


Portanto: 
AM BN CP. AC'AB' BC. 


MB NC PA BC AC' AB'- 


2º Demonstração (Área): 

Sabe-se que a razão das áreas de dois triângulos que possuem a mesma altura é igual à 
razão das bases. Deste modo pode-se afirmar que: 

AM Saou BN Sin " CP S, 


MB жа. NC Snes PA ld 


с-г ла 


«е NA. у, а 7] Carito 7. 7 e PII F; nro a Palco: moldado JD) E | 
C ERICO „ань - 2 


ORDIN O ERE: 


vo mee e 58 ` «bb. 


¿AM BN CP 
<=) "Se ——.——.—— =| então AN, BP i 
(<=) ^ MB "NC PA entáo e CM sáo concorrentes.' 


Tracemos inicialmente AN e BP, que se cortam em X. Agora tracemos a reta CX, que 
corta AB em M'. 


^ Como AN, BP, e CM' sào concorrentes 


Р M'B NC PA 
м Portanto: 
_ AM BN СР AM' BN CP 


МВ NC PA M'B NC PA 
B N C AM DIT > M=M 
MB M'B 


Observação: A demonstração foi realizada de modo que a interseção das cevianas 
seja interior ao triángulo, porém o teorema também é válido quando a interseção é 
exterior ao triângulo. 


Mi 


As cevianas AN, BP e CM sào 
concorrentes no ponto X (exterior 
ao triángulo ABC), com M no 
prolongamento de AB e N no 
prolongamento de BC. se e 


AM BN CP 
somente se ——.——.—— = 
MB NC PA 


E 


шыгу Ас сылан a a EPI =" i 
~ x с, à 


NO Fo te. E a | 


7.1.1) Teorema de Ceva Trigonométrico 
Scam AM, BN c CP cevianas do triángulo ABC. Entáo, essas cevianas sáo 
sen LCAM senZABN sen ZBCP =| 


concorrentes se, e somente se. : .7—————— = 
sen «МАВ sen ZNBC sen ZPCA 


Demonstracio: 
(3) Ida do teorema 
' Inicialmente considere que: 
ZCAM =. ZMAB = (a. 
e «АВМ = Bi. ZNBC = po. 
mA “ВСР = у e ZPCA = y; 
N E e Lei dos senos em AATB, ABTC e ACTA: 
j EL NE Wb. TA _senf, TB seny, TC sena, 
/ E M a TB sena," TC senf,' TA seny, 
“зы. Y Multiplicando estas expressóes obtém-se: 
P db А. м. sen, seny, sena, , 
SON sena, senf, seny, 


4 Suponha, por absurdo, que a relacáo vale 
N mas as cevianas nào são concorrentes. 
E о" Trace, então, uma ceviana CP" que passa 
pela interseção de AM e BN. 

б, X м, Sejam Ө = ZBCP' e y = ү, + y». Deste 
é мы O modo tem-se ZPCA -y-0evy-v-y. 

| "e Y ұй Pela ida do teorema de Ceva: 
M db" sena, senf, _seng — , T 

dia uc А sena, senp. sen(y-8) 
T. id B dt Por hipótese: 
| | sena, senf) seny, =1 (2) 


——— E E E DIS 
7 2 2 2 


sn seny 
sen(y—0) sen(y-y) 
sen Ü.sen y.cos y, — sen 0.соѕ y.sen y, = sen y,.sen y.cos 0 — sen y,.sen 0.соѕ y => 


sen Ө.ѕеп y.cos y, = sen y.sen ү.соѕ Ө > 120=1gy > Ө=ү > 
AM. BN e CP são concorrentes 


Comparando (1) e (2) e substituindo y, = y — yi: => 


p" еа Ымыы an nai ep Hg EIN , 


£ BIRDS 


7.2) TEOREMA DE MENELAUS 
“Considere a figura abaixo: 


C 
F 
E 
A B D 
Se os pontos D, E e F estão alinhados então AD E Кз = |? 
BD EC FA 


Demonstração: 
Tracemos por A, B e C as alturas respectivas aos triângulos AFD, CFE e BDE. 


Desde que AM, BP e CN sáo perpendiculares ao segmento MD, entáo esses trés 
segmentos sáo paralelos. Assim: 


AD h, 
é ) ЛАМЮ ~ ABPD > 2 = 2; 
BD h, 

BE h 

ii) ABPE ~ ACNE с ЕЈ 

EC h 

m 
AAN ACNE aie mit 

FA h 


Multiplicando: 
AD BE CE_h, h, h 


e arse A З аг] 


BD ЕС ЕА h, h, h 


u 


7.2.1) Teorema Recíproco de Menelaus: 


"Se D. E e F sáo pontos sobre as retas suportes dos lados AB, BC e AC, 
respectivamente, e AD BR CE =] então D, E c F estão alinhados” 
BD EC FA 
Demonstração: 
: Suponha que a reta ED corta o lado AC em F’. 
Pelo Teorema de Menelaus temos que: 
AD BE CF' 


— — — sl, 
BD EC F'A 
Como А EE СР =] então е. БК 
^ B D BD EC FA CF' CF 
F=F”? > D,EeF estão alinhados. 
der 
* 


— 


Observação I: 
A demonstração do teorema de Menelaus 
foi realizada para o caso em que à 
transversal corta dois lados e о 
prolongamento do terceiro lado do 
triângulo. Contudo, o teorema de 
Menelaus também é válido quando а 
transversal corta o prolongamento dos 

^ € três lados do triángulo, conforme figura 
ao lado. Neste caso, a expressão do 


teorema de Menelaus fica id BB СЕ = | 
BD EC FA 


Observação 2: 

C Para escrever adequadamente o teorema de 
Menelaus é necessário destacar sobre qual 
triángulo e qual transversal o teorema está 
sendo aplicado. Por exemplo. aplicando o 
teorema de Menelaus sobre o triángulo ABC e 
a transversal FED tem-se ATL 

ВО EC 


Entretanto, aplicando o teorema de Menelaus sobre o triángulo FAD e a ELM 


BD EF CA y T 

CEB segue que —— A ED CF =1. Trabalhando com a transversal externa ao triangulo 

(intersectando os a ees de seus lados) ainda pode-se aplicar o teorema de 
AB FD GE. 


Menelaus sobre o triângulo EBD e a transversal CFA: ——.——.—— 
AD FE CB 


A n D 


sm. 


7.3) TEOREMA DE DESARGUES 

Se AMBiC, e AA;B;C; estão situados de modo que as retas que passam pelos 
correspondentes vértices. AA, . BB, e С.С, são concorrentes, então os pares de 
lados correspondentes intersectam-se em três pontos colineares. 

Demonstração: 


Na figura, AA, . BB, e CC, encontram-se em Р, por hipótese. B,C, e BC, 
encontram-se em A`: GR e AC, encontram-se em B`; B,A, e BA, encontram-se 
em C". Considere NBC como transversal de APB.C.. 
PB, B.A' C.C, 
Bis AC: СГ 


=1 (1) 


PA, АС" BS. 
AA, CB, BP. 
РЄ. Ca ALA _ 
GO. BAS ADU 
B,A' A.C' С,В' _ 
AG. CB. B'A, B 
Assim. pelo Teorema de Menelaus, aplicado а AA:B:C». temos que os pontos A”, В` c 
C" são colincares. 


Assim, pelo Teorema de Menelaus: 


Considerando C'B,A, como transversal de APBA): ! (2) 


Agora, tomando B'A,C, como transversal de APA;C»: 1 (5) 


Multiplicando (1). (2) e (3) obtemos: 


7.4 TEOREMA DE PASCAL 

Se um hexágono, com nenhum par de lados opostos paralclos, está inscrito cm uma 
circunferência, então as interseções dos lados opostos são colincares. 

Demonstração: 


A аага > amor mem —— à emo 


Os pares de lados opostos AB e DE intersectam-se em L. CB e EF intersectam-se 
em M e CD e AF intersectam-se em N. Também AB e CN intersectam-se em X. EF 
e CN inter sectam-se em Y e EF e AB intersectam-se em X. 


Considerando BC como transversal de AXYZ, pelo Teorema de Menelaus: 
ZB XC YM _ 


— — — | 
BX CY MZ и 
ке ZA YF XN 

Tomando AF como transversal de AXYZ: ee. — ,— =| (2 

AX FZ NY 

ХО ҮЕ ZE 
U Ide AXYZ S. =1 (3) 
ma vez que DE é transversal de DY EZ LX 

М ZL (ZBXZA) (XDXAXC) (YEXYF) 

Multiplicando (1), (2) c (3): ЛМ ucl dEle PRES] ОИ к =! 


MZ NY LX (EZXFZ) (AXXBX) (DFXCY) 
Por outro lado, pelas relações de potência de ponto relativas ás secantes à 
circunferéncia: 
(ZB(ZA) = (EZ(FZ), (XDX(XC) = (AX(BX). (YEXYF) = (DYXCY) 
ҮМ XN 7l. 


MZ NY LX O 
Portanto. pelo Teorema de Menelaus. os pontos M, N e L são colincares. 


Assim, substituindo estas relações na equação (4), obtemos: 


” Zi > Ls 


7.5) TEOREMA DE PAPPUS 


Pontos A, B с С estão ст uma reta c А’, B? e C` estão em outra reta (em alguma 


ium. Se AB' e A'B intersectam-se em C”, AC' e A'C intersectam-se em B” e 


BC' e B'C intersectam-se em A”, então os pontos A”, B" e C" são colincares. 
In ism асло: 


B'C e A'B encontram-se no no ponto Y Y. AC e A'B 


encontram-se no ponto X e R'C e AC' encontram-se 
no ponto Z. 


Considere С"АВ' como transversal de AXYZ. 


Pelo Teorema de Menelaus: ge 2A hos =| (i) 
YE" ZA XC" 
Tomando A'B"C como transversal de AXYZ: 
YA' XB" ZE 
— — —=1)] (2) 
XA. ZB" YZ 
7 " X 1 
BA"C' é transversal de AXYZ: XB £A АС a 
XB YA" ZC' 
n \ ‹ (3) 


Como A. B e C são colineares e os pontos A`, B` e C 
são colineares, podemos escrever as seguintes relações do Teorema de Menelaus 
(quando consideramos cada reta como transversal de AXYZ.). 

Zl МАС" 


> [] 2 m , = (4) 

YB' XA' УС 

X^ LC ҮВ _ o 
= (5) 

ZA SE XB 


Muluplicando (1). (2) e (3) e substituindo as relações (4) e (5) obtemos: 
YC” XR" ZA” а 


МЄ” ИЙ" “VA” 
Desta forma. EA Teorema de Menclaus temos que А“, B" c C" são colincares. 


TE 


Exemplos: 


1) (AFA-99) Na figura abaixo o perímetro do triángulo equilátero ABC é 72 cm. M c 
o ponto médio de AB e СЕ = 16 cm. Então. a medida do segmento CN, em cm, é um 
sétimo de 


a) 48. 
b) 49. 
€) 50. N 

d) 51. 8 E 


Solução: 
Como o perimetro de AABC é 72 cm então seu lado mede 18 cm. Aplicando o 
Teorema de Menclaus tomando como referência o triângulo AABC e a transversal 
AM CN CN S . 
ME gau ЕН BH M CN HS co dace Tad CN) ss 
BM AN CE IS-CN 16 


I.CN-2144- 4.CN > 21.СМ= 144 > cN-7 


cm. 


2) Em um triângulo ABC tomam-se os pontos M, N e P sobre os lados AB. AC e BC. 
respectivamente, de modo que AB = ЗАМ, AC = 3CN e BC = 3BP. Determine a razão 
entre área do triángulo XYZ (determinado pelas interseções de AP, BN e CM) ea área 
do triángulo ABC. 


Solução: 
Inicialmente designemos por S o valor da área do triângulo ABC. 
Aplicando o Teorema de Menelaus em relação ao triángulo AAPC e a transversal BN 
_ МА PZ BC 0Р2, PZ 1 PZ 1| 
no =- > — =-. 
NC AZ BP ws AZ. 6 АР 7 
Analogamente, pode-se demonstrar que B - i e MIS col | 
E BN 7 CM 7 
Como os triângulos ABPZ c AABP possuem um lado comum BP. então: 


A. a = " - me E TT ma rtp ni EIE т=” 


yu? 
у 7-' 


e элшмы=с= E 4! ТЕУ 4 A ^444 dan 2 - 


Da mesma forma, como AABP e AABC possuem o lado AB comum, entáo: 
Su BP. 1 


S BC 3 
D i E X ud 2 

este modo, concluimos que Sq, = 51 . Analogamente: S uy Br. E SAN RE Ti 

Р. ^ S S a E go . c 55 
Ам — 2 Saa En Sae, = p Pa TM T9 usu ТОТ. 

5 2] 21 21 
5S 5.8 
WMuloramente: Sc —-— е Sion =—. 
2 WYN 5557 сүл T 
Finalmente: 
5 Эз 

SES xr HS ras FS и ES ху) Gas t Susi t Sí T Sy, +3. МИК = 
aM - 1 

S 7 


3) (IME-90) Prove que as tangentes ao círculo circunscrito a um triángulo, passando 
NOS Seus vértices, interceptam os lados opostos em três pontos colineares. 

Solução: 

Como ZBAC e ZQBC compreendem a mesma 
corda na circunferência então ZBAC = ZQBC. 


A BA 
Assim: AABQ ~ ABCQ = Ao =—. 
BQ BC 
Analogamente ZBCR = ZBAC = 
ВВА шә as 
АК АС 


A ACAP-AABP > —=—. 
di BP BA 


Multiplicando as trés expressóes obtidas: 
AQ CR PC BA BC AC 


= ————— —— = 


во АК ВР ВС АС ВА 


Portanto, pelo Teorema Reciproco de Menclaus, temos que Р. О с К sáo colineares. 


+ TIA тэрт зт AA Ie — po 
E ppc EZ "y 


4) (IME-88) Sobre os catetos AB e AC de um triángulo ABC. constroem-se dois 
quadrados ABDE e ACFG. Mostre que os segmentos CD. BF e altura AH são 
concorrentes. 

Solução: 

Como AACH ~ ABC A: 
HC AC A Е 
— = o—— — 1 

AC BC 


= 
Analogamente HB = — 
a 


Desde que ABYA ~ АВЕС: 


ü Y^ = AB > YA = b.c E 
FG GB b+c 
NEVA, pre P. 
b«c 
Uma vez que ACXA - ACDE: 
AX СА b.c 
— = — > АХ = 
ED CE b+c 
Сото AX + ХВ = с > XB= = í 
btc 
be c p 
Repare agora que: A BIEL =bre a b*c.| ou seja. pelo Teorema de 


XB HC YA cg br bc 
bec а b+c 
Ceva os segmentos DC, EF e AH são concorrentes. 


5) Em um triángulo ABC, suponha que AD é altura. Suponha que perpendiculares. a 
partir de D, encontram os lados AB e AC em E e F. respectivamente. Suponha que Ge 
H são pontos de AB e AC, respectivamente, tais que DG || AC e DII || AB. Supondo 
que EF e GH encontram-se em A*: 

a) Prove que A* pertence a BC; 

b) Definindo B* e C* de forma análoga. prove que A*. B* e C* são colincares. 
Solução: 


"RE TI Denm pomem WT 


z GIRE 

Como DE é fees lo 1 triángulo retàngulo 
AADB: 

AD'=AE.AB c ВО? = EB.AB = 
АЕ _ AD? 


EB BD 
CF CD' 
Analogamente: — = ——. 
| FA АР: 


Suponha que A* é o ponto onde EF 
encontra BC. 

Aplicando o Teorema de Menelaus em 
AABC com relação à transversal БРА": 


¿BA? CF AF BA* С? AD BA*_BD” 
“CAT EA EB CA* Ар? BD? СА* CD? 

D CH CD 

Como DG || AC temos que I = = e desde que DH || AB temos Tes = DB 


BA* CH AG BA* CD CD CD. BA” ср? 
CA*HA GB CA* ОВ ОВ CA* BD? 
Portanto, pelo Teorema Reciproco de Menclaus, temos que Н. G e A* são colincarcs. 
») Em ABC, sejam P e R os pés das alturas relativas a B e C, respectivamente. 
¿letuando cálculos análogos aos realizados no item anterior, encontramos que 
АВ” АР. АС* AR 

Све Сре BC” BRA" 

Como as alturas de AABC sáo concorrentes, pelo Teorema de Ceva temos: 

BD CP AR _ 


DC PA КВ 


— =]. 


Assim: 


Deste modo, pode-se observar que: 
DC PA RB) 


Portanto. pelo Teorema Reciproco de Menelaus. temos que A*, B* e C* são 
colincares. 


BA* CB* AC* -(29. CP AR) _ 
CA* B*A C*B 


6) Seja ABCD um trapézio com AB || CD, e seja X um ponto no segmento AB. 
Admitamos que P = СВ с AD. Y = Ср ~ РХ, В = АҮ с ВО е Т = РВ ^ AB. Prove 
| | | 
que — = +—. 
AT AX AB 
Solução: 


——Á Ada US 3 
PUDE AN 


-< 


Pelo Teorema de Menelaus em VABD: " 
AT BR DP. 


T ТВ" RD PA 
Como ЛАВЕ ~ AYDR e APDY ~ APAX, então: 
BR AB, ‚„ ОР _ DY 


RD рү “ РА АХ 


TB AB DP AB px. AB 
Deste modo: — = ——.—— . 
AT DY PA DY "AX AX 


| | 


Assim: BS SLAP Ва > EE A 


AT AX AT AX AB 


7) (Olimpiada do Cone Sul-97) Seja C uma circunferência de centro O. AB um 
diámetro dela e R um ponto qualquer em C distinto de A e de B. Seja P a interseção da 
perpendicular tragada por O a AR. 
Sobre a reta OP marca-se Q, de mancira que QP é a metade de PO, Q nào pertence ao 
segmento OP. Por Q tracamos a paralela a AB que corta a reta AR em T. Chamamos 
H a interseção das retas AQ e OT. Provar que H, R e B são colineares. 
Solução: 

Ш Inicialmente pode-se observar que AAPO ~ 


A ATPQ: 


1 AO AP PO 
Q TO TP QP 


Como РО = 2.QP então АО = 20T e 
N AP = 2.TP. 
Desde que AHAO ~ AQT tem-se: 
A [5 HO = AO 
HI QU 
Сото АО = 2.QT então НО = 2.HT 
Como O é o centro da circunferência e OP 
é perpendicular à corda AR, então AP 
RP: 2TP=RTETP > TP=RT 


Desenvolvendo RA como soma de suas partes: 
RA=RE+TP-PA= Ir +RT+2RT = RA=4RT 
Sabe-se também que BA = 2.BO 
pa; HE HT RA BO pig 2 
HO АТ Вл 2 2 
Deste modo, pelo Teorema Reciproco de Menelaus, (aplicado ao triangulo AO). 
conclui-se que Н. R e B são colincares. 


ma- ne oAECUDPUPUCUUDMCOyTS AT 


«5. : CR/DUA. Comcarrbecta s Clipart 
8) Seja P um ponto no interior do triángulo ABC. Serm M e N as projeções de P 
sobre AB c AC, respectivamente. Seja K a projegáo de A sobre CP c seja L a projeção 
de A sobre BP. Prove que KM, LM e BC são concorrentes. 


Solução: 


Como todo triângulo retângulo está inscrito em uma circunferência cujo diâmetro 
coincide com a hipotenusa, pode-se afirmar que os pontos К, M. Т, e N pertencem a 
uma circunferencia de diámetro AP, ou seja, os pontos A, K, M. P. N e L pertencem a 
mesma circunferência. No hexágono AKMPNL tem-se АМ A LP = B. АМ м КР = С 
КММ = О. 

Pelo teorema de Pascal segue que В. C с О são colincares, implicando que КМ. LM c 
BC sáo concorrentes. 


4 


^" 


Exercicios .— 
de Yestibufar 


1) (UFPE-99) Um triángulo ABC tem 
lados medindo AB = 12. BC = I5e AC = 
18. Sejam M, N nos lados AB, AC 
respectivamente, tais que AM = 3. NA = 
12. Seja P a interseção da reta por M. N 
com reta por B, C. Determine BP. 


2) (Escola Naval-2013) O triángulo da 
figura abaixo é equilátero. AM = МВ = 5 
eCD=6. A área do triângulo MAE vale 


20043 . 10045 10042 
a) b) c) 
T T 2 
20042 200 /2 
" О 95 5 


3 (Colégio  Naval-83) Na figura: 
AC=3AF e BC=3CF. sendo S a área 
da triángulo ABC, a área do triángulo 
AGF é: 

A 
a) S/3 
b) 5/7 
c) 5/9 
d) $/21 
e) 5/18 B E C 


4) (Colégio Naval-2005) 
A 


Р 


papers 
Na figura acima AM e BP são cevianas 
do triângulo ABC de área S. Sendo AP = 
2PC e AQ = ЗОМ, qual é o valor da área 
do triangulo determinado pelos pontos P. 
Q e M. em função de S? 


S S 5 S S 
a — b= o> dh yc 
l6 18 20 21 24 


5) (IME-91) ABC 
tragamos a aliura AH e do pé H dessa 
altura construimos as perpendiculares 
HD. HE sobre os lados AB e AC: seja 
P o ponto de interseção de DE com ВС. 
Construindo as alturas relativas aos 
vértices B c C determina-se também, de 
modo análogo Q c R sobre os lados CA. 
AB. Demonstre que os pontos P. Q. R 
são colineares. 


Num triângulo 


xetcicios ~> 
Caio rm 


— 


6) Prove que os trés pares de tangentes 
externas comuns a tres circulos. tomadas 
duas a duas. cortam-se em três pontos 
colineares. 


7) Os lados 4B. BC, CD e DA de um 
quadrilátero são cortados por uma reta 
nos pontos К, L. M e N. respectivamente. 


А BL АК DN CM 
Prove que TU 


KB NA MD ` 


8) No quadrilátero ABCD. as retas AB e 
CD se cortam em P, enquanto as retas 


D 


АР e BC se cortam em О. As diagonais 
AC e BD cortam PQ em Хе Y. Prove que 
PX/NQ - PY/YQ. 

9) Um circulo passando pelos vértices B 
c C dc um AABC corta 4B em P e AC, 
em R. Se PR corta BC em Q. prove que 
QC RCxAC 


QB PBxAB' 


10) No triángulo retângulo АВС, P e О 
estão sobre BC e АС, respectivamente, 
uis que CP = CQ = 2. Pelo ponto de 
interseção R de AP с BO. uma reta é 
desenhada passando tambem por C c 
cortando 4B em S. O prolongamento de 
PQ corta 4B em T. Se a hipotenusa 45 = 
10 e AC = 8, encontre TS. 


11) No triângulo ABC. os pontos L. M. М 

estão sobre BC. AC. AB. 

respectivamente, e AL. BM. CN são 

concorrentes 

PL PM PN 

HE Encontre o valor de — + + A 
AL BM CN 

AP RP CP 

Sh iu cu 

AL BM CN 


h) Encontre o valor de 


12) Tres circunferências. de centros С}. 
Ce Cs, são tangentes externamente duas 
а duas. Suponha que M е o ponto de 
tangéncias entre as circunferências de 
centros C, e С>, N é o ponto de 
tangéncias entre as circunferências de 
centros Cy e C; e P é o ponto de 
tangéncias entre as circunferéncias de 
centros C? e Сл. Demonstre que CP, 


C.N e C,M sáo concorrentes. 


13) Prove que uma reta desenhada 
passando pelo baricentro С de um A48C 
corta os lados AB c AC nos pontos M c N, 


t 


respectivamente, de tal forma que 
AMxNC + ANxMB = AMxNA. 


14) Um círculo é tangente ao lado BC do 
AABC em М, seu ponto médio, e corta 
АВ e AC nos pontos R, R'e S, S. 
respectivamente, Se RS e R'S' são 
prolongados até cortar BC nos pontos Pe 
P’ respectivamente, prove que BPxBP'- 
СРхСР`. 


15) Em um triángulo ABC, scja D um 
ponto sobre a reta BC e E um ponto 
sobre a reta CA, para os quais BD = CE 


7 AB. Seja ( e reta que é paralcla a AB 


passando por D. SecM=(ABEcF 


CM n АВ, (BA) 
AF.BF.CD. 


prove que 


16) Em um triángulo ABC. as cevianas 
AD. BE c CF concorrem em P. Mostre 
Ssni PD PE PF 
que ——— = —.—.—. 

pP M PA PB PC 
17) Na figura. В.С, ПАА. В.С, || АА: 
e BC: || A;A,. Prove que В.С. ВАС: e 
В.С, são concorrentes se e somente se 
АС, A.C, А;С, 
C,B, CB, CB, 


A. a R, M 


18) Prove que as bisscetrizes internas de 
dois ángulos de um triángulo nào 


isósceles e a bissetriz externa do lerceiro 


ángulo cortam os lados opostos em 3 
pontos colineares. 


19) Prove que as bissetrizes externas de 
um triángulo nào isósceles cortam os 
lados opostos em trés pontos colineares. 


20) No A4BC, P, О, R são os pontos 
médios dos lados AB. BC. CA. As retas 
AN, BL e CM são concorrentes cortando 
os lados em N, L e M, respectivamente. 
Se PL corta BC em J, MO corta AC em /, 
e RN corta AB em H, prove que H, Ге J 
sào colincares. 


21) ABC corta um círculo nos pontos Е, 
E. D. р’. F, F’. Prove que se 4D, BF e 
CE são concorrentes, então AD^, BF" e 
СЕ também são concorrentes. 


22) Sejam A”. B'e C' três pontos situados 
nos lados BC, CA e AB de um triángulo, 
e А”, B" e C" seus conjugados 
harmónicos em relacáo às extremidades 
dos lados correspondentes. Prove que se 
A”, B'e C estiverem em linha reta, então 
as retas АА”, BB" e CC" 
concorrentes. 


serão 


23) Uma circunferência corta os lados 
BC, CA e AB de um triângulo ABC. nos 
pontos A` е А”, B е B.C е С”, 
respectivamente. Demonstrar дис se 
AA”, BB” e CC" forem concorrentes, 
também serão AA", BB" e CC”. 


24) Sejam ABC um triângulo e А,В,С, o 
triángulo obtido tragando, pelos vértices 
do primeiro, paralelas aos lados opostos. 
Estando A, В e С situados, 
respectivamente, em BC, CA e AB, 
demonstre que sc AA”, BB” e CC? forem 


үчү: 


concorrentes, então AA, BB" e CMC 
serão concorrentes. 


25) Sejam um triângulo ABC e um ponto 
P do seu plano. As perpendiculares a PA. 
PB e PC, traçadas de P. interceptam os 
lados BC. CA e AB em trés pontos. A`. 
B' e С”. Prove que estes pontos estão em 
linha reta. 


26) Em um triângulo ABC. AB = 15. BC 
= 13 e AC = 12. Prove que. neste 
triángulo, a bissctriz interna de А. а 
mediana relauva a B e a altura relativa a 
C sáo concorrentes. 


27) Em um quadrilátero ACGE, H ¿a 
interseção de AG e CE. as retas AE е CG 
encontram-se em 1 е as retas AC e EG 
encontram-se em D. Seja B a interseção 
das retas IH e AC. Prove que AB/BC = 
AD/DC. 


28) Pontos D. E e F são selecionados 
exteriormente a um triângulo ABC tal 
que ADBC. ААС e ААВ são todos 
isósceles. Sabe-se também que os lados 
congruentes intersectam-se em D. lel e 
que ZD= ZE = ZE. Prove que as retas 
AD. BE e CF são concorrentes. 


29) Uma circunferencia S € tangente às 
circunferências S, e S» nos pontos À, e 
Az. respectivamente. Prove que a reta 
А.А» passa pelo ponto de interseção das 


tangentes comuns externas ou dus 
tangentes comuns internas as 


circunleréncias S, e S». 


30) No triángulo retángulo ABC. com 
ângulo reto em C, tragamos a altura СК. 
No triángulo ACK tracamos a bissetriz 


E i 


interna СЕ. A reta que passa pelo ponto 
B e e paralela a CE encontra CK no 
ponto F. Prove que e reta EF encontra o 
segmento AC em seu ponto medio 


31) As retas AP. BP e CP encontram os 
lados do triángulo (ou scus 
prolongamentos) nos pontos А. В, e Cj, 
respectivamente. Prove que: 

a) as retas que passam pelos pontos 
médios dos lados BC. CA e AB e são 
paralelas às retas AP, BP e CP. 
respectivamente, interscctam-se em um 
mesmo ponto: 

b) As retas que conectam os pontos 
médios dos lados BC. CA e AB com os 
pontos médios dos segmentos АА,. BB, 
e CC, respectivamente, intersectam-se 

m um mesmo ponto. 


2) Sejam ABC um triángulo e D. E. F 
os pontos onde o incirculo tangencia os 
lados BC. CA e AB. respectivamente. A 
paralela a AB passando por E encontra 
DF em Qe à paralela a AB passando por 
D encontra EF em T. Prove que as retas 
CF. DE e QU são concorrentes. 


A3) Em um quadrilátero eircunscritivel 
ABCD. os pontos de contato com o 
ctrcuncirculo determinam um segundo 
quadrilatero PORS. Prove que um par de 
lados opostos de PORS e uma diagonal 
de ABCD são concorrentes. 


34) Seja ABC um triângulo com ZBAC 
= 40" e ZABC = 60". Scja D e E pontos 
lados AC e AB. 
respectivamente. tais que ZCBD = 40" e 
“ВС = 70º. BD e CE intersectam-se 
em F. Prove que BD. CE e a altura 
relativa ao lado BC são concorrentes. 


sobre os 


ram y 


35) No AABC. as cevianas AD. BE se 
intersectam em P. Prove que: 
Sanc Spi = Sari Son 


xetcicios Gir 


de (Olimpiada 


36) (Argentina-97) Scam ABC um 
triángulo, £ o ponto médio de 4C c Oo 
ponto médio de BE. A reta AO intersecta 
o lado BC em D. Se AO = 12, calcular 
OD. 


37) (Espanha-85) L c M sáo pontos nos 
lados AB e AC, respectivamente, de um 
triángulo ABC tal que AL = 2AB/5 e AM 
= 3AC/4. Se BM e CL cortam-se em Р. 
AP c BC intersectam-sc em N, determine 
BN/BC. 


38) (Santa Catarina-2008) Na figura 


RQ AP CR І 
abaixo tem-se — = = — =-—. para 
BC AB CA n 


um triángulo AABC qualquer. 
A 


Р 


Jaipur Ы, 
С Q B 
a) Calcule a razão entre as areas dos 
triángulos AXY Z e AABC em função de 
n. 
b) Calcule o menor n tal que esta razão 


i ior do que | ! 
seja maior do q -——. 
| 2008 


39) (Japão-91) Sejam P. Q e R tres 
pontos nos lados BC. CA e AB de um 
triángulo ABC respectivamente, tais que. 
BP:PC-CQ:QA-AR:RB -t:l-t 


para algum número real t. Mostre que os 
ues segmentos de reta AP, ВО e CR vão 
formar um triângulo. digamos A. 
Determine a razão entre as áreas do 


triángulo ABC e a área de A em função 
det. 


40) (Eslovénia-94) Seja um ponto D na 
hipotenusa AC de um triángulo retángulo 
ABC tal que |AB| = [CD]. Prove que a 
bissetriz do ángulo ZA, a mediana 
tracada a partir de B e a altura a partir de 
D do triángulo ABD possuem um ponto 
em comum. 


41) (Seletiva da Turquia IMO-96) Em 
um paralelogramo ABCD, com À < 90º. 
a circunferência com diâmetro AC 
intersecta as retas CB e CD (além do 
ponto C) em E e F. respectivamente, e a 
tangente à circunferência em А intersecta 
a reta BD em P. Mostre que os pontos P, 
Fe E são colineares. 


42) (Irlanda-99) Sejam D. E c F pontos 
sobre os lados BC, CA e AR. 
respectivamente, do triângulo acutángulo 
ABC. de modo que AD é a altura relativa 
ao vértice A. BE é a bissetriz interna 
relativa ao vértice B e CF é a mediana 
relativa ao vértice C. Prove que AD. BE 
e CF são concorrentes se e somente se 
a'(a — c) = (P — cya + с). onde а = ВС. 
b=CAcc=AB, 


43) (OBM-98) No triángulo ABC, Dé o 
ponto médio de AB e E o ponto do lado 
ВС tal que BE = 2.EC. Dado que os 
ADC e BÃE 


ângulos são iguais, 
encontre o ângulo BAC. 


——— P em ЕЕС ЕЧ = — —— 


44) (Hungria-Israel-97) Y Os 
quadrados ACCA“, ABB,'A', BCDE 
são construidos externamente aos lados 
do triangulo ABC. Seja P o centro de 
BCDE. Prove que s retas A'C, АВ e PA 
sáo concorrentes. 


45) (Hungria-Israel-99) Seja P, um ponto 
no interior do triángulo AABC. Provc 
que as retas obtidas por reilexão das 
bissetrizes internas de ZA, ZB e ZC 
sobre as retas PA, PB e PC, 
respectivamente, sáo concorrentes. 


46) (Irà-98) Seja ABC um triángulo. 
Prolonguemos o lado BC, a partir de C, 
até um ponto D tal que CD = AC. Seja P 
o segundo ponto de interseção do 
circuncirculo de AACD com o circulo de 
diâmetro BC. Considere que BP e AC 
encontram-se em E e que CP e AB 
encontram-se em F. Prove que D, Ee F 
são colineares. 


47) (Austrália-93) As retas unindo os trés 
vértices do AABC a um ponto nesse 
plano corta os lados opostos aos vértices 
A. В. C nos pontos К, L. M. 
respectivamente. Uma reta рог M 
paralela a KL corta BC em V e AK em 
W. Prove que VM = MW. 


48) (Tchecoslováquia-99) Um triangulo 
ABC é dado. Considerc pontos K, L. M 
no interior dos lados BC. CA. AB. 
respectivamente, tais que os segmentos 
AK. BL, CM se intersectam em um 
ponto U. Prove que se os triángulos 
AMU e KCU tém área P e os triángulos 
MBU e CLU têm área Q, então P = Q. 


come 


très — 


и 
і 
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Mediana е Baricentro 


8.1) DEFINICAO: Mediana é o segmento que liga um vértice ao ponto médio do 
lado oposto. 


8.2) TEOREMA: "As trés medianas de um triángulo sáo concorrentes em um ponto 
denominado de baricentro (G)" 

Demonstragáo: 

Sejam M, N e P os pontos médios, respectivamente, dos lados AB, BC c AC, ou seja, 
AM = MB, BN = NC e CP = PA. Tracemos as trés medianas: AN, BP e CM. Como 


AM BN CP В ‚ a 
— =1, pelo Teorema de Ceva temos que estas três medianas são 


MB NC PA 
concorrentes. 


8.3 TEOREMA: "As trés medianas dividem um triángulo em seis triángulos 
menores de mesma área" 
C Demonstração: 

Observe que os triângulos AGM e BGM possuem a mesma 
altura relativa ao vértice G c que suas bases são iguais, uma 
vez que AM = BM. Desta forma as áreas dos triângulos 
AGM e BGM são iguais. Analogamente concluímos que as 
áreas dos triângulos CGN e BGN são iguais, bem como as 
E M y áreas dos triángulos CGP e AGP também são iguais. 


Da mesma forma, outros pares de triángulos possuem a mesma base e a mesma altura. 
1) АСМ e BCM: ii)ABPeCBP; 11) ВАМ№е САМ. 

Concluimos, portanto, que: 

2z+x=2y+x 

2x+yvy=2zt+ty © х=у=2 

p= Rd 


8.4) TEOREMA: “Se G é o baricentro do triângulo ABC, então 
AG CG BG. 


GN GM GP 


” 


I? Demonstração: 


utt mom o aa- erae aa otra 


Considere o triângulo ACM e a transversal BP. 
Pelo Teorema de Menelaus: 
AB MG CP MG CG 


= — — —=2—.l > —=2 
MB CG PA CG GM 
As outras duas relações são demonstradas de 
forma análoga. 


2' Demonstração: 

Tracemos as três medianas do triângulo. 

Já foi demonstrado que os triângulos AGAM, AGBM. AGBN, AGCN. AGCP e AGAP 
possuem todos a mesma área. Designando estas áreas por x, temos que: 


Desde que CM=CG+GM > 3. €G+6M _,, GM = GN _ 
CG CG CG 


As outras duas relacóes sáo demonstradas de forma análoga. 


8.5 COMPRIMENTO DA MEDIANA 

À Seja M o ponto médio de BC. 
Suponha que 0 é o ângulo LAMB. 
Lei dos cossenos em AABM: 


a a 8 
m..cos02 — + т> алт .соѕӨ (1) 
ru 4 4 4 


Lei dos cossenos em AACM: 
2 
a > F 
b- rop Hc Ы —.т,.с05(180° – 9) = 2 0m +a.m,.cos8 (2) 


2 > a” 2 
Somando (1) e (2) obtemos: bte =-—+2, > п = 


Da mesma forma pode-se demonstrar que: 


| 3 1 + 
m, => Ma? c!) - v! m, = - J2(a* b^) - c 


8.6) TEOREMA: “Se ABC é um triângulo de lados a, b e c e medianas m,, m, e me 
entáo 4(m,! + mj + mJ) = З(а +b? + c)" 

Demonstracáo: 

Pelo cálculo do compr imento de cada uma das medianas temos que: 

2b! +20? = а? +4m 2a «2b -2c-4m? 2а + 2с = р + Am 

Somando todas estas equações obtemos 4(m,* +m + MO) = 3(a? ++ с?) 


A 


e» 
Fa 
¿edil 


^ 


8.7) TEOREMA: “A razào entre a área de um triángulo ABC e a área do triángulo 
cujos lados sáo as medianas de ABC é igual a 4/3.” 


Demonstração: 
А Тгасетоѕ а mediana AM = m, e ѕеја С о baricentro 
де АВС. 
Prolonguemos АМ até А’ de тойо que MA' = СМ = 
m,/3. 
Desta forma temos que GA” = 2m,/3 e GC = 2m/3. 
Como BC e GA? se cortam ao meio então BGCA’ é 
" c; um paralelogramo, ou seja, CA” || BG e СА’ = ВС = 
M ^. 2my3 
Como GA” = 2m/ 3, GC = 2m/53 e CA” = 2my3 
A então o triângulo CGA” é semelhante ao triângulo 
cujos lados são as medianas de ABC. Como a razão 
Saca: d 


de semelhança é 2:3, para a área temos que: 
mediunas 9 
Como as medianas dividem um triángulo em seis partes iguais: 
Sage = б.5ссм = 3.Suca 
Sano - + = S ABC - 
3.S 9 S 


= "2 medianas 


2ortanto: 


u | D 


medianas 


8.8) TEOREMA: “Se duas medianas de um triângulo ABC são iguais então ABC é 
isósceles.” 

Demonstração: 

Se m, = ть > my =m > b'2-4c'2-a'4-2a! + с2/2 - 4 > 

3b7/4 = За/4 > b=a > ABCéisósceles. 


8.9) TEOREMA: “Em um triângulo, o maior lado corresponde a menor mediana”, 
Demonstração: 
A Vamos assumir que AC > AB. Mostraremos que BE < CD. 
AAFB e AAFC são dois triângulos que possuem dois lados 
А E de mesmo comprimento (BF = CF e AF = AF). Assim. 
devido a AC > AB, segue que ZAFC > ZAFB. 
AGFB e AGFC também sáo dois triángulos que possuem 
s т c dois lados de mesmo comprimento. 
Uma vez que ZGFC » ZGFB temos que GC » GB. 
Como GC = 2.CD/3e GB = 2.BE/35 > ВЕ < Ср. 


qm A jp 227 ERUARZSMSRCS o^ 
P - Kd , 7 г a 


8.10) TEOREMA DE NAPOLEÃO: “Tome um triângulo arbitrário. Com base em 
cada um dos lados, construímos (externamente) um triángulo equilátero. Os 
baricentros desses trés triángulos equiláteros sáo vértices de um triángulo equilátero.” 
Demonstração: 


Aplicando a Lei dos Cossenos ao triângulo АВСА: 


ч э ч 
2 А a b^«c'-a^ 
a=b+c-2becosÃ > cosA-2————— 


C 
2. b.c 
Se S ёа área de ABC: 
an А "EE. 
IP с = Pesen A T senÃ= 23. 
A a B 2 b.c 


Como AM é igual a 2/3 da mediana do triángulo 
bv3 


ә 


equilátero construído sobre AC então AM = 


cv3 


Analogamente AN = — 
ә 
Aplicando a Lei dos Cossenos ao triángulo AMN: 
5 2 2 ә “ A 
MN! = 25 ma 2.b.c.cos(60" + A) 


^ - 


2 2 E ^N 
b e 2bcf | . X43 ; 
aos e : ; sen A| 2 


> 2 e befbi+ci-a? 3435 2b! 426 - b -g «a? e AV 
MN == ecc Wim Ses sm 
3 6 
a 4b +e 4435 
6 


MN? = 


a! eb +с2 +4435 
6 s 


, А 2 2 
Fazendo cálculos análogos encontramos que PN“ =PM” = ou 


seja, о MNP é equilátero. 


8.11) DEFINIÇÃO: Triângulo Medial é o triángulo formado pelos pés das medianas 
de um triângulo ABC. 


8.11.1) Teorema: “O triângulo medial de um triângulo ABC é semelhante a ABC e 
sua área é igual a 1/4 da área de ABC.” 
Demonstração: 


Sejam M. N e O os pontos médios dos lados de um 
triángulo ABC. 
Pela construção temos MNI AB = 


p N ACMN-ACBA > AB=2.MN 
Analogamente MP || AC. АС = 2.MN, NP || BC e 
BC = 2.NP 
B Г с Portanto temos que: 
АВ AC BC 


— = = =2 > AMNP ~ AABC 
MN MP NP 
Сото a razão de semelhança é 2, então Sine = 4.Smnp 


8.11.2) Teorema: “Um triângulo ABC e seu triângulo medial possuem o mesmo 
baricentro.” 


Demonstração: 
р Ѕејат AM, BN е CP as medianas de ABC е G seu 
baricentro. Como NC” || AP, CN || AC e CC’ || CP então 
HENCE DAP > desee 
AP CA 2 


AP=MN=2NCº =>  C'émédio de MN. 

Analogamente B' é médio de MP e A' é médio de NP. 
C Desta forma. os segmentos MA”, NB” e PC” são as 
medianas de MNP e estáo sobre as medianas de ABC, fazendo com que MA”, NB' e 
PC” se cruzem também em G. 


Exemplos: 


1) (Colégio Naval-85) Um trapézio é obtido cortando-se um triángulo escaleno de área 
S por uma reta paralela a um dos lados do triángulo que passa pelo baricentro do 
mesmo. A área do trapezio é: 

a)5S/9 Ы) 45/9 c)2S/3 d)S/3 е) 5/2 

Solução: 

Considere que a reta que passa pelo baricentro G e é paralela 
a BC intercepta os lados AC e AB em X e Y 
respectivamente. 

AAXY ~ AABC > 


AEREA AAA 

2) (AFA-2005) Considere o triángulo ABC, de lados AB=15, АС =10, BC=12 e seu 
baricentro G. Tracam-se GE e GF paralelos a AB e AC, respectivamente, conforme a 
figura abaixo. O perimetro do triángulo GEF é um número que, escrito na forma de 


fracào irredutivel, tem a soma do numerador com o denominador igual a: 


a) 43 A 
b) 35 
c) 38 G 
d) 40 ве PN ANO 
E М F 
Solução: 
Uma vez que AGEM - AABM então temos SU. OM ai. Portanto. a razào de 
AB AM 3 


semelhança entre os triángulos GEM e ABM é 1/3. Como AGEF - AABC e GE/AB = 
1/3, temos que a razão de semelhança entre os triángulos GEF e ABM é 1/3. Desta 
forma, o perimetra de AGEF é igual a 1/3 do perímetro de AABC: 
15+10+12 57 


ES 


3 3 


, 


“Piarr = > x=37+3=340. 


3) (UECE-2002) A mediana relativa à hipotenusa de um triángulo retángulo mede | 

cm e forma com um dos catetos um ángulo de 30º. O perímetro do triângulo é igual a: 

а)(3+/3)ст b) 3- J3yem. ce) (30/3 + 1)ст — d) 3 3 - Dem 

Solução: 

Como a mediana relativa à hipotenusa de um 
triângulo retângulo possui comprimento igual à 
metade da hipotenusa, temos que os triângulos 

AMB e AMC são isósceles. Assim, temos que BM 

= AM = CM = | cm. Uma vez que ZMAC = 30º 

i então ZABM = ZBAM = 60”. Do mesmo modo. 
j и © ZCAM = ХАСМ = 30". 

Tracando as alturas MN e MP dos triángulos isósceles AMB e АМС temos que АВ = 
2BN e AC = 2AP. Logo, o perímetro de ABC é dado por: 

2panc = BC + AB + AC = 2 + 2.sen 30° + 2.sen 60" = 34 43 em. 


4) (UFRR-2004) Na figura abaixo ABCD é um paralelogramo. O ponto M é médio de 
AD c a medida do ángulo BAD = 60". 


B C 


G 

\ 

M D 
Sabendo que o segmento AD mede 12cm e que o segmento CD mede 9cm, о 
comprimento do segmento AG. em centímetros, é igual a: 


aj4/21;  05)437; е) Ма: d)64/3;  e)3v13. 


Solução: 
Se ZBAD = 60º então ZADC = 120º. Aplicando a Lei dos pci. em AADC: 
AC! = AD! + CD” - 2.AD.CD.cos (120°) = 144 + 81 — 2.12.9(- 0,5) = 333 > 


AC = 34/37. 

Seja Р a intersegáo das diagonais AC e BD. Como as diagonais de um paralelogramo 
se cortam em seus respectivos pontos médios, entào AP é mediana de AABD. Uma 
vez que BM é mediana de AABD, podemos concluir que G é baricentro de AABD. 


Assim: АС = 24р- 246. АС > АС = 37. 
ә 3 z 2 


5) (Colégio Naval-89) As medianas traçadas dos ângulos agudos de um triángulo 
retángulo, medem 47 сте 23 em. A medida da mediana tracada do ángulo reto é: 
a) 542 cm b) 442 cm c) 343 cm d) 242 cm e) 6 cm 
Solução: 
Suponha que AB e AC são os catetos e BC é a hipotenusa. Assim, temos as equações: 
E: 2 2.0 2 14.2 2 2 
i) Ób +20 24m, ta^ > 2a —-4m, + а > 4m, =a 
AO e 25 pa 2 2 2..2 nt r 2 3 
n)2a + 2с7 = 4ть + 67 > 2b + 2c + 2с = 4ть tb, > 4m = b^ + 4c 
ROR 3 2 2 
iii) 24 = 20 24m?) +c? > 2° + 2с + 2p? = Ат, +0 > 4m? = 46 +e 
: " é 2 
Somando estas equações: 4(m,* + mp + m) =a? + 5b? + 5с? = ба = 
dm; +7+23)=24m > 20m=120 > mj-26 => m,- V6 cm 


6) (IME-2003) Sobre uma reta r são marcados 
os pontos A. B, C e D. Sáo construidos os 
triángulos equiláteros ABE. BCF e CDG. de 
forma que os pontos E e G encontram-se do 
mesmo lado da reta r. enquanto que o ponto F 
encontra-se do lado oposto. conforme mostra a 
figura. Calcule a área do triángulo formado 


i 7x Toms ei,» eR MASA S AMINTE г ЕЕ 


pelos baricentros de АВЕ. ВСЕ е СОС. em fungáo dos comprimentos dos segmentos 
AB. BC c CD. 

Solução: 

Sejam АВ = а, BC = b. CD = c, Gi o baricentro de AABE. Ga о baricentro de ABCF c 
G: o baricentro de АСОС. Como a distância do baricentro ao vértice de um triângulo 
aJ3 


ә 


cm teta erratum m e od apt tra m iai 


$ 
ym - E " 2a 
equilátero é igual a 2/3 da altura, então BG, = = 


2 2 
bV3 с\/3 
ER 


e CG, = 


5 _ 
2 = 


Analogamente BG, = СС, = 


^ 


3 
Perceba também que. como o triángulo ABCF é equilátero, então ZBG;C = 120". 


Assim, a área de AG,65G; é: 
E 
G¡G,G,Gy.sen(120%) V 3 3 MEN E a+ bb c) 
2 2 12 


^4 
ә 2 


$ а 


7) (ITA-2011) Considere um triángulo eqüilátero cujo lado mede 23 cm. No interior 
deste triángulo existem 4 círculo de mesmo raio r. O centro de um dos círculos 
coincide com o baricentro do triángulo. Este círculo tangencia externamente os 
demais c estes, por sua vez, tangenciam 2 lados do triângulo. 
a) Determine o valor de r. 
b) Calcule a área do triángulo nào preenchida pelos círculos 
c) Para cada círculo que tangencia o triángulo a distáncia do centro ao vértice mais 
próximo. 
Solucáo: 

a) A altura do triángulo equilátero é dada por: 


A 
A h = RE = E Уз = 3 
2 2 
Сото С ё baricentro de ABC: 
AN OG-lh > 0G=1 
+ 
SUNS zn 
Jal Em AGC,D: sen30'=== > 
" o GC 


r=l-r > 2г= |] => r= 


2 sda E 
b) S= бапка — 4S circulo - L Уз = ånr`= 12.43 An 1 > 5 = 343 - п сп: 
3 4 4 
* OG 
c) Em ARGO: sen30'== > La ! > x*til-22 > x=1lem 
B 2. x+2r 


Ронин В: 


A 


8) (IME-2009) Seja G o ponto de interseção das medianas de um triângulo ABC com 
áreas S. Considere os pontos A”, B' e C' obtidos por uma rotação de 180º dos pontos 
A, Be C, respectivamente, em torno de G. Determine, em função de S, а árca formada 
pela união das regiões delimitadas pelos triângulos ABC e A'B'C*. 

Solução: 


Já que G é baricentro do triângulo ABC. AG = 2.6M Como 
A'G = AG. conclui-se que G também é o baricentro do 
AA'B'C'. Como GM" = MG, BM’ = BM e M'GB' = McB, 
conclui-se que os triângulos BGM e B'GM' são congruentes. 
Daí tem-se que BM'//BM. Assim. os triángulos ARQ e 


c ды  AM'_1 
ABC são semelhantes, segundo a razão ——==. Logo, а 

3 
; е A -— A ф 
área do triángulo ARQ ё (5) .8 = s O mesmo raciocínio vale para os triángulos BST 


e CUV. Portanto, a área pedida é igual à soma das áreas dos triângulos A'B'C' 
(congruentes a ABC) e dos triángulos ARQ, BST e СОМ: 


9) (OBM Jr-94) Calcule a área do triángulo ABC abaixo. dados BD = 4, DE = 2, ЕС = 
6, BF = ЕС = 3. 


Solução: 

AF é mediana de AABC e divide a ceviana BE em segmentos BD e DE, que estão na 
razão 2:1, ou seja, D é o baricentro de AABC, implicando que BE seja também uma 
mediana de AABC. Além disso, ABCE e AABE possuem a mesma altura e bases 
congruentes, fazendo com que possuam a mesma área. Como o triângulo ABCE é 
equilátero de lado 6 então sua área é 9/3. Assim, a área de AABC é igual a 1843. 


10) (Olimpíada do Rio de Janeiro-93) AB é o diámetro de um círculo de centro O. 
Тота-ѕе um ponto C deste círculo e prolonga-se AC de um segmento CD igual a AC. 
O segmento OD corta o círculo em D e corta o segmento ВС ет F. Se АВ = ае OD = 
b, entào EF é igual a: 

а) (а– 0)/2 b)(a-b)5 c)(2a-by2 d)(2a—-b)6 е) (3a—-2by6 

Solugáo: 


Pp — e À—9À ч, UU ETFI «UM yy 1 


—— cata mni s ба. i sj m a ro ada raura Dis mo 


-> = eee e mm cp ous cert 
X — Y TES 79 к: 


J , р 
—— —— —— С 2 ЕЕ 


? Como C é ponto médio de AD e O é ponto médio de AB 
então BC с DO são medianas de AABD, fazendo com 
que F seja o baricentro de AABD. 

Deste modo: DF = 2FO 

Desde que OD = b então OF = b/3 e DF = 2b/5. 

Note ainda que AO = OB = OF = a/2. uma vez que 
todos esses segmentos são iguais ao raio do circulo. 
Assim: EF = OE- ОГ = a/2 — b/3 = (За - 2by/6 


П) (Seletiva Brasileira para а XIV Olimpíada do Cone Sul) Sobre os lados AB. BC e 
DC, de um losango ABCD, marcam-se. respectivamente, os pontos М. N e P, de modo 
que o baricentro do triángulo MNP esteja sobre a reta AC. Demonstre que AM + DP = 
BN. 

Solução: 

Sejam: 

P^ — ponto médio de MN, 

x — distáncia de M à reta AC, 

y — distância de N à reta AC, 

z — distáncia de P à rcta AC, 

Ө — ângulo agudo entre AB e AC. 

G - baricentro de AMNP, 

L — lado de ABCD. 

Como o baricentro de AMNP está sobre a reta 
AC, então G é a interseção de PP' e AC. 

Como P’ é o ponto médio de MN então x + y = 2w. 

Como o baricentro divide a mediana em dois segmentos na razão de 1:2 então: 

w TO 1 х+у | 
z pO. 9 Du. 2 
AM.sen 0 + (L- BN)sen = (L- DP)sen 0 > AM+L-BN=L-DP > 
AM + DP = BN 


=» Reyes x 


12) (IME-2000) As medianas BE e CF de um triângulo ABC se cortam em G. 


- э 

Demonstre que (ВСС) = — ES 
^4c^-528a7 

АВ = сеВС =а. 

Solução: 


-. onde S é a árca do triángulo ABC: AC =b: 


ч 


OLGA AIRIS Же aene" Capita B. Modiana a Raricentro 


HB 


Aplicando a Lei dos Cossenos em ABGC: 
BC? = BG? + CG? —- 2.BG.CG.cos (ZBGC) > 


2 2 2 9 9 
pa 4m, Ө ám. _ 2m, 2m, cos(ZBGC) > 
9 9 3 
8m,m, cos(ZBGC) _ 4(m; d m?)- да? 
9 9 
24^ 490º — 2 эд? РИО mi 
m,m, cos(ZBGC) = и 
m,m, cos(ZBGC) = E (1) 
2m. 2m, 
5 CGBG.sen( ZBGC) 1 .sen( ZBGC) 
Logo: Mm =, сш ыш ыя = чы = dd = 
“ T - 


m,m, sen ZBGC) = É (2) 


Dividindo as equações (2) c(l) 
35 
> 12S 
'"e(ZBGC)z ELIT > ig(ZBGC)- ЕЕГ МЕТЕ? 
*-5a^ b rc —5a^ 


13) De um ponto P arbitrário no lado AC de AABC retas sáo tracadas paralelamente às 
medianas AK e CL. As retas intersectam BC c AB em E c F, respectivamente. Prove 
que AK e CL dividem EF em trés partes iguais. 

Solução: 

Suponha que as medianas se cruzam em O, baricentro de 
ABC. Sejam Q e M as interseções da mediana AK com as 
retas FP e FE, respectivamente. Sejam R e N as interseções 
da mediana CL com as retas EP e FE, respectivamente. 


FM FQ 

ATMQ-AFEP: —— = => (1 

S ГЕ "rp ©? 

NAFG MALO ыг quy 
AL. LO 

ee "É NAPA Ll qu 
AL LC 

De (2) e (3): ISI Fes tha ul > ms 

LO LC FP LC 3 3 


FE 


2 


Analogamente pode-sc demonstrar аис EN = 


14) (Olimpiada de Moscow-72) Em um triángulo ABC. AD e BF. sáo medianas de BC 
e AC. respectivamente. Se ZCAD = ZCBE = 30º, prove que AARC é equilátero. 
Solução; 


A Observe que AADC e ACBF possuem os mesmo 
ángulos, ou seja, AADC - ACBE: 
AC DC 2DC BC AC =BC > 
BC. EC 2ЕС АС 
А АС = ВС > 2ЕС = ВС 
Aplicando а Lei dos Senos ет АВЕС: 
EC- = BC T EC X 2EC 
sen30º sen ZBEC 1 senZBEC 
2 
B 12 C senZBEC=1 > ZBEC=90" 


Assim. ZC = 60" e como AC = BC segue que 
AABC é cquilátero 


15) (Tomeio das Cidades-2001) Uma das bases médias de um triângulo ABC é maior 
que uma das medianas. Prove que o triângulo é obtusângulo. 
Solução: 
Sejam M c N os pontos médios dos lados AB e AC, respectivamente. Sabe-se que MN 
€ base média de AABC c MN = а/2. 
Existem três possibilidades: 

DMN>m > 2m,«a > 4m <a 
Assim: 2b +20 = 4m, + a? < 2а2 => bc «a! > cosA«0 > А> 90° 
ii)MN»m, > 2m,«a > 4m <a! 
Assim: 24 +20 =4m +bi<a+b > a^*c-b'«-c«0 > cosB«0 > 
B> 90º 
ii) MN > m, é totalmente análogo ao caso anterior, onde conclui-se que C > 90º 
Assim, independentemente de qual mediana o valor de MN é superior, o triângulo 
ABC sempre apresenta um ángulo obtuso. 


16) (Olimpiada Bay Area-2006) Em um triângulo ABC são escolhidos os pontos А, 
no lado BC, B, no lado CA e C, no lado AB de tal maneira que os trés segmentos 
AA, BB, е CC, intersectam no ponto P. Prove quc P é o baricentro de ABC se с 
somente sc P é o baricentro de А,В,С). 


E 
no 


——————— Er cad 
aan ERO Sp c. a MPs PE 


< AA ы Do. 6.925 E СЧА „2 4 &7, E AR ‚ү aa Ll 


Solucáo: 
Suponhamos que P seja o baricentro de 


AABC. Assim, AA, ВВ, e CC, são as 
medianas de AABC e А, В, e С, são os 
pontos médios de BC, CA e AB, 
respectivamente. Sejam A» B» e C; os 
pontos de interseção das medianas de 
AABC com os lados de AA,B,Ci,. 

Como A,B, é base média de AABC, entào 
АВ, = AB/2 = BC, e AjB, // AB, fazendo 
! uer com que os triángulos СА С, e CBA, sejam 
a ad Pm d ome hamis z i 


e ls A¡C2=BC/2 > AC:=A,B/2=BC, > 
| 


BC 2 
C: é ponto médio de А,В, 
Analogamente demonstra-se que A» é ponto médio de ВС, e assim P é baricentro de 


AA BC. 
Suponhamos agora que P seja о baricentro de ЛА В.С. Agora As, B» e С» são os 


pontos médios Че ЛА ВС e Ar, Bj, C, são as interseções dos prolongamentos das 
medianas de AA В.С com os lados de AABC. 
Aplicando o teorema de Menelaus em AB,C,B e transversal ЛАР: 
CA BP BAG CA PB 
— —., =1 > + = (1) 
АВ PB, AM, AB BP 
Analogamente, aplicando o teorema de Menelaus em AB,A,B c transversal ССР 
AC . РВ, 
e (0) 
СВ ВР 
Igualando as expressões (1) e (2): 
CA AC AB-C A CB-A C СВ AB x. 
ELS" дый DD ——— = — = -——=<.-— (3) 
AB СВ АВ СВ AB CB 
De (3) e do fato que АСВА, e AABC роѕѕиігет o ángulo ZB comum segue que estes 
dois triângulos são semelhantes. Assim, C, A, é paralelo a AC. Aplicando argumentos 
semelhantes conclui-se que A,B, é paralelo a AB c ВС, é paralelo a BC. 
Destes paralelismo tem-se as seguintes semelhanças: 
AC, CC, 
“i = (4) 


obtém-se: 


ACA;C;- ACBA, = 


BC, ' GC, 
ACC3B, ~ ACC;A > Bits => (5) 
AC CE 
m 


m 


| 
| 


De (4) e (5) e do fato que A,C» = В,С; segue que BC, = АС). ou seja. C, é ponto 
médio de AB. 

Analogamente pode-se demonstrar que B, é ponto médio de AC. 

Portanto, P também o baricentro de AABC. 


17) (Olimpiada da Espanha-96) Seja G o baricentro do triángulo ABC. Demonstre que 
se AB + GC = AC + GB então o triângulo é isósceles. 
Solução: 
Designemos por m, e m, as medianas correspondentes aos lados b e c. Uma vez que 
GC = 2m,/3 e GB = 211/3. podemos reescrever a relação do enunciado da seguinte 
2(m, = m.) 

3 
Multiplicando e dividindo por mp + m, temos: 


maneira: c-b= 


5% 


2" 


é : б +C HAB |05) us 
c- b. un, 7 m, Хт, +.) _ 25 2, _ - ) 2)_ «€ -b5) a 
3m, +m,) Hm, +m,) m, s m, Jim, +m,) 
c-bXc+b b+c 
TA аы. ы, (ec (m, +m,- © |=0 (1) 
2(m, 4 m, ) 2 


Provaremos agora que o segundo fator é positivo. 

Chamando de B^ e С” os pontos médios de AC с AB. 
respectivamente, nos triângulos АСГА e ABBA temos. 
pela desigualdade triangular, que: 


b ` 
m,t—»c m +->. 
L а L3 9 


Somando estas duas desigualdades: 
b«c 


mp +M, ~ 


Pela desigualdade (2), temos que a equação (1) vai ser satisfeita somente quando b 
с. ou seja, AABC é isósceles. 


Cxetcicios os.. 
de Vestibutar 


1) (FGV-2013) Trés irmáos receberam de 
heranca um terreno plano com a forma de 
quadrilátero convexo de vértices A, В. С 
e D. em sentido horário. Ligando os 
vertices B e D por um segmento de reta, 
o terreno fica dividido em duas partes 
cujas áreas estáo na razáo 2:l, com a 
parte maior demarcada por meio do 
triángulo ABD. Para dividir o terreno em 
áreas iguais entre os trés irmáos, uma 
estratégia que funciona, 
independentemente das medidas dos 
ángulos internos do poligono ABCD, é 
lazer os traçados de BD e DM, sendo 

A) M o ponto médio de AB. 

B) M o ponto que divide AB na razáo 
2:1 


C) M a projeção ortogonal de D sobre 
AB. 

D) DM a bissctriz de АРВ. 

E) DM a mediatriz de AD. 


2) (FGV-2009) As medianas BD e CE do 
triángulo ABC indicado na figura sáo 
perpendiculares. BD = 8c CE = 12. 


A D 26 
Assim, а área do triângulo ABC é 
A196 B)64 C)48 D)32 E)24. 


A) (Fuvest-2010) No triángulo ABC da 
figura. a mediana AM. relativa ao lado 
BC. € perpendicular ao lado AB. Sabe-se 
também que BC 24 e АМ = I. 


Neo. 


Se u é a medida do ángulo ABC. 
determine 

a) sena. 

b) o comprimento AC. 

c) a altura do triángulo ABC relativa ao 
lado AB. 

d) a área do triángulo AMC. 


4) (FGV-2007) Na figura, AN e BM sào 
medianas do triángulo ABC, e ABM é 
um triângulo equilátero cuja medida do 
lado é 1. 


B 
OS 
РА \ NAN 
je pa. ua ic “A 
= G SS 
Ls sê ` Ms En S 
A M C 


A medida do segmento GN é igual a 


2/2 B \/6 T J5 


a) — 
3 3 3 
19 Jo 
d) — e) — 
6 6 


5) (Colégio Naval-96/97) Num triángulo 
ABC. retángulo em A. os lados AB c AC 
valem. respectivamente c e b. Seja o 
ponto G o baricentro do triángulo ABC. a 
área do triangulo AGC é: 

a)bc/2 h)bc/3 c)bc/4 

d) bc/6 e) bc/9 


6) (UFC-98) Os lados de um triàngulo 
medem 7 em, 9 cm e 14 cm. Determine, 
em centímetros, a medida da mediana 
relativa ao lado maior. 


7) (Insper-2008) Na figura ao lado, teita 
fora de escala, considere os triángulos 
ABC e BCD. M é ponto do lado AC, P é 
o ponto do lado BC tal que os segmentos 
BC e DP sào perpendiculares, e Q ¿o 
ponto onde os segmentos BM e AP 
interceptam-se. 
D 


AS Fo “e 
Sabendo que AM = MC. BQ = 2. OM. 
CD = 6cm e BP = 4em. pode-se concluir 
que o perimetro do triangulo BCD. em 
centimetros, vale 
a)20. b)2l1. c)22. d)23. e)24. 

8) (UERJ-2004) No triángulo ABC 
abaixo, os lados BC, AC e AB medem, 
respectivamente, a, b e с. As medianas 
AE e BD relativas aos lados BC e AC 
interceptam-se ortogonalmente no ponto 


Conhecidos a e b, determine: 

a) o valor de c ст função dc a e b; 

b) a razáo entre as árcas dos triángulos 
ADG e BEG. 


9) (MAUÁ-L.INS-81) No ДАВС. G éo 
ponto de intersecgáo das medianas BB' e 
СС”: M e N são os pontos médios BG e 


CG. respectivamente. Sendo BC = 12m, 
AB = бте ABC» 60º. determinar: 

1) а área do AABC: 

2) a area do quadrilátero ( MNB'C). 


e 


D 


T 12 ' 


10) (AFA-2007) Um triángulo ABC с 
nào Sejam M. N e Р. 
respectivamente, os pontos medios dos 
lados AB . BC e AC desse triangulo. de 
forma que AN = 3 em e ВР = Gem Se à 


isósceles. 


área do triângulo ABC mede 3413 env. 
então o comprimento da outra mediana. 
CM, em cm. é igual a 

a)? b)3 «) 3/6 d)6v!5 


11) (Colégio Naval-2006) No triangulo 
ABC. os lados AB e AC tém a mesma 
medida x e a mediana BM tem a mesma 
medida v do lado BC. Sendo assim. é 


5 DENRA 
correto afirmar que a razão — é um valor 


compreendido entre: 
aj0el b)le2 
d)3e4 е)4е5 


c)2e3 


12) (Colégio Naval-2008) Dado um 
triángulo ABC de área 72. sobre a 
mediana AM = 12, traçam-se os 
segmentos AQ = 3 e QP = 6. Sabendo-se 
que E é o ponto de interseção entre as 
retas BP e QC, qual é área do triángulo 
OPE? 
а)б b)8 


с)9 d)l2 «I8 


13) (Escola Naval-98) Considere o 
triángulo ABC de área S. baricentro G e 
medianas CM c BN. A área do 
quadrilátero AMGN é igual a: 

а) 5/2 b)2S/3 с) 5/3 d)S/4 e) 35/4 


14) ПТА -88) Num triângulo ABC. ВС = 
4 cm. o ángulo С mede 30? e a projeção 
do lado AB sobre BC mede 2.5 cm. O 
comprimento da mediana que sai do 
vértice A mede: 


b) 2 cm 


€) 2 em 


a) 1 cm c) 0.9 cm 


44/5 cm 


I3) (FA-2014) Em um triângulo 
isósceles ABC. cuja área mede 48 cnr, a 
razào entre as medidas da altura AP e da 


base BC é igual a Das afirmações 


^ 


v 


abaixo: 

1. As medianas relativas aos lados AB e 
AC medem J97 cm: 

I. O baricentro dista 4 cm do vértice А; 
HI. Se œ é o ángulo formado pela base 
BC com a mediana BM, relativa ao lado 


AC então cosa = : 
г а * ÉS p . 
J97 


É (são) verdadeira(s) 

a) apenas I.b) apenas II. 

| apenas II. d) apenas le TIT. 
) apenas ll e HI. 


16) (IME-70) Calcule a área de um 
triângulo obliquángulo, de medianas ma 
= Ост. Myu = бст em = 5 cm. 


[7) (1ME-S0) Seja ABC um triângulo no 
qual se supóe que a mediana AM é tal 
que o triângulo ABM е semelhante ao 
triangulo ABC. 


— = ш. 


a) Calcule a razão de semelhança, е 
determine o lugar geométrico do vertice 
B supondo A c C fixos. 

b) Mostre que o circulo que passa pelos 
pontos А. C e M tangencia a reta AB. 


18) (IME-86) Demonstre quc a diferenca 
entre os quadrados de dois lados de um 
triángulo é igual ao dobro do produto do 
terceiro lado pela projeção, sobre ele. da 
mediana correspondente. 


19) (IME-89) No triángulo ABC, onde 
АВ = 2. ВС = 4е АС = 3. Ар ёа 
mediana relativa ao lado BC. Por um 
ponto M qualquer sobre BD. traça-se 
uma paralcla a AD. quc intercepta o lado 
AB em N e o prolongamento de AC em 
P. Calcule MN + MP. 


Exercícios T~ 
Gerais Las 


20) Em um triângulo retângulo, as 
medianas relativas aos ángulos agudos 
possuem comprimentos 249 е wif. 
Qual o valor do comprimento da 
hipotenusa? 


a) V7 5 с) 5453 d)6 е) 2v5 


21) Num triângulo ABC a mediana 
wacada do vértice A divide o ángulo A 
em Aj e A. com А‹ do lado AB. Sendo 


AB = c, AC = b e BC = a, determine о 
sen Ai 
valor de ——— 
sen A. 
a a+c b 
a) — b) c) 
с атс 
bec b 
jj — je 


22) Prove que uma reta desenhada 
passando pelo baricentro G de um ASBC 
corta os lados //B e AC nos pontos M e N, 
respectivamente, de tal forma que 
AMxNC +ANx МВ = AMXNA. 


23) Os lados do AABC 
relação b & c = w. 


verificam a 
Calcular as 
medianas do AABC Mostre também que 
o triângulo cujos lados sejam 
respectivamente iguais a essas medianas 
será semelhante ao AABC. 


24) Seja ABC um triângulo de lados a. b 
e ce medianas Ma Mp eme. Prove que: 

a) l6(m, o пу + т, is EEN + b' t с); 
b) l6(m,' my + m! m, * m, "m, "у= Ya” ne) 
+ с? + ас "y 


25) Determinar uma relação entre as 
cevianas x e y de um triángulo de 
hipotenusa igual a 9, sabendo-se que os 
pés das cevianas dividem a hipotenusa 
em trés partes iguais. 


26) Designa-se por G o baricentro e por 
m, a mediana relativa ao lado а de um 
triángulo ABC. Seja A' o segundo ponto 
de encontro de m, com a circunferência 
circunscrita ао triángulo ABC. 
Demonstre que За + 4m, = 12m,.GA . 


27) Prove que se duas medianas de um 
triángulo são perpendiculares, então a 
terceira mediana é a hipotenusa de um 
triângulo retângulo cujos calelos são os 
outros dois lados do triángulo. 


28) Seja M o ponto médio do lado BC de 
um triángulo AABC. Mostre que, se 
AM/BC = 3/2, entáo as medianas de M e 
C sào perpendiculares. 


29) Seja A,A»A; um triángulo e M um 
ponto em seu interior. A retas МА. МА. 
MA; intersectam os lados opostos nos 
pontos Bj, B; Bi. respecuvamente. 
Mostre que se as áreas dos triângulos 
ABM. ABM. e A¡B:M são iguais. 
então M é o baricentro do triângulo 
А А,А;. 


30) Em um triângulo. os comprimentos 
das 3 medianas são 9, 12 e 15. Determine 
o comprimento do lado sobre o qual 
traça-se a maior mediana 


31) Em um triángulo ABC. ZACB = 
135°, СА = Ge BC = J£2.SeMéo ponto 
médio do lado AB. determine о 
comprimento de CM. 


32) G ¿o baricentro de ABC. Se AG = 
BC prove que ZBGC = 90º. 


33) Seja G o baricentro de AABC. Uma 
reta intersecta as medianas AD, BE e СЕ 
em X, Y e Z. respectivamente. Prove que 
XD YE. BR 

— p = 2. 
xG ҮС *26 


xercícios Go 
de (Olimpiada 


34) (OBM-2008) Dado o quadrilátero 
ABCD tal que ZCAD = 25º. ZACD = 
45? e ZBAC = ZBCA = 20º, qual o valor 
do àngulo ZDBC? 

а) 40% b)45º c)50? d)55º e)00* 

35) (OBM-2010) Seja ABC um triángulo 
e X, Y e Z pontos sobre os lados BC. C.1. 
CX AY BZ 


XB YC ZA 


AB tais que —— =2 


Hn q (8 


А razão entre as áreas do triângulo NYZ e 
do triángulo cujos lados são congruentes 
às medianas de JBC é 
2 | 4 
e 9 D) E) 


A) n) 


2 l 
3 2 4 
36) (Espanha-94) Os quadrados dos lados 
de um triángulo ABC sáo proporcionais 
aos números 1, 2. 5. a) Mostre quc os 
angulos formados pelas medianas de 
ABC são iguais aos ángulos de ABC. 

b) Mostre que o triángulo cujos lados sáo 
as medianas de ABC é semelhante a 
ABC. 


45 (Seletiva Brasileira para a XI 
Olimpiada do Cone Sul) O ángulo entre o 
lado AC do triángulo ABC c a mediana 
relativa ao vértice A é igual a 30°, Esta 
também é a medida do ángulo entre o 
lado BC e a mediana relativa ao vértice 


B. Prove que o triângulo ABC é 
equilátcro. 
38)  (Argentina-96) No triângulo 


retângulo ABC, B = 90", ЛВ = 3, ВС = 4, 
AC = 5. Seja С o baricentro do triângulo 
e sejam 4'. B'. C pontos nos lados ЗС, 
AC. АВ respectivamente, tais que СА" é 
perpendicular a BC, GB' é perpendicular 
a C e GC a AB. Determinar a área de 
ABC. 


39) (Argentina-97) Sejam ABC um 
wiangulo (4 > 90") e M o ponto médio do 
lado BC. Se ZBAM = 907", AB = 35 e АС 
= 77, calcular BC. 


zeep am Áo ЕЕЕ 


A f А а f; 
40) (Cabri-97) Dado um triángulo ABC, 
marcam-se os  pontos  médios das 
medianas. Provar quc o triángulo 
formado é semelhante a ABC e achar a 
razáo de semelhanca. 


41) (Cabri-99) Em um triángulo ABC. D 
é o ponto médio de AB e Е é o ponto 
médio de AC. As retas BE е CD se 
cortam no ponto F. Se a área do triángulo 
ADE é de 7 em”. quanto vale a diferença 
entre a árca do triángulo BCF c a árca do 
triangulo DEF? 


42) (Cabri-2001) Seja ABC um triângulo 
isósceles, de base AB = 10 cm. Sejam M 
€ N os pontos médios dos lados AC e BC 
respectivamente. Seja G o ponto de 
interseção de BM e NA. Se o ângulo 
Z AGB é reto, achar a área de ABC. 


43) (Entre Rios-2000) No triângulo 4BC, 
sejam M. N os pontos médios dos lados 
CA. AB. respectivamente. Sabe-se que 
BM é menor que CN e que BM é 
perpendicular a CN. Se BC = 17 e a área 
do triángulo ABC é igual a 180, achar os 
comprimentos de BM e CN. 


44) (USA Talent Search) O ponto G é o 
baricentro dc ABC c D é o ponto médio 
de BC. O triángulo BDG é equilátero 
com lado igual a 1. Determine os 
comprimentos dos lados de AABC. 


45) (Portugal-2015) Seja D o ponto 
medio do lado [BC] do triângulo [АВС]. 
Consideremos ainda о ponto médio E da 
mediana [AD]. e o ponto de interseção F 
da reta BE com o lado [AC]. 

C 


Sabendo que | ABC | tem área 12, qual ¿a 
area do quadrilátero [DCFE]? 


46) (AIME-96) Em um triángulo ABC, 
AB =/30, AC -J6 e BC =\Л5. 
Considere um ponto D sobre a mediana 
relativa ao vértice A de modo que ZADB 
é um ángulo reto. Determine o valor da 
. Area(AADB) 
razão —————— —. 
Area(AABC) 


47) JR. McKnight-83) Prove que para 
todo triángulo ABC, onde AD é mediana 
e[|AD| = m, 4n = b? + с + 2.b.c.cos A 


48) (Wisconsin-95) Em um AABC, os 
pontos P e Q sáo escolhidos sobre os 
lados AB e AC. respectivamente. a o 
segmento PQ é traçado cortando a 
mediana AM em X. Se AP=AB/Je AQ 
= ACA, determine a razão PX'PQ. 


49) (Irlanda-94) Sejam A, B e C três 
pontos colineares, com B entre A e C. Os 
triángulos eqüiláteros ABD, BCE e CAF 
sio construidos com D e E de um lado da 
reta AC e E no lado oposto. Prove que os 
baricentros dos triángulos são vértices de 


d a 


um triângulo equilàtero. Prove tambem 
que o baricentro deste triângulo pertence 
à reta AC. 


S0) (lrlanda-2001) Seja ABC um 
triângulo de lados BC. CA. AB cujas 
medidas são respectivamente iguais а a. 
b. c. Se D e E são os pontos medios de 
AC e AB respectivamente, mostre que а 
mediana BD é perpendicular a CE se. e 
somente se. 5^ + с = Ser. 


51) (Bulgária-95) Um triángulo ABC 
com AB = 22, BC = 19 e CA = 134 
dado. Se M é o baricentro de AARC. 
prove que АМ? + CM! = BM”. 


52) (Moscow-72) Sejan AD e BE 
medianas de ABC. Se ZCAD = ZCBE = 
30º, prove que AB = BC. 


53) (Holanda-93) Dado um triangulo 
ABC. ZA = 90". D é o ponto médio de 
BC. F ё o ponto médio de AB. E со 
ponto médio de AF e G é o ponto médio 
de FB. AD intersecta CE, CF e CG 
respectivamente em P, Q e R. Determine 


PQ/QR. 


54) (África do Sul-2000) ABC é um 
triángulo retângulo com D. E e F sendo 
os pontos médios dos lados indicados. Se 
CD=2 então AE? + BF? vale: 


d) 20 


a) 12 e) 5 e) 233 


55) (International Talent Search) Em 
AABC. sejam D. E e F os pontos médios 
dos lados do triângulo. e sejam Р. Qc R 
os pontos médios das correspondentes 
medianas AD. BE e CF, respectivamente. 
Prove que o valor de: 
AQ? + АК +BP + ВК? + СР + СО? 
АВ + ВС + СА? 
nào depende dos comprimentos dos lados 


de AARC. e determine este valor. 
i^ 


56) (Asian Pacific-91) Dado AABC, scja 
G scu baricentro е M o ponto médio de 
BC. Sejam X em AB e Y em AC de 
modo que X. G e Y são colineares e 
XGY e BC sáo paralelos. Suponha que 
XC e GB interceptam-se em Q e que YB 
e GC interceptam-se em P. Mostre que 
AMPO é semelhante a AABC. 
A 


57) (Torneio das Cidades-83) No interior 


de um quadrado ABCD considere um 
ponto M. Prove que os baricentros dos 
triângulos АВМ, BCM. CDM e DAM 
formam um quadrado. 


58) (long Kong-2003) Em um triângulo 
ABC. D. E e F são respectivamente os 
pontos médios de AB, BC e CA. 
respectivamente. Considerando que AB = 
10. CD = 9, CD L AE, calcule BF. 


39) (Manitoba-2001) Em um triángulo 
ABC. ZACB = 135", СА = 6c BC = 
У. SeMéo ponto médio de lado AB, 
determine o comprimento de CM. 


60) (Repüblicas Tcheca e Eslováquia-99) 
Seja ABC um triángulo em que a 7 m, = 
b + m, = k(« + b), onde a = ВС, b= AC, 
m, é a mediana relativa ao vértice A e m, 
€ a mediana relativa ao vertice B. 
Determine o valor de k. 


61) (Polónia-97) As medianas AD. BE e 
CF de um triángulo intersectam-se em G. 
Os quadrilàteros AFGE c BDGF são 
inscritíveis. Prove que o triângulo ABC é 
eqüilátero. 


62) (Venezuela-2009) BD é mediana de 
um triángulo ABC. O ángulo ZACB 
mede 30º e o ângulo ZADB mede 45º. 
Quanto mede o ángulo ZABD? 

A 


ыр 


ГЬ 


в 


Bissetriz e Incentro 


9.1) DEFINIÇÃO: “A bissetriz do ângulo À de um triângulo ABC é o segmento AL 


tal que LBAL = ZLAC." 


Lembre que definimos bissetriz de um ângulo no capitulo | deste livro como 
sendo uma semi-reta. ou seja. possuindo comprimento infinito. Entretanto. quando 
estamos analisando as bissetrizes internas dos ângulos de um triângulo convenciona-se 
que cada bissetriz ¿ um segmento de reta cujos extremos são o vértice ao qual são 


traçadas e o ponto onde cruza o lado oposto (denominado pé da bissetriz). 


Propriedade: “Os pontos pertencentes à bissetriz AL são equidistantes dos lados AB 


e AC." 


9.2) TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA: 


[T] q . B . a ES BL 
Se AL é a bissetriz interna do ángulo A de um triángulo ABC entào ЕС 


Г Demonstração: 


Prolongue, a partir de A, o segmento AB até um ponto А` de modo que A'C HAL. 


Note que sendo A'C ll AL então ZLAC = ZACA?”. 


A* 


Como ZCAA' = 180" - 2u então: 


ZANC=a => AAN'Céisósceles > 


A^! = AC. 

Deste modo AA BC ~ AABL = 
BA' BA BA-BA AA' AC 
BC BL BO=BL LC LC 


AB s 
Lei dos senos no ABAL: — = sen O 
BL sena 
Lei dos senos no ACAL: 
AC  sen(180  -0) _ sent) 
LC sen a sena 
, BL 
Desta forma: — = 2B ? 
LC AC 


9,3) TEOREMA: "As bissetrizes internas de um triángulo são concorrentes em um 
ponto denominado de incentro (1).” 

Demonstracio: 

Pelo teorema da bissetriz temos que: 

AZ_ AC BX AB СҮ CB 

ZB CB AC АС YA BA 


AZ BX CY АС AB CB 
Deste modo, = — — —=l. 


Pelo teorema de Ceva. concluimos que as três bissetrizes 
internas são concorrentes. 


9.4) TEOREMA: “O incentro I é o centro da circunferência inscrita no triángulo.” 


Demonstração: 


Pela propriedade de bissetriz temos que I é o ponto 
equidistante de AB. BC e CA. Desta forma existe 
uma circunferência com centro em | tangente aos tres 
lados do triángulo, cujo raio € exatamente a distância 
de I aos lados AB. BC e CA. 


R C 


9.5) TEOREMA: "Sendo ABC um triángulo, I seu incentro e lu. lp. Ce as medidas de 


' | . TA b+c IB a+c IC a+b 
suas bissetrizes, então: A еей ed 


(. arb+c' б acbec — (, atbtc. 
Demonstração: 
A Pelo teorema da bissetriz temos que: 
BX CX BX*C€X. BC 


AB AC AB+AC AB+AC 


Y A 
вх = 2“ 
b+c 
Analogamente. no AABX: 
JA C TA PXGIA . Са 
i Ё С САВ ВХ ВХ+АВ ВХ+АВ 
TA. AB _ с _ c(b+c) _ bre 
(, BX+AB ас, ac+bc+c” а+Ь+с 


b+c 
As outras duas relações são demonstradas de forma análoga. 


9.6) COMPRIMENTO DA BISSETRIZ 
Pelo Teorema da bissetriz: 


A 
IN m n m-n a 
— = — = _—=— > 


c b b«c bte 


e 

b+c b«c 
Pela Lei dos cossenos no ЛАВІ: 

a 42 
8 m L n C т =c? --(f)-2cfcosa > 
c «(pp - т" 
3 À E ЯВ 
2p,.cosa = 
с 
Pela Lei dos cossenos no AACL: 


п? =b*+(B,)-2.b.f,.cos a > a. Ud 


b 
Portanto: 
eu 3. d 2 TS. . А E 5 E 
i m - b + Co n > cb E ЫВ.) Е bm” = Бс + ср.) = un 


2.22 3 ? 
acb a'b'c 


(B.) (b — с) = Бс cb? + bn? - cn! = be(b — с) + 5 ; 
(b+c) (b«c) 


bibo euer РУ, (Ba)? = be — e 5 = e a” bc 
(be? T 


Маса + c)? - b^] yab[(a +b} –с?] 
———— e p. = ———— 


a+c a+b 


Analogamente: В, = 


Observação: Como m = e n= pode-se tambem escrever que 


+e b+c 
E 
В. = Jbc-m.n 


9.7) O CÍRCULO INSCRITO 


9.7.1) Segmentos determinados pelos pontos de tangéncia 


A Desde que X. Y e Z sáo pontos de tangéncia: 
AX=AY ВХ = ВА CY=CZ 
N Sabemos também que: AX + ВХ = с АҮ + 
Y CY=b B7Z+CZ=c 
Substituindo: 
AX + BX mi" 
n " AX + +CY=b 
7. BX+CY=a 


Somando estas equações: 
HANXN+BX+CY)=a+b+ce > АХ+ВХ + СҮ =p 
1) CY =CZ=(AX+BX+CY)-(AX+BX) > CY=CZ=p-c 
11) ВХ =BZ=(AX+BX+CY)-(AX+CY) > BX=BZ=p-b 
ni) AX = АҮ =(AX+BX+CY)-(AX+BX) > AX=AY=p-a 


9.7.2) Área 


Seja S a área do triángulo ABC e r o raio do seu 
circulo inscrito. Desta forma: 
S = Sara + Savor t Sym = 
ar br cr  (a+b+c)r 
E — —z—————— 
2 2 2 2 


9.7.3) Teorema: “Scja ABC um triángulo retângulo de hipotenusa a c catetos b c c. О 
b+c-a 


y. 


raio do circulo inscrito é igual a r = 
Demonstração: 
н 
Perceba que OX e OY sáo iguais ao raio do circulo 
inscrito em ABC. Na verdade, como AY = OX = OY 
= AX entào AXYO é um quadrado. 
X Portanto, OY =r > г= АХ = r=p-a > 


b+c-a 
М г= ———— 
e э 


\ 


9.7.4) Ponto de Gergone: "Sejam X , Y e Z, respectivamente. os pontos de contato da 
circunferéncia inscrita em AABC com os lados AB, AC e BC. Os segmentos AZ. BY 
e CX sào concorrentes em um ponto denominado Ponto de Gergone.” 

Demonstração: 


A Sabe-se que: 
х АХ = АҮ = р-а, ВХ = В? =р-БеСҮ = СА = р- е 
ү Сото AX BZ CY p-a p-b ре. pelo 


Teorema de Ceva os segmentos AZ. BY e CX sáo 
B > e concorrentes. 
9.8) BISSETRIZ EXTERNA: “Bissetriz externa do ângulo À de um triángulo AABC 
é a semi-reta que divide ao meio o ángulo externo A.” 


9.8.1) Círculo ex-inscrito: “O círculo ex-inscrito ao lado BC de um triângulo AABC 
¿o círculo tangente ao lado BC e tangente aos prolongamentos dos lados AB e AC.” 


9.8.2) Propriedade: "As bissetrizes externas de В e С e da bissetriz interna de А são 
concorrentes no centro do círculo ex-inscrito ao lado BC." 

A figura abaixo representa a configuração dos ex-incentros e ex-circulos de um 
wiàngulo ABC. 


9.8.3) Segmentos determinados pelos pontos de tangência 
lim relação aos pontos de tangéncia sobre o ex-circulo de centro 1, pode-se concluir 
que: 
CX,-CY, BX,=BZ, AZ, = AY, = + СҮ, = с + BZ, 
Como a = CX, + ВХ, = CY, + BZ,, então pode-se montar o seguinte sistema: 
CY -1BZ,=c-b e CY., + BZ. =a 
Desta forma: 
a+c-b a+b+c 


ПЕМ e cae b > CY, =CX,=p-b 
ii) BZ, .RTh-e.RTMe e > BZ,-BX,-p-c 
Ш) AZ,= AY, = СҮ, tb = AZ, = AY,=p 
Analogamente, analisando ex-círculos com centros 1, e le: 
ВХ, = ВА, = СХ = СҮ = р-а СҮ, = СХ, = АҮ, = АХ, = р- 6 
АА = АҮ, = BZ, = ВХ, = р- с АҮ, = AZ, = BZ, = BX, = СХ, = СҮ, = p 


9.8.4) Área de AABC em função dera Ine re: 
Seja S a área do triángulo ABC e r, o raio do circulo ex-inscrito relativo ao lado BC. 
Assim: 


r cr Y (b+c-a)r 
vam e d e e = a a € a 
S= Sane ESAR =S une EE E Wm A еу 


> S=(p-ay, 
Analogamente podemos demonstrar que 5 = (р – гь e S= (р ~ с)г,. 


9.8.5) Teorema: "Se r, ть e т, são os raios dos círculos ex-inscritos relativos, 
respectivamente, aos lados BC, AC e AB de um triángulo ABC e r é o raio do círculo 


í f с e EN АИ, | 
inscrito neste triángulo então — +— +— =— 


г. Th r r 


y 


Demonstração: 

Pelo cálculo da área S de ABC: 

| | 1 p-a p-b p-c 3p-(a+rb+c 3p-2p p | 
o ua Di). pep pee SRA DEOR орар р 


En oS x S S S S S y 


— —— E move poma 


9.8.6) Teorema da Bissetriz Externa 
а ND А 3 A T s. Ue „СР; 

Se AP é a bissetriz externa do ángulo А de um triángulo ABC então AB = АС 
Demonstração: | 
Seja АР a bissetriz externa do ángulo А. 
Desta forma ВАР = 90" — A/2. 
Lei dos Senos em AABP: 

AB — BP 

senÜ  sen(90" -À /2) 


ВР _ соѕ(А /2) 


C B P 
AB sen 
| 2 
Lei dos Senos em AACP: BC p == => EN 
senO  sen(90" + A / 2) AC sen Ө 
Concluimos, portanto, que ЕСИ 
AB AC. 


Obs: Do exposto nos itens 9.4.2 e 9.4.8.6, podemos concluir que se D é o pé da 
bissetriz interna e D' é o pé da bissetriz externa, ambas relativas ao ángulo А de um 


D 

AABC, temos que EEA A . ou seja, os pontos D c D' dividem harmonicamente o 
DC D'C’ 

lado BC. 


9.8.7) Comprimento das bissetrizes externas 
A Scja AM a bissctriz interna de A c AN a 
bissetriz externa de A. Pelo Teorema da 
Bissetriz Externa: 


JU CM BM CM+BM a _ 
Pd d / b c ^— b«c b+c 
a.c 


C M B N b+c 
Também pelo Teorema da Bissetriz: 
CN BN N-BN р 
— = iud = CN - BN = a = BN = а.с 
b с b-c b-c b-c 


Como AM L AN podemos aplicar Teorema de Pitágoras em AAMN: 
AN = ММ ЛМ? > (fr! = (ВМ + BM) -(fy > 
(y (a. a.c a.c E) bel(b+e) -a*] a'ci(b-csb«c) bel(b+e)-a Bm 


bue b-c) (b+c) k (b+c) (b-c li (b cy 2 


————— OH — X a ооч. 


Ta as É lira а — rr rr. ———— n 


"rcr teo bre -ar ]- 


b.c 


"rsen be vat? safe зас (boy (o o] 
с - с}: 
b.c "M 
"reipsa +a? da be (bec (b- cy ]- 
tc) -cy 


pro rua ere rte] Ps 


_be(a+b-c)la+c-b) 4bc(p-cY(p- b) zs das 24 b.c.(p - bXp с) 
(b-cy (b-cY | [b-c] 
Analogamente pode-se demonstrar que 


p, 2Vac(p-aXp-o) , p. = 2Yabip-aXp-b) 


ja-c] la-b| 
9.9) CÍRCULO DE APOLÓNIO 
9.9.1) Teorema: Dados dois pontos distintos A е B e o real 0 < k # l, o lugar 


M" à AC А à > ў 
geométrico dos pontos С do plano tais que BC” k é um circulo cujo centro està 


sobre a reta AB. Este lugar geométrico é denominado circulo de Apolônio de A e Be 
razão k. 


Demonstração: 
Ж ашары Considere que os pontos D e E dividem 
E A E harmonicamente o segmento AB na razáo k, 
Еб andy * q A . DA EA жы ® 
e É. E CP N ou seja, —— = —— = К. Seja C um ponto 
ж, E: E Ns \ DB ЕВ 
gi | Ё? Cos qualquer do lugar geométrico. Desde que 
A о; e Р CA DA Tox 
à / k =— = —, segue que CD é bissetriz 
CB DB 
x y interna em AABC. Analogamente. 
4 , CA EA з ; 
in NOR Ld =-——=—— e conclui-se que CB é 
ac CB EB 


bissetriz externa em AABC. Como CD c CE são perpendiculares с os pontos D e E são 
fixos. o lugar geométrico é o círculo de diámetro DE. Os pontos D e E são 
denominados de conjugados harmônicos do segmento AB na razão k. 


«x £u És a 4 7 


Observação: Perceba que é possivel definir o circulo de Apolónio utilizando bissetriz. 
Seja D a interseção do lugar geométrico com o segmento AB. O circulo de Apolônio é 
o lugar geométrico dos pontos C dc modo que CD é bissctriz interna de ZACB. 


9.9.2) Teorema: Seja ABC um triângulo e AM, BN e CP cevianas concorrentes. Se 
PN corta BC em Q, entào MQ é o diámetro de um circulo de Apolónio de BC. 
Demonstragáo: 
A Aplicando o teorema de Ceva em AABC: 
AS ВЕ At 
llb. CN BM AP 
SNC Aplicando o teorema de Menclaus em 
E AABC. com relação à transversal NPQ: 
AN CQ BP, (э) 
CN BQ AP já 
» s Comparando (1) e (2) segue que 
8 u ‹ e CM _ СО 
BM | BQ' 
harmonicamente o segmento BC, fazendo com que o círculo de diámetro MQ é o 
circulo dc Apolónio do segmento BC. 


ou scja. M c Q dividem 


Exemplos: 


1) (UFLA-2001) Na figura, o triángulo ABC é retângulo em B. e o ponto D é o centro da 


circunferência inscrita. Sendo С = 40?, o valor do ángulo X é: 
а) 230° 

b) 210° 

с) 130° 

d) 2309 

e) 300" 

Solucáo: 


Sabemos que A+B=180" -C 2140". Também é conhecido o fato que o centro da 
circunferéncia inscrita em um triángulo coincide com o encontro das bissetrizes 


internas deste triangulo. Assim, temos que ZBAD = А/2 е ZABD = B/2, implicando 
282 = 180" — 70" = 110". 


que ZADB = 180? — 
Logo: X = 360" - ZADB = 360" - 110" = 250". 


baa 


ETA. 


LIS 


vt ч 


2) (UFLA-2003) Determine a medida do lado PR do triángulo РОК. sabendo que о 
segmento PS é a bissetriz do ángulo Р. 


a) 30/4 3 
b) 12/10 
c) 24/7 
d) 17/13 4 
е) 40/3 


Solução: 
R 3 4 40 
Pelo Teorema da Bissetriz Interna: 9s = SR > —=— > РК = == 
ОР РК 10 PR 3 


3) (UFV-2005) Na figura abaixo está representada uma circunferéncia de raio r 
inscrita no triângulo retângulo ABC, cujos catetos medem АВ = 15 e ВС = 20. 


Cc 
А в 
O raio r em relação à medida da hipotenusa AC, em porcentagem, ё: 
a) 40% b) 50% c) 30% d) 10% e) 20% 


Solução: 
Pelo Teorema de Pitágoras: AC? = AB! + ВС? = 225 + 400 = 625 > AC=25. 
АВ+ВС- АС 15420-25 


Desde que ABC é um triángulo retângulo: г = ES E MD 5 
r 5 А . 
Portanto: — = — = 0,2 > requivale a 20% de AC. 
AC 25 


4) (UFPI-2003) Num triângulo retângulo. um dos catctos mede 4 ст e a bissetriz do 
angulo reto mede Y2 em. Assinale com V (verdadeiro) ou F (falso) as opções abaixo. 
vlo 

"E 

(2) A medida do outro cateto é 4/3. 

( 3 ) O triángulo é isósceles. 

(4) A soma das medidas dos catetos e 19/4. 

Solugáo: 


( 1 ) A medida da hipotenusa é 


petto mma ot men oa memor v nda e: D за алала КИЙНИ 
< rfastusB ERIS. ', 3 


m же 


Lei dos Cossenos em AACP: 
у? = (4/2) +4? 224/24.cos 45" =10 — y=v10 
Pelo Teorema da Bissetriz [nterna: 


z Jo 
Pelo Teorema de Pitágoras: x! + 16 = (z + 10)" > 


X 4 xN10 
> ; 
4 


42 


е0) —. 


5(x +4)? 


x +16= > Rx 1282 5x + 40x +80 > 3x'-40x «48-0 > 
40232 
x= 
6 


Se x = 12 temos z 2 3/10. que contraria a desigualdade triangular em ЛАВР, pois 


Ло « J2 «12. 


Logo: x = 4/3 > z= 


> х= 12 oux= 4/3. 


4 16 
> AB+AC=-+4=—. 
3 3 


Ло КИД 
= ч 
3 3 
Analisando as alternativas: 
(1) - Verdadeira: (2) - Verdadeira; (3) — Falsa: (4) — Falsa. 


5) Considere um triángulo ABC onde os lados sáo iguais a 14. 13 e 15. Determine o 
valor do rato da circunferência inscrita no triángulo ABC. 

a3 b)5 c)8 4)10 e)4 

Solucáo: 

О semi-perimetro de ABC é: p = (a + + с)/2 = (14 + 13 + 152 = 21. 

Assim, a área de ABC é: S= /p(p-aXp- bp 76) = У21.7.8.6 = 84. 

Deste modo: S2 pr > 34=2l.r > r=4. 


6) (FGV-2005) Na figura. ABC é um triângulo com AC = 20cm. AB = 15ст e BC = 
l4cm. Sendo AQ e BP bissetrizes interiores do triángulo ABC, o quociente QR/AR é 
igual a 


a) 0.3 
b) 0,35 
c) 0,4 
d) 0,45 
e) 0,5 


Solução: 


Pelo Teorema da Bissetriz Interna: 


BQ CO BO«CO — BC, - > DO ae BQ = 6 cm 
AB AC AB+AC АВ+АС 15. 35 
QR BQ 6 
Aplicando agora o Teorema da Bissetriz Interna em AABQ: — = — = — = 0,4. 
AR AB 15 


7) ( (ITA-2 2015) Num triángulo POR, considere os pontos M e N pertencentes aos lados 
PQ е PR, respectivamente, tais que o segmento MN seja tangente à circunteréncia 
inscrita ao triángulo POR. Sabendo-se que o perímetro do triángulo POR é 25 e que a 
medida de QR é 10, então o perimetro do triângulo PMN é igual a 

A() 5. B( ) 6. C( ) 8. р() 10. Е() 15. 


Solução: 


Como 2pryr = 25 então PQ + QR+PR=25 (1) 
Devido às tangências: PD=PB, QD=QA, 

RB=RA, MC=MD, NB=NC 

Desde que QR = 10, segue que QA + AR = 10 

Assim, a expressão (1) pode ser desenvolvida da 
forma: РО + QD+QA+RA+PB+RB=25 > 
(РО + РВ) + (ОЮ + ОА + КА + КВ) = 25 > 

(PM + MC) + (PN + МС)! + 

+ (QA + ОА + AR + AR) = 25 

2рьммч A 2.(QR) =25 5 2ррмх =25-20=5 


8) (IME-66) Determinar a bissetriz do ángulo maior de um triángulo cujo perímetro é 
38 m e cujos lados são proporcionais a 4, 6 e 9. 

Solução: 

Como os lados são proporcionais ad, 6e 9 > a=4x b=6x c-9x. 

Se o perimetro é 38: 

4х + 0х + 9х = 19х= 38 > x=2 > а=8 b= 

Desde que o maior lado é oposto ao maior ángulo. 
ângulo C. Pelo Teorema da Bissetriz: 

nb. m+n с Е ГА 18 54 36 

b a b+a bra I2 8 20 5 d 
Calculando o valor da bissetriz de C: 


B.=vab-mn= ®шэ- Es =5)- = 
k 3 


| Ra 


2 
devemos calcular a bissetriz do 


PS >` 
f 


b i 
«o 


E 
9) Considere um triángulo ABC onde os lados sáo iguais a: “BC = а = 14, АС = Б = 
13 с АВ = с = 15. Scja P o ponto onde a bissctriz interna do ângulo À encontra o 
lado BC e seja Q o ponto de contato da circunferência inscrita no triângulo ABC com 
o lado BC. Determine o valor de PQ. 
ajU/4 b)1/2 c)I d)32 e 


Solucáo: 
^ Pelo Teorema da Bissetriz: 
РС _ PB. РС+РВ _ BC TEILT 
AC “AB. ACPAB AC=+AB lá 28 
РВ = 15/2. 


О semi-perimetro de ABC é: 

р=(а+ 6 + с)/2 = (14 + 13 + I5y2 = 21. 
B Qn c Portanto: QB=p-b=2]-13=8. 

Assim: РО = РВ- ОВ = 8 – 15/2 = 12 


10) (Colegio Naval-85) Num triángulo ABC. a medida do lado AB é o dobro da 
medida do lado AC. Traça-se a mediana AM e a bissetriz AD (M e D pertencentes a 
RC) Sc a área do triângulo ABC с S. então a área do triángulo AMD é: 

а) 5/3 b)S/4 c)S/6 4) 35/8 c)S/12 


Solução: 
A Pelo Teorema da Bissetriz: 
PORA = pede 
CD AC 


BD=2(a-BD) => ВО = 2a. 
é a E Desta forma: 

MD = BD - MD = 2a/3 - a/2 = a/6. 
Сото ДАВС e AAMD possuem a mesma altura relativa ao vértice A: 
Siam _ MD а/б 


=—z=z— > $ = S/6 
S BC А AAMD э. 


11) (EEAR-2002) Em um triángulo ABC, as medidas dos lados AB, AC e BC sáo, 
respectivamente, 40 cm, 20 cm e 30 cm. A bissetriz interna desse triángulo, relativa ao 
vértice A, encontra o lado oposto no ponto P, e a bissetriz externa, relativa ao mesmo 


vértice, encontra o prolongamento do lado BC no ponto S. A medida do segmento 


PS, em cm, é igual a 
a)30 b)35 c)40 а) 45 
Solução: 


a RT ci: AO de EL UC ДӘ Leer aris | # Ega жу а ierasto "2 


cm— оба. l——dg. ae 


, 


— 


A Inicialmente observe que АС? + BC = 400 + 

900 = 1300 < AB” = 1600, ou seja, ABC é um 
triângulo obtusângulo com ângulo C maior que 
90º. 
Pelo Teorema da Bissetriz Interna: 

«Lt PB PC PB+PC BC 

B P C ` =—=-———————— 
АВ АС AB+AC AB+AC 

PB P 30 

UN дас PB = 20cm e РС = 10 ст 

40 20 60 

Pelo Teorema da Bissetriz Externa: 

BS CS. BS-CS5 . BC BS CS 30 


= = = > — =— =— > CS=30 > 
AB AC AB-AC AB-AC 40 230 20 
PS = РС + С5 = 10 + 30 = 40 cm. 


12) (IME-2002) Сопѕійеге um quadrado XYZW de lado a. Dividindo-se cada àngulo 
desse quadrado em quatro partes iguais, obtém-se o octógono regular representado na 
figura abaixo. 


Solução: 
X Y Seja O o centro do quadrado. Note que o octógono central é 
A formado por 8 triângulos isósceles iguais, todos congruentes 
a, por exemplo, AOED. Assim, vamos calcular a área de 


AOED e multiplicar por 8. 
A Uma saida interessante para esta questão é observar que D é 
o incetro de AYZW., pois é а interseção das bissctrizes de 
AN AZYW e AYWZ. Mais interessante ainda é perceber que OD 
[s , éo raio da circunferência inscrita em AYZW, uma vez que 
OD é perpendicular a YW. Como AYZW é retángulo: 
gbe XE QUA -— SESS) 


Como AOED é isósceles então OE = OD. Portanto. a área do octógono é igual a: 


( D. + E 2- 2 À 2 ` 21 3 5 Vx 
S285, = 8| QUE senas" )=4 же AN CN JO 
i x 2 2 2 
r 


13) (ITA-2012) Um triángulo 4BC tem lados com medidas a = cm, р= 1 стес = 


| 
5 em. Uma circunferência é tangente ao lado a e também aos prolongamentos dos 


outros dois lados do triângulo. ou seja, a circunferência é ex-inscrita ao triângulo. 
Então, o raio da circunferência, em cm, é igual a 


з +1 3 3+1 3 341 
A) . B) 35 C) Уз . D) 45 E) Уз 
: 4 3 2 4 
Solução: 
7 
Note que b^ = а? + с? > о triángulo é retángulo > 5 = = = A em” 
^ / е fa i Ж ^ у fa e 
S=(p-ar, -— ais. Уз +з X3 r, = r, === 
8 | 4 2 4 


14) (ITA-201 1) Um triángulo ABC está inscrito numa circunferéncia de raio 5cm. 
Sabe-se ainda que AB é o diámetro BC mede 6 cm e a bissetriz do ángulo 
abc intercepta a circunferência no ponto D. Se a é a soma das áreas dos triângulos 
ABC e ABD e D é a área comum aos dois, o valor de a — 2p, em cm”, é igual a 

a) 14 b) 15 c) 16 d)!7 e)18 

Solução: 


Pelo teorema de Pitágoras segue que AC = 8 
Pelo teorema da bissetriz interna: 

x y x+y_ 8 | T 
6 10 16 16 2 

8 ] No ABCP: 


w'26 455 > w=345 > d 
> 


Por potência de ponto: 
= 
xy=w.z > 35z345z > z=vV5 
Observe que a - 2f é igual Sager + Sarna, logo: 


xw.senO 2.у.ѕепӨ 3545 D 455 2 
Е 2 2 ug 2.5 


a-2p- 


Br cR diss MAC e eal B. Bissatrtre ситі ^. | 
13) (OBM-2005) O ponto D pertence ao lado BC do tr iángulo ABC. Sabendo que AB 
= AD = 2, BD = 1 e os ângulos BAD e CAD são congruentes, então a medida do 


segmento CD é: 


3 4 5 6 7 
a)— b)—- с)— d)- e)- 

2 3 4 5 6 
Solução: 

^ ; À А I X 
Pelo Teorema da Bissetriz Interna: == EY 3x. 
3 E Pela expressáo do comprimento da bissetriz interna: 
i AD'-AB.AC- BD.CD > 4=2y-x > 
. 4-24x-x > 3x-4 > x=-. 

B | D x ( 3 


16) (IME-85) Em um triángulo ABC, retángulo em A, é dada a razáo k entre o produto 
das bissetrizes internas dos ángulos B e C e o quadrado da hipotenusa. Calcule B, em 
fungáo de k. Determine entre que valores pode variar a razáo k para que o problema 
tenha solução. 

Solução: 

Inicialmente notemos que, pelo Teorema de Pitágoras, temos а? = b? + c^. Assim: 


ВВ, _ Маска +c) -b° | Vab[(a +b)? - c?] Ка + b)* -c? la 


a^ a 2 (а + c)(a +b) 


_ acta? +c? + 2ac - b'Jab(a? + b? + 2ab - c? m 
a*(a +с)(а + b) 


T Ja! beoe? + 2aby)(2b! + 2ab) ч 2Ьс/(а + cY(a + b) _ 2bc 
a^(a 4 cY(a +b) а(а+с)(а +b) a (a +Ь)(а +c) 


Como ABC é retângulo em A então b = a.sen B ec = a.cos B: 
2a? sen Bcos B 2sen Bcos B 


k = — = 


aya? (1+sen В)(1 + соѕ В) JU sen В)(1 + cos В) 


Vamos utilizar agora as seguintes relações trigonométricas (ángulo B agudo): 
i) sen B = 2.sen B/2.cos B/2; ii) cos В = | - 2.sen” B/2; 
iii) МІ + sen B =senB/2+c0sB/?2. 
k= 2.sen B/ 2.cos В; 2.(cos B/ 2 - scen B/ 2)(cos B/ 2 + sen B/ 2). 
(sen B/24 cos B/ 2/2. sen B/2 


- У sen B;2.(cos B/2—sen B/2) > 


3 f s = NS 9 
k=2(senB/2.cosB/2-sen” в/2)= EA). J2 


— (senB+cosB-|) > 
ә 2 


"P ^ ^ ^ БЕТЕ ———— MÀ MÀ A m MÀ o 


« {i 


= - so —— pA an 


Ya Y УЗ л " 5 
k+—=—senB+—cosB=semB+=) > CHEN AR > 
2 2 2 4 4 \ 2 

BE 

B=arcsen! "ME 
| > 4 
X - 


Como k с uma razão de segmentos então certamente К > 0. Como В é um ángulo 


L^ ox л /2\ 3a 
шге е -—<— > = <ағсѕеп| К+ |< > 
E 4 2 4 9 j^ 4 
ДИ Р У? 
=—<k+=<Il > O«k«l-—. 
2 2 2 


17) ABC é um triángulo qualquer; AM. BN e CP sáo bissetrizes internas. Provar que a 


n 
razáo entre as áreas dos triángulos MNP e ABC é igual AC. РШЕ 
(a * b)(a - c(b-4c) 
Solucáo: 
x Pelo Teorema da Bissetriz Interna: 
BM CM. a 
P с b b+c 
" BM = a.c = а.Б 
+c b+c 
„7 BP AP с 
и)——=—= 
а b a+b 
a.c b.c 
BP = e AP= 
e M s a+b a+b 
AN CN b 
Ш) — = — = — 
c a a+c 
ANS b См a.b 
a+c a+c 
Assim: Say LAPAN _ b NE Sema _ CN CM 8. D. 
S c b а+Ьа+с’ S b a a+cb+c 
Sour  BMBP c a 
S а с b+ca+b 
Эше „1 (Ss „Son = bc аы  , as | E 
S S S S (a+bya+o) (a+cKíb+c) (b+cXa+b) 


Sup _ (a+ Ба + с) + c) - be(b+c)-ab(a + b) - ac(a +c) 
S (a + bla - cYb- c) 


Sunp E 2abc 


S (a + bla +cXb+c) 


18) Prove que o raio do círculo que passa pelos centros do circulo inscrito e dois dos 
circulos ex-inscritos é o dobro do raio do circulo circunscrito ao triángulo. 
Solucáo: 
Sejam |. 1, e lp. respectivamente, incentro, ех- 
incentro relativo a A e ex-incentro relativo a B de 
AABC. Vamos provar que o circunraio de All,l, é 
2R. onde R é circunraio de AABC. 
Por | trace uma paralela a BC e por 1, trace uma 
perpendicular a BC, de modo que estas duas retas 
interceptam-se em P. Seja X, a intercessáo de Pl, 
com BC. Assim, X, é o ponto de tangéncia da 
circunferência ex-inscrita relativa a B. Portanto: 
lu Xi =p € Вх, = р 

Seja X, o ponto de tangéncia da circunferencia 
inscrita a AABC com o lado BC. Desta forma temos 
que: ІХ, =r e BX,2p-b 
Como IP || ВС então ЛЫР = ZI,BC = B/2. 

IP _ BX, ,-BX, _p-(p-b)_ b 


P 


Como Al, JP é retângulo: cos B/ 22 —— = —— = ————cz- 
П, П, П, II, 
Como ZLAC = A/2 e ZACI,=90º+C/2 então ZAl,l, = B/2. 
Aplicando a Lei dos Senos em Ally: Me e Re M „д => 
sen(ZAl,l,) sen B/2 
2.c 2 : 2 
ши ООН M =2R" — Mal ini = В =R' => R'=2R 
2.sen B/ 2.cosB/2 sen B sen B 


19) (Olimpíada de Maio-99) Seja ABC um triángulo equilátero. M é o ponto médio do 
segmento AB e N é o ponto médio do segmento BC. Seja P o ponto exterior a ABC tal 
que o triángulo ACP é isósceles e retângulo em P. PM e AN cortam-se em /. Prove 
que C7 é a bissetriz do ángulo MCA. 

Solução: 


Como AABC é equilátero e N é médio de BC então AN é 
mediana, altura e bissetriz de A. Analogamente, CM é 
mediana c altura de C, ou seja, CM L AB. Como ZCMA ~ 
ZAPC = 180^ =>  APCM é um quadrilátero inscritivel. 
Desde que AP = PC, então ZAMP e ZPMC são ángulos 
inscritos no circuncirculo de APCM que compreendem cordas 
dc mesmo comprimento, ou seja, LAMP = ZPMC > МР ё 
bissetriz de ZAMC. 

Portanto, temos em AAMC que AN é bissctriz de ZMAC c 
MP с bissctriz de ZAMC. ou seja, I é i incentro de AAMC. 
implicando que Cl é a bissetriz de ZMCA. 


20) (Seletiva Brasileira-Cone Sul-96) Um ponto X é escolhido sobre o lado AC do 
triângulo ABC. Prove que se as circunferências inscritas nos triângulos ABX e BCX 
são tangentes, então X pertence à circunferência inscrita no triângulo ABC. 
Solução: 
2 Considere os pontos de tangéncia das circunferências 
inscritas com os lados de acordo com a figura ao lado. 
Em AABX temos: 


4 АМ = АМ = (с+ АХ – ВХ)/2 ВМ = ВК = 
" - (c+ ВХ - AX)? 
XR = XN = (АХ + BX - cy2 
A N XP C Em ABCX temos: BR = ВО = (a+ BX – CX)2 


CP = СО = (a+ CX-BXy2 
ХК = ХР = (ВХ + CX - ay2 
Logo: (АХ + ВХ - с)/2 = (ВХ + СХ – а/2 > CX-AX=a-c 
Como СХ+ АХ = 6 > CX=(a+b-c/2=p-=c АХ = (ь+с-а)/2 = р-а > 
X € o ponto dc contato do incírculo de AABC com o lado AC. 


21) (Seletiva Brasileira-Cone Sul-2000) Sejam L e M. respectivamente, as intersecóes 
das bissetrizes interna e externa do ángulo C do triángulo ABC e a reta AB. Se CL = 
CM. prove que AC? + BC! = 46°, onde R é о raio da circunferência circunscrita ao 
triângulo ABC. 


Solução: 
Desde que CL = СМ есі 1 СМ > АСЕМ é 
retângulo isósccles > ZCLB = 45° > 
В = 133% С/2 eA = 43% 02 > 
А = 90° – В. 
A t E m Pela Lei dos Senos em AABC: 


C BC =2R > AC = 28 =2R > senBz me > cos BE 
senB  senA senB соѕ В 2R 


? э n 2 
Uma vez que sen” В + cos” B = | então segue diretamente que AC! + ВС? = AR", 


© 
H 


22) (Olimpiada da Estônia-2001) Em um triângulo ABC, as medidas dos seus lados 
são inteiros consecutivos e a mediana relativa ao lado BC é perpendicular à bissetriz 
interna do ângulo ZABC. Determine as medidas dos lados do triângulo ABC. 
Solução: 

А Digamos que x. x + | e x + 2 sáo os lados do 
triángulo. 
Como BP é bissetriz do ángulo B, entáo ZABP = 
ZPBM > AABP-AMBP > X=Y > 
AABM é isósceles > АВ = ВМ > c=a/2 
Vamos analisar todas as possibilidades: 
)х=(х+ 1/2 2 2x=x+1l > x=] > 
os lados são 1.2e3 que é impossivel, pois 2 + 1 = 3 
11)x=(x+2)/2 > 2x=x+2 > x=2 > 0slados sáo 2,3 e 4 
H)x-1-2(xt2y2 > 2x+2=x+2 > x=0 que é impossível 
Portanto: AB=2 AC=3 BC=4 


С 


23) (Olimpiada Чо Pará-2011) Em um triángulo АВС, com BC = а, AC = be AB = с, 
a mediana BK (K e AC) é dividida em três partes iguais pela circunferência inscrita 
“o triângulo, como indica a figura abaixo, onde BM = MN = NK. Determine os 


tenores números inteiros positivos x, y е 2 tais que S bs a 
x у z 
Solução: 
€ Sejam BK = 3m a mediana relativa ao 
T À h vértice В, M e N os pontos de interseção da 
i 1 N s mediana BK com o circulo inscrito 

M Devido à simetria com que BK é traçada 

Р + 4 relativamente a [, entào pode-se afirmar que 


ABCK é isósceles: ВС = СК > b=2a 
Por outro lado, sabe-se que: BT = p - b = (a — b + с)/2 = (c — а)/2 
O comprimento da mediana BK pode ser calculado pela expressão: 
2a? +2c° =b" + 4ВК? => 36m = 202 2а? > 18m'-c-& 
Aplicando potência de ponto em relação a B: 
m e (c-a)? с? -а? 2 2 2 2 
ВТ = BM.BN = 2m = EE II m > 9a'—-18act9c'24c —4a > 


13a —18ac + 5c - 0 > (13а- 5с(а+с) = 0 > 13а= 5с > 


24) (Olimpíada do Pará-2008) Um triângulo ABC possui sua base no segmento PN e o 
vértice À na reta PM. Círculos co centros em O е Q, possuindo raios rı e fa, 


respectivamente, sáo tangentes a PM, PN e externamente ao triángulo ABC. 
„М 


а) Prove que a reta KL divide o triángulo ABC em duas figuras de mesmo perimetro. 
b) Seja T o ponto de contato de BC com o circulo inscrito no triángulo ABC. Prove 
que TC.r, + TB.r é igual a área de ABC. 
Solução: 
a) Devido às tanpencias: BK = BF, CL = СС. AK = AD. АС = AE. PE = PG. PD = РЕ 
Assim: FG = PG - PF = PE - PD = DE, ou seja: 
KB*BC«CL + КІ. = = КА + AL + КЇ, > ратк = 2Paxa 
b) Das propriedades de círculo inscrito temos que: ТВ = p- b. ТС =р-се 5 = pr. 
sendo a = BC, b= АС ес = АВ. 
Como ZKOB = ZIRT. então AOKG ~ ABTI: BK Eis > n= ТЕВЕ . 

KO TB r 


q a TR.TC(BK + LC 
, ou seja, T C.r, + Br quU UM 


TC 
Analogamente: r, = 


| 
Do item (а): KB+BC+LC=p > BK+LC=p-a > 
TC + ТВ. = (PL bp - р-а) _ ptp-aXp- bXp - c) 
S/p S 


b] 


Portanto: TC.r, + TB. ES =S 


25) (Olimpíada da Inglaterra-89) Um ponto A, é escolhido sobre o lado BC de um 
triángulo ABC de modo que os raios das circunferências inscritas em ЛАВА, e 
SACA, são iguais. Se ВС = a, СА = b, AB = c e 2p = а + b + c, prove que 


AA, = /р(р-а). 


Solução: 


Sejam O, e O, os incentros de ЛАВА, e 
AACA, e p, e p» os semiperimetros dos 
mesmos triângulos. Considere que Р. QeX 
são as projeções de Oi, О, e I (incentro de 
AABC) sobre BC. Nós temos quc: 
Sane Z Sani + Saena > 
Papi Tips tap + p = г(р+ АА) > 
r(p* ААЛ) = р.г 

€ Como O, está sobre а bissetriz de B е O» 
está sobre a bissetriz de C então B. O, el 

são colincares e С, O, e 1 também estão alinhados. 

Portanto temos que MOO: ~ AIBC, ou scja: 


xti ж gi ТОА A Le „ыгы жп 
IN-O,P IX т, r r-r r 
DON e Es AAT O D 
a r a p+AA, 
АА, -p p 2 2 
+ ————=|-——— > pP-AA =ap > AA =yJp(p-a). 
a р+ АА, 


26) (Olimpiada Iberoamcricana-2002) Num triángulo cscaleno ABC traça-se а 
bissetriz interna BD. com D sobre AC. Sejam E c F. respectivamente, os pés das 
perpendiculares tracadas desde A e C até à reta BD. e seja M o ponto sobre o lado BC 
tal que DM é perpendicular a BC. Demonstre que ZEMD = ZDMF. 


Solução: 
Sejam 0 = ZEMD e a = ZDMF. 


Como ZCMD + ZDFC = 180? entào o 
quadrilátero CMDF é inscritivel. Uma vez que 
a e ZDCF compreendem a mesma corda DF 
no circuncírculo de CMDF então 
ZDCP-u => XZBCF-a+C. 
T Y , Como ABCF é retángulo então 

| ZCBF = 90°- ZBCF = 
B2=90"-(4+C) > u=90º-(C+B/2) 
Trace agora uma perpendicular a AB passando por E. sendo X a interseção desta 
perpendicular com AB. Como BD é uma bissetriz então DX = DM е ВХ = BM > 
ABXD = ABMD > ЕХО = ZEMD = 0. 
Desde que ZAXD + ZAED = 180º então o quadrilátero AXED é inscritivel > 
ZEAD = ZEXD = Ө. 
Repare também que ZBAE + ZEAD=A > ZBAE=A-9 > 


p— — 2M M M —À olco 
e PCM M T 7 чу 


A-0-90-B/2 > 0-A-*B2-90. 
Como A =180-(B+C) > 0=I80º-B-C+B2-90º > 
8 =90°- (C +B/2)=a 


27) (Olimpiada da Polónia-2006) Seja ABCD um quadrilátero côncavo, sendo o 
ângulo interno ZDAC maior que 180° с AB.CD =AD.BC. Seja P o simétrico de A em 
relação a BD. Prove que ZPCB = ZACD. 


Solução: 
o sá AB.CD=AD.BC > 
“a BA BC 
' Wc. DA DC 


Sc P ¿o ponto simétrico de 
y A em relação a BD, os 
4C н, <p triángulos BPD e BAD são 
congruentes. logo: 
BP. BA BC 
i DP DA DC 
Assim, os pontos P. A е С 
pertencem ao mesmo circulo 
de Apolônio |" de BD. Seja T a interseção de | com BD. Assim. CT e bissetriz de 
ZBCD: ZBCT = ZTCD = a. 
Como P é o ponto simétrico de A em relação a BD segue que AT = PT. Assim. pode- 
se concluir que ZPCT = ZTCA. 
Assim: ZPCB = ZBCT - ZPCT = ZTCD- ZTCA = ZACD 


28) (Lista de Treinamento Cone Sul-2016) Seja ABC um triángulo retángulo em A e 
seja | seu incentro. A reta BI intersecta AC em D, e a reta СІ intersecta AB em E. 
Sejam P e Q os pés das perpendiculares de D e E até BC. respectivamente. Prove que 
IP = 10. 


Solução: 
A Seja F o pé da perpendicular de | ate 
ВС. e considere a = ВС; b = CA: с = 
a AB: 2p = a т b + c Como 1 é o 
j incentro e IF + BC, então F é o ponto 
de tangéncia do incireulo do triangulo 
ABC com o lado BC. 
€ Assim: BF=p-beCF=p=c. 
в о F P 


Desde que ZACE = ZECQ, ZEAC = 
ZEQC e EC comum. conclui-se que os triángulos EAC e СОС são congruentes. 
Deste modo: QU=AC=b > QF=QC-EC=b-(p-c)=p-a 


Analogamente. ADAB = ADPB: ВР = АВ = с > FP=BP- BF = c Ap -—b) -p-a 
Como QE = PF. ZQFI ZPFI = 90º e IF comum, tem-se que AQFI = APFI: IP = IQ 


29) Problema do Triángulo Russo 
O triângulo ABC é isósceles com CA = CB e 


С = 20", Sejam os pontos D sobre AC c E 


sobre BC de modo que ZABD = 60" e ZBAE = 50". Determine o valor de ZEDB. 


Solução: 


n 


Como AABC é isósceles entào 

ZBAC = ZABC = 80º. 

Assim, tem-se que: 

ZDBE = 20", ZEAD = 30º. ZADB = 40 
Como ZAEB = 30" então AAEB é 
isósceles, ou seja, EB = AB. 

Prolongue BA até um ponto G tal que 
AG = AC. Trace DF || AB. 

Como ZCAB = 80º então ZCGA = 
ZGCA = 40º. Os triângulos ABCG c 


AD BG 
AABD possuem os mesmos ângulos, fazendo com que sejam semelhantes: AB = BC 
como AD = FB, AB=EBeBC=AC=AG: 
FB BG - FB-EB BG-AG FE AB 
EB AG EB AG EB AG 
Cómo AABC —ADEC: ra AB. 
DC AC 
Como AG = AC segue que EE PM = Dr 
EB AG AC DC 
; FE DF 
Como ZDCB = ZDBC = 20º tem-se que DC = DB. Assim: — = — 
EB DB 
FE DF à Ea m А 
Сото ES DE pelo teorema da bissetriz interna tem-se que DE é bissetriz de 


ZBDF = 60*. Portanto. ZEDB = 30? 


Es ! 


assum um 


etrcicios „ш. 


de ^y'estibutat 


|) (Udesc-2009) No  paralelogramo 
ABCD. conforme mostra a Пеша, o 
segmento CF é a bissetriz do ángulo 
DCB. 


|] С 
Sabendo que AE = 2 с AD = 5, então о 
valor do perímetro do paralelogramo 
ABCD é: 
a)26 b)l6 c)20 d)22 e)24 
2) (FEI-79) No triângulo retângulo ABC, 
as medidas dos catetos são AB = 12 e AC 
= 5, 
a) Ache a medida da mediana AM. 
b) Ache as medidas dos segmentos BD e 
CD, onde AD é a bissetriz relativa à 
hipotenusa. 


3) (UFMG-2004) Considere o angulo 
ABC, cujos lados AB e AC medem | e 
cujo ángulo ВАС mede 36º. Seja D a 
interseção da bissetriz do ângulo ACB 
com o lado AB. 

a) Demonstre que os triângulos BCD e 
CDA são isósceles. 

b) Calcule a medida do lado BC de 
AABC. 

c) Calcule sen 18". 


4) (Unicamp-2007) Em um triángulo 
com vértices A, B e C. inscrevemos um 
circulo de raio r. Sabe-se que o ángulo A 


M——— — n .. cres жулуу" z 


tem 90° e que o circulo inscrito tangencia 
o lado BC no ponto P. dividindo esse 
lado em dois trechos com comprimentos 
РВ = 10e PC = 

a) Determine r. 

b) Determine AB e AC. 

c) Determine a área da região que e. ao 
mesmo tempo, interna ao triangulo e 
externa ao circulo. 


5) (Udesc-2015) Observe a Figura I: 


A 
Rd 
VA 
Je ; 
"á 
/ t 
E 
/ 
РД / 
D 2 
2 --- Ф | 
—-— i 
"À 137" / 
q? / 


B 10 C 
Sabendo que os segmentos BC e DE sio 
paralelos, que o ponto | é o incentro do 
triángulo ABC e que o ângulo BIC é 
igual a 105º, então o segmento AC mede: 


— 9 
A) 542 шл C) 20/2 
20/2 
pigs ases 
3 


6) (UFPE-99) Seja BD a bissetriz do 


ângulo intemo B do triángulo ABC. 
Sabendo que BC = 6 e os ángulos ACB e 
ABD medem 30°. assinale 
УЗ(АВ/3+1). 


7) (FGV-2008) Na figura. ACB é reto. 
ABD = DBC =a. Ар = х. DC-1c BC 


= у. 


A 
к; 
Ж 

x 
«D 
Pe. uer t 1 

TC 
B- G C 


3 
Com as informacóes dadas, determine o 
valor de x. 


8) (Fuvest-2004) UM triángulo ABC tem 
lados de comprimentos АВ = 5. ВС = 4 е 
AC = 2. Sejam M e N os pontos de AB 
ais que CM é a bissetriz relativa ao 
пешо ACB с CN é a altura relativa ao 
lado AB. Determine o comprimento de 
MN. 


9) (UESPI-2010) O triángulo ilustrado a 
seguir tem lados medindo 4, 5 e 6. Qual a 
medida da bissetriz do ángulo oposto ao 
lado que mede 4? 


4 
a 15/14/11 b)3414/2 c)5414/4 
d) 74143 e) 14414/9 


— A enge c A e аа 7 


П. ЕРІП 9 BE. 14 


tese sl. co 


10) (Unb-79) Na ilustração abaixo. o 
triangulo MPQ é formado por tres 
tangentes a um circulo: duas das 
tangentes têm posição fixa e PQ toca o 
circulo num ponto variável V. Se MN = 
12,25. o perimetro de MPQ mede: 


M 


b) 24.5 cm 
d) 30.65 cm 


a) 18.4 cm 
c) 23 em 
e) 36,75 cm 


11) (FMTM-2012) Na figura. AEFG é 
um quadrado, e BD divide o ângulo 


ABC ao mcio. 
A^ 


or e 
C, 3 NES 


Sendo CD = 2/3 cm, o lado do 
quadrado AEFG, em centímetros, mede 


2-3 b 3-1 е) Rum 


a) 
di 4643-1) » шы 


3 


12) (FEI-77) Um triángulo de vértices A, 
B c C. retángulo cm A. tem para medida 
dos lados: АВ = 24, BC = 25 с AC = 7. 
Determinar a medida do segmento CM. 
sendo CM a bissetriz interna do ángulo 


C. 


- 


13) (Fuvest-2010) A figura representa 
um quadrado ABCD de lado 1. O ponto 


F está em BC, BF mede PE o ponto E 


està em CD e AF é bissetriz do ángulo 
DAE. Nessas condições, o segmento DE 
mede 


A B 
N SNE, 
\ EM 
N has 
N ~F 
N 
D eb - C 
NERE 745 945 
a) b рее 
40 40 40 
11 345 
d) J5 S 1345 
40 40 


14) (Fuvest-97) ABC é um triângulo 
retângulo em A e CX é bissetriz do 
angulo BCA. onde X é ponto do lado 
AB. A medida de CX é 4 cm e a de BC, 
24 cm. Calcule AC. 


13) (UFF-2007) A figura a seguir é uma 
variante de uma tabuleta matemática em 


exposição na prefeitura de Saitama 
(Japão). 
9 
CA 
Ме ^ EN 
É h 
/ i» 
JE EN 
^ z 2 MU 
E E iim 
| с. ~r 
ч ^ 
Е “q En 
^ [ B 


Sabe-se que: 


- o triángulo ABC da figura é retângulo 
em А; 

- |] e J são pontos médios. 
respectivamente. dos lados AB e AC: 

- AB = 8 em; АС = бст: 

- o quadrilátero ПКЕ. é retângulo: 

- os circulos de raios Г r» e r; são 
tangentes aos lados dos respectivos 
triángulos que os circunscrevem. 
Determine: 

a) te( CJK ); 

b) as medidas dos raios rj. гэ € Fs. 


16) (Ciaba-2015) Considere um triangulo 
retângulo de catetos 9em e lem. A 
bissetriz interna relativa à hipotenusa 
desse triângulo mede: 

442 


3642 " 2542 


a) c) 
7_ 7 15 
9 E ds) 
d) nº c) TE 
5 5 


17) (UFC-2003) Sejam а. p e U os 
ángulos internos de um triángulo. Se as 
medidas desses ângulos são diretamente 
proporcionais a 1.2 e 3. respectivamente. 
e a bissetriz do ângulo [) mede duas 
unidades de comprimento — (u.c.). 
determine a medida do perímetro «deste 
triangulo. 


18) (EsPCEx-95) Num triángulo ABC. 
retángulo em À tem-se B= 60" As 
bissetrizes destes ângulos se encontram 
num ponto D. Se o segmento de reta BD 
mede | em. então a hipotenusa mede: 


é j^ 
1 + y 
a) ——— um 
y ) 


= 
b) 1 7 V3 em. 


d)l- 242 em. 


c) 2 ^ 43 em. 


e) 24 343 em. 


19) (Colégio Naval-81) O segmentos da 
bissetriz do ángulo reto de um triángulo 
vale 442 cm. Um dos catetos vale 5 cm. 
A hipotenusa vale, em em: 


ay S17 b) 417 c) 5/17 
ERES EN 


20) (Colcgio Naval-83) Um triangulo 
ABC circunscreve um circulo de raio R. 
O segmento de tangente ao circulo tirado 
do vértice A mede 4 cm. Se o lado oposto 
a esse vértice mede 5 cm. a área do 
triángulo ABC e: 

à) 20R em? b) TOR em e) 5R em? 

d)9R em? e) 4R em! 


21) (Colégio Naval-87) Em um triângulo 
os lados de medidas m e n são opostos, 
respectivamente, aos angulos de 60% e 
30". O segmento da bissetriz do maior 
ángulo interno do triángulo é dado por: 


men m+n 
а) m h) En 
n m 


с) "E 
Ym+n 


c) Um 

n 
22) (Colégio Naval-89) Os lados de um 
triángulo medem AB = 40. AC = 50 е 
BC = 60, Sendo D а intersecção da 
bissetriz interna do angulo B com o lado 
AC. a агса do triángulo ABD с: 


= 375 
aj 22847 by 24 c) 15047 


m 


I 
d) n, 
Van 


d) 12547 e) 7547 


23) (Colegio Naval-90) Num triángulo 
retângulo ABC de catetos AB = 8c AC = 


ПЕЕ i A En TI НЧ x ‚ 


“6. a mediana AM intercepta a bissetriz 


BD no ponto E. A área do triángulo BME 
é expressa pclo nümero rcal x, tal que: 
а)3,5<х<4,0 Ь) 4,0 <х<4,5 
с) 4,5 <х5< 5.0 1) 5.0 <х< 5,5 
e)$.0 «x 46,5 


24) (Colégio Naval-91) Num triángulo 
ABC as medidas dos lados AB, AC e 
BC. são respectivamente iguais a 4, 6 c 
8. Da exuemidade D da bissetriz AD 
traca-se o sez mento DE. E pertence ao 
lado AB. de tal forma que o triángulo 
BDE é semelhante ao triángulo ABD. A 
medida do segmento BE € igual a: 
а}+2,56 “by 1.64.6) 132. d) 28. е)! 


25) (Colégio Naval-98) Um triángulo 
isósceles tem os lados congruentes 
medindo 3 e base medindo 8. A distância 
entre seu incentro e o seu baricentro ё, 
aproximadamente, igual a: 


а) 0.1 b)0.3 c)0.5 d)0.7 e)0.9 


26) (Colégio Naval-98) 
E 


=] 
Na figura acima, DE è paralelo a BC e 
AM € bissctriz interna do triângulo ABC. 
Entào x * y é igual a: 
a) 15 b) 20 c) 25 d) 30 e) 35 


27) (Colégio Naval-2009) Scja ABC um 
triángulo retángulo com catetos AC = 12 
e AB = 5. A bissetriz interna traçada de C 
intersecta o lado AB em M. Sendo Í o 


mM t 


incentro de ABC, razáo entre as áreas de 
BMI e ABC é. 

a) 1/50 b) 13/60 
d) 13/150 e) 2/25 


c) 1/30 


28) (ITA-80) Consideremos um triángulo 
retângulo que simultaneamente está 
circunscrito à circunferência C, e inscrito 
à circunferência C;. Sabendo-se que a 
soma dos comprimentos dos catetos do 
triángulo é K cm, qual será a soma dos 
comprimentos dustas duas 
circunferencias? 

a)(2nky3 ст b) (4nk)3 ст с) 4zkK cm 
d) 21k cm e) Tk cm 


29) (ITA-92) Num triángulo ABC. 
retângulo em À. temos B= 60". As 
bissetrizes destes ângulos se encontram 
num ponto D. Se o segmento de reta BD 
mede | cm, então a hipotenusa mede: 


1+ у/3 

а) 8 b) | + УЗ em 
с)2+ 43 em d)1+242cm 
e) n.d.a. 


30) (ITA-2000) Considere um triángulo 
isosceles ABC, retângulo em A. Seja Da 
intersecção da bisseuiz do ângulo À com 


o lado BC e E um ponto da reta suporte 
do cateto AC de tal modo que os 
segmentos de reta BE e AD sejam 
paralelos. AD 
М2 ст. então a área do círculo inserito 
no triángulo EBC e: 

a) 14-243 Jem! b) 213-242 уст: 
€) 3004-23)" d) ax - Niem’ 

e) 14-242 уси? 


Sabendo que mede 


31) (IME-68) Dado um triângulo 
isósceles, cujos lados são números 


inteiros de metros, sabe-se que os raio 
dos circulos ex-inseritos tèm um produto 
16 vezes maior o raio do circulo inscrito. 
Determinar os lados do triángulo. 


32) (IME-70) Calcule a relação entre o 
raio do círculo ex-inscrito e um triangulo 
eqüilátero e o lado deste poligono. 


33) (IME-81) Dado o triângulo escaleno 
ABC, sejam respectivamente D. E.F os 
pontos de contato do círculo inserito. ao 
triángulo ABC, com os lados BC. AC e 
AB. Mostre que os triângulos ABC e 
DEF não são semelhantes. e estabeleça a 
relação EF/BC em função de sen B.2 с 
sen C/2. 


34) (IME-2010) Seja ABC um triângulo 
de lados AB. BC e AC iguais a 20. 28 с 
18, respectivamente. Considere o circulo 
de centro O inscrito nesse triângulo. A 
distância AO vale: 

24104 


Y 104 J104 
a) b) 
6 3 Е 3 
d) Y104 е) 3/104 


35) (IME-2013) Em um triángulo ABC. 
o ponto D é o pé da bissetrtz relativa «o 
angulo A. Sabe-se que АС = А) ег = 
AB/AC e que С = u. Portanto o valor de 
sen ué 

ajGr- y4 Mriyi err 393 
d)(3r>=1ydr e)ygr t 4 


c) 


xercicios - “> 
е 


` 


NC SC | 


36) Na figura a seguir ABCD é um 
retângulo e PG é a bissetriz interna do 
ángulo ZDPC. Sabe-se que AD = DQ e 
que as medidas estáo indicadas em 
centimetros. Qual o do 
retângulo ABCD? 


perimetro 


37) As diagonais do quadrado ABCD se 
interceptam em E. a bissetriz ZCAD 
corta DE em G e DC em F Se a medida 
de GE < 24. quanto mede FC? 

^ R 


38) Dado um triângulo retângulo ABC 
com ВАС = 90°, seja | o incentro, e 
sejam D e E as interseções de BI e CI 
com AC e AB, respectivamente. Prove 
ВІ? +10: AB 

que = — Mo 

CIE АС" 

39) Num AARC. sendo Te l os centros 
do circulo inscrito e do circulo ex- 
inscrito no ângulo A, demonstrar que AI 
x AV =ABxAC. 


М? РИ БЕРИИШИ O ИТНЕ _ 
40) Em um triángulo ABC, de perímetro 
30, o lado BC mede 10 e a distáncia entre 
os pés das bissctrizes que partem de A é 
igual a 24. Calcule os lados AB e AC do 
triângulo. 


41) Se os lados de um triângulo medem: 
a=12,b=10ec=8,a bissetriz externa 
relativa ao lado c tem comprimento igual 


a: 
a) 15/2. b) 20/2 c) 2542 d) 3042 


42) Calcule a área de um triángulo 
sabendo que os raios dos círculos ex- 
inscritos mcdem 3. 4 c 6. 


43) Um triángulo ABC de lados AB 7 6. 
AC = 4 e BC = 3 está inscrito num 
circulo. A  bissctriz AD encontra о 
circulo circunscrito em E. Determine o 
valor de DE. 


44) Seja ABC um triángulo em que onde 
os lados são iguais a: BC = с = 4, АС = 
b=6 e AB=c= J22. Trace a mediana 
AM e a bissetriz interna CX. Seja P o 
ponto onde a bissetriz CX encontra AM. 


Determine o comprimento de PM. 
a)l 615/4 c)5/4 d) 3 


45) Seja ABC um triângulo retângulo 
isósceles onde AB = AC = a. Considere 
que G é o baricentro e T é o incentro do 
triângulo ABC. Determine, em função de 
a. o valor GI. 


e)2 


46) Considere um triángulo cujos lados 
sào a, he c. Seja A o ángulo oposto ao 
lado « e scja r o raio da circunferéncia 


inserita no triangulo. Desta forma. pode- 


= A... 
se afirmar que ES é Igual a: 
2p 2r a+c-b 
pas ys a 
a+b+c a+b-c r 
2r a+b+c 
d — е) —— 
b+c-a r 


47) O raio do circulo inscrito em um 
triângulo ABC é igual a 4 e um dos seus 
lados é dividido em dois segmentos de 
medidas 6 e 8 pelo ponto de tangência 
com o circulo inscrito. Determine as 
medidas dos outros dois lados. 


48) Um triângulo retângulo está inscrito 
em um circulo de diâmetro 37 cm e 
circunscrito a um circulo de 5 cm de raio. 
Calcular a área do triângulo. 


49) Sendo dado um triângulo ABC 
retângulo em А em que: АВ = с, АС =Ь 
ca bissetriz AD do ángulo reto igual a f. 
E {| 
pede-se demonstrar que: — = m += 
c 


50) Calcular os lados de um triángulo 
ABC retângulo em А sabendo-se que a 
distância do incentro de ABC aos 
vértices B e C são V13 e VI04. 


51) No triangulo ABC temos AB/ AC = 
112: AM é uma bissetriz interna e BN é 
uma mediana. Se a área de ABC é 16, 
qual a area do triângulo АВР, sendo P 
interseção de AM e BN? 


32) Calcular os lados de um triángulo 
que tem 600 em” de área, sabendo que a 
reta determinada pelo incentro e 
baricentro é paralela a um dos catetos. 


7 .. 


E 


53) Mostre que a área do triángulo 
formado pela unido dos tres centros das 
circunferências ex-inscritas do triángulo 
- абе "Ha WA 
ABC é igual a CA, onde гё o inraio de 
ar 
AABC. 


54) Seja P o centro de um quadrado 
construído externamente sobre a 
hipotenusa AC de um triángulo retángulo 
ABC. Prove que BP é а bissetriz de 
«АВС. 


55) Seja D um ponto do lado АС Чо 
triángulo ABC, onde BC = 3. AC - Se 
AB = 5. Os dois circulos inscritos nos 
triángulos ABD e CBD possuem o 
mesmo raio. Determine o valor deste 
raio. 


56) Prove que se. do ponto médio M do 
lado BC de um triángulo ABC, uma 
paralela à bissetriz externa AF do ângulo 
ZBAC é traçada, encontrando о lado AB 
em K, o ponto K divide o lado AB em 
KA = (AB + АС) е KB = (AB - AC) 2. 


57) Em um triângulo АВС. com mediana 
AD e bissetriz interna BE. temos que AB 
=7,BCO=8Se EA = ED. Determine AC. 


58) O circulo inserito no triângulo ABC 
tangencia AB no ponto D de modo que 
AD = 5 e DB = 3. Determine o 
comprimento de BC se ZA = 60º. 


59) Suponha que AD. BE e CF são as 
bissetrizes internas de AABC, com D em 
BC. E em CA e F em AB. Fazendo a 
BC. b = СА. с= АВ. х= АЕ еу = АР. 
Sabendo-se que x + y = a. Prove que: 


a) а? = bc: 


ed 


от X i y ES sd. 
єс) == ar == ls 5 
N y Jb Jc d) p = гаг + Val + гг; 


А B C p 
| " e) cot СОС +cot— =; 
60) Demonstre as seguintes relações 2 2 2 r 


RM . се, x * А в C 
iNgonpine meas f) est care aa E А 
aj 2(р-а) = 3 2 2 r 
sen B + sen C - sen A a^b?c? 
о) 64Rr, nr, = ———; 
2р c a ble 2 
= ʻi 5 4р 
sen В + ѕеп С + sen À А B СЄ 
B С -а h} r, = 4R cos— cos —sen —, 
b) le—.lg== Urn A 2 2 2 
2 2 p A B C 
AG ре n =4R cos—sen—cos— е 
ч tu = е 2 2 2 
ur ak ) A B С 
| г = 4R sen — cos — cos —; 
i A i В p-c " 2 2 2 
о — 10 — = > : 
im d p D)uctrcTrn-4RétG 
{ E de М | | | | 
ús tp-bXp-c) iaei gt =h, | —+— |= 
БЕ p(p-a) UR. di Y 
З (p-aXp-c) (1 А 
ue = Lp uM ey с = ha) += a 
2 Y p(p-b) һ e) 
C р b 1 1 | l 
„С (айр). Nes das ч 
== i E h, hẹ h 
2 Y ptp-c) a 
\_ [mzma eta т 
Р - bXp=c m) te —. tu — = ——= 
dy sen e HE EL е UU x h, 2r, +h, 
2 эс 
мра) ) $ = гі col Выс 
хы mS=r cot—ig—lg— = 
ТЫ LN ч 2 2 7 
: be 5 A B/C 
= 10 со 18 = 
2 E e 
61) Se R e r sáo, respectivamente, os zr A B C 
raios das circunferências circunscrita e | =! ES BG COL 
inscrita de um triangulo ABC. ег. ter, A ме * 
são. respectivamente. os raios das | o) tg? > = — 
A E Vão Ў Я LAE. -— 
circunferências ex-inscritas aos lados a, b = 6R 
e с. demonstre que: 
E A 62) Seja 1 o incentro do triángulo ABC e 


B 
а ыы” = (p-b)cot 7 = p.cot 7: sejam la, In e T, os ex-incentros relativos, 


respectivamente, aos lados a, b e c. 
Demonstre que: 

a) ALAI, = Al, Al, = bc. 

ВІ.ВІ, = Bl..Bl.=ac e 

CI.CI, = CI,.Cl, = ab: 

b) A =bc-4Rr. ВІ? =ас– 4Rr e 

Cl = ab - 4Rr; 

c) ALBI.CI = 4612; 

d) AL.BI,.CI, = 482,2; 


e) 11, =4Ёзеп^; 


DAL =4R соз 2; 


э) „Ыс = 16Ё?г с 
ЫЫЫ, = 1082р: 
е e LL! edt s „ш = 
= 166°; 

1) Па [Ыс = 4аВ; 


а. 
ll. p-a p 
2 15. 2 : 
D Ly = Dice hl. RG ty + re); 


63) Sejam Bo. fp e Bo as bissetrizes 
relativas aos lados a, b e c. Demonstre 
que: 


T 26е Я А h, 
P, = cos— = : Я 
"р 2 .B-C 
cus 
2 
SabcpS 


b) BBa B. = —————— O. 
PD, (a+bJXa+c)b+c) 


64) Em um triângulo ABC com incentro 
| e ângulos 2u, 2b e 2c relativos aos 
vértices A, B e C, respectivamente. Se R 
é o circunraio de ABC, demonstre que CI 
= 4R.sen a.sen b. 


65) Se di, d; e d; são as distâncias desde 
o incentro aos vértices de ABC, mostre 


-- . — To. -= == - 


que а, -L. onde r é o inraio do 
abc p 


triángulo e p ¿o seu semi-perímetro. 


66) ABC é um triángulo isósceles com 
ZA = 100° e AB = AC. A bissetriz do 
ángulo B encontra AC em D. Mostre que 
BD + AD = BC. 


67) Na figura WS e HI sàao cordas que 
se intersectam no ponto G. e RT с 
bissetriz do ángulo Z WGI. 


diii. 
" d T ка 7 
F& Y — A 
N | / 


r 
¿A 


e 


Prove que WR.TS = RLHT. 


68) Sejam G o baricentro, Do incentro, R 
о circunraio, Г o ишо e p o semi- 
perimetro de um triângulo. 
^5 2 
a: p or —16Rr 
Prove que: Gl" = LA ые, 
9 
r . £^ 
XerCÍCIOS CA = 


Яе Olimpíada 


69) (W. J. Blundon Contest-2003) Em 
AARC. nós temos que LACR = 120°, AC 
= 6 e BC = 2. A bissetriz interna de 
ZACB encontra o lado AB no ponto D. 
Determine o comprimento de CD. 


70) (W. J. Blundon Contest-2002) O 


circulo inscrito de um triángulo retángulo 
ABC é tangente à hipotenusa AB em D. 


4 
1 
ad 


Se AD =x e DB = у, determine a área do 
triângulo em termos de x e y. 


71) (Noruega-97) Um triángulo ABC 
possui lados АВ = 3. ВС = 4e AC- 5.0 
circulo inscrito é tangente a AB em C", 
BC cm A' с AC em B'. Qual a razão 
entre as áreas dos triângulos A'B'C' e 
ABC? 

а) 1/4 b)1/5 c) 2/9 а) 4/21 e) 5/24 
72) (Norucga-2004) Em um triángulo 
ABC. D é um ponto no lado BC tal que 
ZCAD = ZDAB = 60º. AC-3eAB = 
4. O valor de AD é: 

а) 1.7 1)12/7 е) 43 


73) (Нопегіа-1910) ABC é um triângulo 
com ángulo C = 120", Determine o 
comprimento da bissetriz do ángulo C em 
termos de BC с CA. 


d) 7/4 e)nda 


74) ( Campina Grande-2001) Os 
comprimentos dos lados AB e AC de um 
triângulo ABC são distintos e medem c e 
b, respectivamente, e o ángulo BÁC = 
120%. Se D é o ponto de interseção da 
bissetriz deste ângulo com o lado BC. 
calcule a medida do segmento AD em 
função de b e c. 


75) (Rio de Janeiro-95) Do incentro T de 
um triangulo ABC, retângulo ст A, 
avista-se a metade da hipotenusa, isto é, 
O segmento que une um vértice ao ponto 
medio M da hipotenusa. segundo um 
ángulo reto (ZBIM = 90"). Se mín é a 
fração irredutivel que expressa a razão 
entre as medidas dos catetos deste 
triángulo, entáo m * n é igual a: 


DN? b)17 c)23 di)3l e) 4l 


76) (OBM-97) Um triángulo ABC. de 
lados AB = c, AC = b e BC = a. tem 
perímetro 2p. Uma circunferência 
tangencia o lado BC e os prolongamentos 
dos lados AB e AC nos pontos P. Q e R. 
respectivamente. O comprimento AR e 
igual a: 

а)р-а b)p-b c)p-c d)p e)2p 


77) (OBM-2002) Dado um triángulo 
ABC onde À = 80% C = 40°, a medida 
do ângulo agudo  lormado pelas 
bissctrizes dos àngulos À eB é: 

a)40° b)60° с) 70° d)80° е) 110" 


78) (OBM-2003) No triángulo ABC. M é 
o ponto médio do lado AC, D é um ponto 
sobre o lado BC tal que AD é bissetriz do 
ángulo ВАСеР ёо ponto de interseção 
de AD e BM. Sabendo que a área de ABC 
é 100, АВ = 10 e AC = 50, calcule a área 
do triángulo APB. 


79) (OBM-2007) O triángulo ABC é 
retângulo em В. Sejam / o centro da 
circunferencia inscrita ст ABC e О o 
ponto médio do lado AC. Se ZHAO] = 45º. 
quanto mede, em graus, o ángulo ZACB? 


lados dc um 
progressão 


80) (OBM-2009) Os 
triângulo formam шта 
aritmética de razáo /. Entáo a distáncia 


entre o incentro e o baricentro deste 
triángulo é: 

A)t B)12 суз 

D) 205 E) taltam dados 


81) (OBM-2009) No triángulo retángulo 
ABC. ZA = 90º, AB = Sem e BC = 9cm. 
Sc / é o incentro de ABC. determine о 
comprimento do segmento C7. 


82) (OBM-2014) No triángulo ABC. AC 
73e AB = 6. Seja Р um ponto sobre a 
bissetriz interna do ángulo BAC. Se a 
área de APB é 3/2. a área de APC é: 
AB — B)9/5 C) J3/4 

D) 3/4 Е) 4/5 


83) (OBM-2010) As bissctrizes internas 
dos ángulos Á e C do triángulo 4BC 
cortam-se no ponto /. Sabe-se que A/ = 
BC e que m(ICA)=2m(1AC). 
Determine a medida do ángulo ABC. 


84) (Seletiva Brasileira-Cone Sul-96) 
ABC é um triángulo retángulo em C. As 
bissetrizes internas dos ángulos ZBAC e 
ZABC encontram BC e CA em P e Q, 
respectivamente, M e N sáo os pés das 
perpendiculares de P e Q a AB. Calcule o 
ángulo ZMCN. 


83) (Argentina-95) O triángulo ABC ZA 
= 27" c ZC = 90º. Seja m c mediana 
traçada desde C e seja P o ponto do 
prolongamento do lado AB tal que CP é 
perpendicular a m. A bissetriz do ángulo 
ZAPC intersecta BC em R e AC em S. 
Calcular as medidas dos ángulos ZCRS e 
LCSR. 


86) (Seletiva Argentina Cone Sul-98) 
Seja ABC um triángulo. A bissetriz do 
ángulo ZCAB intersecta BC em Dea 
bissetriz do ângulo АВС intersecta CA 
em E. Se AE + BD = AB, demonstrar que 
ZBCA = 60". 


87) (Rioplatensc-95) Seja ABC um 
triángulo isósceles con 48 = ACeÁ = 
36". Traca-se a bissetriz de B que corta 


Proa, 
^» 


ACem De traca-se a bissetriz de ZBDC 
que corta BC em P. Marca-sc um ponto А 
na reta BC tal que B é o ponto médio do 


segmento PR. Explique por que os 
segmentos RD e AP tem a mesma 


medida. 


88) (Cabri-2000) Seja ИВС um triángulo 
com С = 90º. As bissetrizes exteriores de 
A e B se cortam em P. Determinar a 
medida do ángulo APB. 


89) (Canadá-69) Seja ABC um triángulo 
com lados a. b e c. Seja a bissetriz do 
angulo C, que corta AB em D. Prove que 


Saca 

o comprimento de CD é 226, 
a+b 

90) (Irlanda-90) Suponha que as 
perpendiculares desde C até as bissetrizes 
dos ángulos ^ e B, em AABC, 
interceptam-nas em D e E. 
respectivamente. Prove que DE é 


paralelo a AB. 


91) (Mongólia-2000) As bissetrizes dos 
ángulos A. B. C do triângulo ABC 
intersecta seus lados nos pontos Ay. Bi. 
Cı. Prove que se o quadrilátero BA,B,C, 
é inscritivel. então: 


AC+ AB. AB+BC BC+AC 


92) (Rússia-98) Os comprimentos dos 
lados e do diâmetro do incirculo de 


triângulo são quatro inteiros 
consecutivos. Determine todos tais 


triangulos. 


93) (Bulgária-97) Seja 1 e G o incentro e 


o baricentro de AABC com lados AB = с. 


esa 


ВС = a e CA = b. Prove que (ѕеа > bja | p аы 


área de CIG é igual a (a — 5)r/6, onde r é 
o inraio de ABC. 


94) (Austria-Polónia-93) Seja ABC um 
triângulo — equiláàtero. Na reta AB 
escolhemos um ponto P dc modo que A 
esteja entre P e B. Denotemos por l o 


comprimento dos lados de ABC: гу o raio 
do circulo inscrito em PAC er; o raio do 
circulo ex-inscrito em PBC relativo ao 


( 
lado BC. Prove que г + г, = ыз 


95) (Báltica-95) Em um triángulo АВС, 
seja [3 a bissetriz externa do ângulo C. A 
reta que passa pelo ponto médio O de AB 
2 é paralela a B encontra AC em E. 
determine [CE] sejAC|=7e | CB] = 4. 


6) (Báltica-2001) Em um triângulo 
ABC. a bissetriz de ZBAC encontra o 
lado BC no ponto D. Sabendo-se que 


IBDI.ICD| = |AD e ZADB = 45", 
determine os ángulos de ABC. 
97) (Portugal-2011) Seja ABC um 


triângulo. D a projeção ortogonal de B 
sobre a bissetriz de ZACB e E a projeção 
ortogonal de C sobre a bissetriz de 
ZABC. Provar que DE intersecta os 
lados AB e AC nos pontos de tangéncia 
da circunferéncia inscrita no triángulo 
ABC. 


98) (Pará-2010) Seja ABC um triángulo 
equilátero dc lado 1, D é um ponto sobre 
BC e sejam г e rm os raios das 
circunferéncias inscritas nos triángulo 
ABD e ADC, respectivamente. 


¿LS г. 


B D C 


a) Expresse г.г; em termos de x = BD; 
b) determine o valor máximo de rj.r». 


99) (Índia-96) Em um triángulo ABC, M 
é o ponto médio de BC. Uma reta 
passando por M divide o perímetro de 
um triángulo ABC em duas partes iguais. 
Mostre que esta rcta é paralcla à bissetriz 
interna de A. 


100) (AIME-99) А circunferência 
inserita de AABC tangencia AB em P e 
possui raio 21. Se AP = 23 e PB = 27, 
determine o perímetro de AABC. 


101) (AIME-2010) Em AABC, com AB 
12, BC = 13 e AC = 15, seja M um 
ponto de AC de modo que os incírculos 
de AABM e ABCM possuem mesmo 
raio. Determine o valor de AM/CM. 


102) (AIME-2011) No triángulo ABC, 
AB = 125, AC = 117 e BC = 120, A 
bissetriz do ángulo A intersecta BC no 
ponto L e a bissetriz de B intersecta AC 
no ponto K. Sejam M e N os pés das 
perpendiculares de C com relação a BK e 
AL, respectivamente. Determine MN. 


103) (Leningrado) Sejam AF, BG e CH 
as bissetrizes de um triángulo ABC que 
tem ángulo A medindo 120º. Prove que o 
ângulo GFH mede 90º. 


104) (Espanha-2013) Sejam A, B e C os 
vértices de um triángulo e P, Q e R os 
respectivos pés das bissctrizcs traçadas 
desde os mesmos vértices. Sabendo que 
POR é um triângulo retângulo em P, 
demonstre que A = 120º. 


105) (Croácia-2003) Seja AABC um 
triángulo isósceles cujo ângulo do vértice 
A é igual a 120". Uma reta passando por 
este vértice e perpendicular a um dos 
lados adjacentes divide o triângulo em 
dois triângulos, um dos quais é obtuso e 
possui um circulo inscrito com raio igual 
a l. Determine a área de AABC. 


106) (Inglaterra-95) O triángulo ABC 
possui ángulo reto em C. As bissetrizes 
internas de ZBAC e ZABC encontram 
BC e CA em P e Q, respectivamente. Os 
pontos M e N são os pés das 
perpendiculares desde P e Q com relação 
a AB. Determine o ângulo ZMCN. 


107) (Espanha-97) O triángulo ABC 
possui А = 90" c AD € a altura relativa ao 
vértice A. As bissetrizes dos ángulos 
ZABD e ZADB intersectam-se em |, e 
as bissetrizes dos ángulos ZACD e 
“ЛАРС intersectam-se em |. Determine 
os ángulos agudos de AABC sabendo que 
a soma das distâncias de 1 e lo até AD é 
BCA. 


108) (Torncio das Cidades-96) ABC é 
um triángulo com ángulo C = 90º. As 
duas tangentes ao incirculo de AABC que 
sáo perpendiculares a AB encontram AB 
em P e Q. Determine o ángulo ZPCQ. 


tte O uer o ntm a vermes 
j- + j " 


109) (Vorneio das Cidades-99) AABC | 


possui АС = 1, ВС = 5, ZACB = 90". 
ABDE é um quadrado externo а AABC. 
A bissetriz interna de C encontra DE em 
X. Determine o valor de DX/CX. 


110) (IMO-84 Shortlist) ABC é um 
triângulo. Circunferéncias com raios 
mostrados na figura são traçadas 
interiormente ao triángulo tangenciando 


dois de seus lados e о incírculo. 
Determine o raio do incirculo. 
A 
| 
3 4 
в с 


111) (ОВМ-2005) A medida do ângulo В 
de um triángulo ABC é 120%. Sejam M 
um ponto sobre o lado AC e K um ponto 
sobre o prolongamento do lado АВ, tais 
que BM é a bissetriz interna do angulo 
ZABC e CK ё a bissetriz externa 
correspondente ao angulo ZACB. O 
segmento MK intersecta BC no ponto P. 
Prove que Z4PM = 30º. 


112) (Noruega-2014) Pontos P e Q são 
marcados sobre os lados BC e CD. 
respectivamente. do paralelogramo 
ABCD tais que BP = QD. Mostre que a 
interseção entre as retas BQ e DP 
pertence à bissetriz de ZBAD. 


- =. жем — 
x r; 


Mediatriz e Circuncentro 


10.1) DEFINIÇÃO: “Mediatriz é a reta perpendicular a um segmento passando pelo 
seu ponto médio. Como conseqüéncia, mediatriz de um segmento AB é o lugar 
geométrico dos pontos eqüidistantes de A e B." 


1) r é mediatriz de AB se e somente se M é ponto 
médio de AB er.L AB 


" 2)Perseesomente se PA = PB 


10.2) TEOREMA: “As mediatrizes dos lados de um triángulo sáo concorrentes em 
um ponto denominado de circuncentro (0).” 
Demonstração: 


Seja May a mediatriz de AB e mgc a mediatriz de BC. 
Seja O a interseção de Mag e Mego, ou seja, О é 
equidistante de A, B e C. Desta forma. O pertence ao 
segmento mac, fazendo com que O seja a interseção de 
Mas. Mge € Mac. 


Observação: Se o triângulo for acutângulo o circuncentro é interior ao triângulo e seu 
o triângulo for obtusângulo o circuncentro é exterior ao triângulo. Se o triângulo for 
retângulo o circuncentro está sobre o hipotenusa, em seu ponto médio. 


ima 


E Ma 
Triângulo Acutângulo Triângulo Obtusângulo Triângulo Retângulo 
A 
#27 
[Л 


р” Carüzi" E › EL e ПЕНИЕ d 
10.3) CIRCUNFERÊNCIA CIRCUNSCRITA 
Como O é eqüidistante de A, B e C, então existe uma circunferência Г com centro em 
O e que contém os vértices do AABC. A csta circunferência Г dá-se o nome de 
circunferéncia circunscrita a AABC ou circuncírculo de AABC. 


Lembre-se que em todo triángulo inscrito em uma 

circunferéncia podemos aplicar a Lei dos Senos: 
a _ O __с 

senA senB senC 


10.4) ÁREA DO TRIÁNGULO INSCRITO 


; A А - a.b.sen C 
А área de um triángulo ABC pode ser determinada pela expressão S= CSS =ч 
Е с c a.b.c 
Pela Lei dos Senos temos que —— 22R > snC=— > S= 
senC 2R 4R 


Na verdade esta expressão é mais usada para calcular o raio da circunferència 
circunscrita a um triángulo ABC. pois dados os lados a. b e c de AABC. podemos 


calcular sua a área utilizando a fórmula de Heron e depois usar a equação acima para 
determinar R. 


10.5) TEOREMA: ^A distância de O até o lado oposto ao vértice A é 


BC.cot A 
OM A Ы 32 
2 
Demonstração: 
A Desde que O é o centro da circunferência então: 


ZCÓB-2À => ZCÓM=A 
Como M é o ponto médio de BC então BC = 2.CM. 


Desta forma: igÁ = CM c DE zs OM E BC.cot À 
à OM 20M UMS 


B c Analogamente, pode-se demonstrar que as distâncias de O 
a AC e de O a AB. respectivamente, sáo iguais a 
AC.cot B К AB.cot C 


2 2 


10.6) TEOREMA DE CARNOT: “Sejam ABC um triángulo acutángulo e O centro 
da circunferencia circunscrita a ABC. Se por O tracam-se perpendiculares aos lados de 
ABC, intersectando AB em О,, AC em О, e BC em Оз, então: 


OO, +00, +00; =R +r.” 


Demonstração: 
A 


a) Inicialmente note que ZBOC = 2.ZBAC = 2А 
ABOC é isósceles — ОО, é altura e bissctriz > 
«ВОО; = А > ОО, = К.соѕ A 

Analogamente: ОО, = R.cos В ОО, = R.cos С 

A área de ABOC ё dada рог 

S(ABOC) = a.00y/2 = (a.R.cos A)/2 

Analogamente: 

Ѕ(ЛАОВ) = (c.R.cos C/2 e S(AAOC) = (b.R.cos В)/2 
Desta forma a área de AABC é dada por: 

S = (a.R.cos А)/2 + (b.R.cos В)/2 + (c.R.cos С)/2 = 

S = R(a.cos А + b.cos В + c.cos C2 

Em AABC: a=b.cosC+c.cosB b=acosC+ccosA c=a.cosB+b.cos A 
Somando estas equações: a+ b + c = (b + c).cos A + (a + c).cos В + (a + b).cos С = 
= (a+ 0 + с).со$ A + (a + b + c).cos В + (a + b + с).соѕ C – а.соѕ А – b.cosB- с.соѕ С = 
= (а + b + с)(соѕ A + cos В + cos C) - (a.cos A + b.cos В + с.соѕ C) > 


p= ap Sa CR) 28 > pR=p(00, + ОО, + 00;)- pr = 


R 
JO + ОО, + OO, = К + г 


10.7) TEOREMA: "Se, num triângulo ABC, O é o centro do círculo circunscrito; G é 
o ponto de interseção das medianas; a, b e c são os lados e R é o raio do círculo 
A m 
: А E 2 a+b +с° . 
circunscrito, então OG = R^ ECT À 
С 


Demonstração: 


Como AOMC é retângulo: OM? =R? - —. 


Lei dos Cossenos em AOGM: 


Om? =06* + GM*-2.0G.GM.cos aq => 
RE 06? з Ы 2067s cosa (1) 
4 9 3 


Lei dos Cossenos em AOGA: 
OA = ОС? + AG? -2.0G. An cos (180"- a) > 


R? = 0G? cu saga Mk cost => 
9 2: 


ЕЕЕ —€—— еа. а 


К” ОС” 2т: т 
— = а ? u 
2 2 m + 2,06. E .cosa (2) 
3R? x ^ 2 2 
Somando (1) e (2): SE аг РЕ 3.06 + m, > 
2 4 2 3 
3R? 2 3.0G? 3 2 2 2a 2 
LL pru. Ar > ogG?-g!-À tb +с 


10. TEOREMA DE EULER: “Sejam O e I o circuncentro e o incentro, 
respectivamente, de um triángulo com raio do círculo circunscrito igual a R e raio do 
circulo inscrito igual a r. Então OU = R^ – 2Rr." 

Demonstração: 


Prolongue a bissctriz interna de A até encontrar o 
circuncirculo em L. LM é o diâmetro perpendicular a 
BC. Sejam a = AM e B = B/2. Note que: 

“ВМО = LBAL =u e ZLBC = ZLAC = а. 

Como ZBII. é ângulo exterior de AABI então 
Z<Bll=a+B=ZLBI => ALBI éisósceles > 
LT=LB 

Aplicando potência de ponto relativa ao ponto I: 
R^-Ol-LLIA = LB.IA = 


EN LB / LM IY = LM sena ¡Y es 

IY ZIA sena 
R-OPV-LMIY > R/'-Ols2Rr > 
Ol =Rº-2Rr 


10.9) RETA DE SIMSON-WALLACE: “Se perpendiculares sáo tragadas, a partir de 

um ponto sobre o circuncirculo de um triángulo, a seus lados, suas intersecóes com os 

lados do triángulo são colineares e pertencem à Reta de Simson”. 

Demonstração: 
i Sejam L, M e N, respectivamente, os pés das 

perpendiculares tiradas deste X até os lados AC, AB e 

BC. Como ZXLC + ZXNC = 180" = 

XLNC é um quadrilátero inscritivel = 

ZNLC = ZNXC. 

Como ZAMX + ZALX = 180º => AMXL é um 

quadrilátero inscritivel > ZALM = ФАХМ. 

Uma vez que ABCX é inscritivel entáo: 

180°- B=ZAXC = ZNXC + ZAXN = 

= ZNLC + ZAXN (1) 

Sendo BMXN também inscritivel, podemos afirmar 


тү 


nep Cla dedo é FA 


que: I80* В = ZMXN = ZAXM + ZAXN=ZALM+ZAXN (2) — 
Igualando as expressões (1) e (2) obtemos que ZNLC = ZALM => 
М. L e N são colineares. 


10.10) TEOREMA RECÍPROCO DE SIMSON: “Se os pés das perpendiculares de 
um ponto aos lados de um dado triángulo sáo colineares, entáo o ponto pertence ao 
circuncirculo do triángulo”. 


Demonstração: 
Os primeiros passos desta demonstração são idênticos aos da Reta de Simson. Por 


isso, considere as justificativas acima citadas sobre: 

ZNLC = ZNXC e ZALM = ZAXM. 

Сото М. Le N são colineares > ZNLC = ZALM > 

ZAXN + ZNLC = ZAXN + LALM => ZAXN+ ZNXC = ZAXN + ZAXM > 
ZAXC = «МХМ. 

Como BMXN ё inscritível temos que ZMXN = 180° – В, implicando que ZAXC = 
' 80° — В, ou seja, ABCX é um inscritível => X pertence ao circuncirculo de AABC. 


.xemplos: 


I) (Colégio Naval-96) O ponto P interno ao triángulo ABC é eqüidistante de dois de 
seus lados e de dois de seus vértices. Certamente P é a interseção de: 

a) Uma bissetriz interna e uma altura desse triángulo. 

b) Uma bissetriz interna e uma mediatriz de um dos lados desse triángulo. 

c) Uma mediatriz de um lado e uma mediana desse triángulo. 

d) Uma altura e uma mediana desse triángulo. 

e) Uma mediana e uma bissetriz interna desse triángulo. 

Solução: 

Como o lugar geométrico dos pontos que estão a uma mesma distância de dois lados 
é a bissetriz do ângulo formado por estes lados e o lugar geométrico dos pontos que 
estão a uma mesma distância de dois vértices é a mediatriz do segmento delimitado 
pelos vértices, então P é a interseção de uma bissetriz interna com uma mediatriz. 


2) Calcule o raio da circunferência circunscrita ao triângulo cujos lados são 4, 13 e 15. 
Solução: 
О semi-perímetro do triângulo ё: p=(a+rb+c)/2=(4+13+15)/2=16. 


A área do triângulo é: S= Jp(p-aXp-b)(p-c) = y16.12.3.1 = 24. 
abc 413.15 65 

== = Rz—. 
45 3.24 6 


Deste modo: R = 


3) (Unifor-2000) Em um triángulo ABC, retângulo em A, a mediana relativa à 
hipotenusa é perpendicular ao segmento BC. Se BC = 2 ст, é verdade que: 


é 


a) a medida de um dos catetos é | cm, 

b) as mediatrizes dos catetos se interceptam no interior do triángulo ABC. 

c) o quadrado da soma das medidas dos catetos é igual a 4 cm”. 

d) a medida do raio da circunferéncia circunscrita ao triángulo ABC é igual a 2 cm. 

e) a medida do raio da circunferéncia circunscrita ao triángulo ABC é igual a 1 cm. 
Solução: 

Se a mediana relativa à hipotenusa é perpendicular a esta. então o triângulo АВС. 
além de retângulo. é isósceles. uma vez que a mediana e altura relativas ao mesmo 
vertice coincidem. 

Vamos agora analisar cada alternativa: 

a) Falsa. Se BC = 2 em então a altura do triângulo retângulo vale | cm e cada cateto é 
igual a Ya. 

b) Falsa. Como o triángulo é retángulo entáo o circuncentro está sobre a hipotenusa. 

c) Falsa. (V2 + J/2y =8. 

d) Falsa. O raio é igual à metade da hipotenusa. ou scja. vale 1 cm. 

e) Verdadeira. Veja o item anterior, 


4) (AFA-98) Seja ABC um triángulo retángulo em A. circunscrito por uma 
circunferência de raio R, e ZABC = х. A razão entre a área do triángulo e o quadrado 
da mctade do valor da hipotenusa é 

а) ѕеп 2х  b)(sen'xy2  c)(cosxy2  d)(cos 2x2 

Solução: 

Se ABC é um triângulo retângulo em A circunscrito em uma circunferência de raio R 
então a = 2R. Como ZABC =x então b=asenx е c = a.cos x. 


Portanto: 
.Sen x.Cos X 
" a.b.c _ 2.а.5еп X.a.COS X ih E .as NS 
4R 4R (a^ / 4) R 


5) (ITA-86) Se o perímetro de um triángulo inscrito num circulo medir 20x cm e a 
soma dos senos de seus ángulos internos for igual a x, entáo a área do círculo, em em”, 
sera igual a: 

a) 501 b) 757 с) 1007 4)125л e) 150n 

Solucáo: 

Pela Lei dos Senos: a=2R.sen A b=2R.senB  c=2R.sen С. 

Assim: a+b+c=20x => 2R(senA + sen B + sen C) = 20x > Кх = 10х > 
R=10cm 

Desta forma: S=1R?=x(10) > 5 = 100л em 


6) (ITA-2009) Do triângulo de vértices A, B e C. inscrito em uma circunferência de 
raio R = 2cm, sabe-se que o lado BC mede 2cm e o ângulo interno ABC mede 30º. 


= "INA Poe I гелсе эму тут MUS. 
J T 2*9 "T 

cu SET, 9 / Td dr ,- ~ E 
РЕН ИЧИ ama ss + ^ 


Então, o raio da circunferência inscrita neste triângulo tem o comprimento. em cm. 
igual a: 


- | У - . | 
- 3. b. od. d2V3-3. 9c 
3 4 2 
Solução: 
: b b 
Lei dos senos: 27=2R > — =4 > b=2 em 
sen B 1/2 
NE - 
Lei dos cosenos: b? = а? + c? – 2асоѕћ > 4=4 + 02-220, > v=2V3em 


> 
Igualando duas conhecidas expressões para a área de um triángulo: 


Es fa 
: 2 Dae O 22.243 = 
a ПС... 2424245 pa SEND 5 (4*243y 5 3 > 
j 4R 2 4.2 
\ T 4 Es 


“E: Á— ә = 2/3 -3u 
24 5 2- 3 > г 243 3 em 


) (Colégio Naval-2005) Dado um triângulo retângulo, seja P o ponto do plano do 
triângulo eqüidistante dos vértices. As distâncias de P aos catetos do triângulo são K e 
L. O raio do circulo circunscrito ao triângulo é dado por 

K+L Ук? +L Үк? +12 


277 baK+L cM M e) VK? +12 


Solução: 


O ponto do plano do triângulo que está a uma 


mesma distância dos trés vértices é o centro da 
circunferência circunscrita. Como o triângulo é 
retângulo então P coincide com o ponto médio da 
/ SS hipotenuda c o triágulo está inscrito cm uma semi- 
circunferéncia. 
P E 


Perceba que os triângulos BNP e PMC são 
congruentes, implicando que MC = K. Aplicando Teorema de Pitágoras em APMC: 


РС'=СМ?+РМ?=К?+15 > к=к? +L. 


B 


8) (IME-98) Quatro retas se interceptam formando quatro triângulos conforme figura 
abaixo. Prove que os circulos circunscritos aos quatro triângulos possuem um ponto 
em comum. 


Solução: 


— e +=жугт e A ee apre me сз 


+ AE A 


E 1 ? / , -go o 2 
li o pes ordo em m A = <= 


Considere inicialmente os circuncirculos de 
AABC e ACRS, que se encontram em P (P = 
C). Trace agora perpendiculares aos lados 
AB. AC. QR c BR. interceptando estes lados 
nos pontos indicados na figura ao lado. 

Pelo Teorema de Simson, como P está sobre 
o circuncirculo de AARC, então X, Y e W 
sáo colineares. 

Pelo Teorema de Simson. como P está sobre 
o circuncirculo de ACRS. então Y, Ze W são 
colincares, 


Assim, temos que X, Y e Z são colineares, implicando, pelo Teorema Reciproco de 
Simson, que P pertence ao circuncirculo de AAQS. Analogamente, os pontos X, Ze W 
são colineares, implicando. pelo Teorema Reciproco de Simson, que P pertence ao 


circuncirculo de ABRO. 


9) A partir de um ponto P sobre o circuncirculo de ABC. são traçadas as 
perpendiculares P. Y, PY е PZ aos lados AC, AB e BC. respectivamente. Prove que 


PAxPZ = PBxPX. 


Solução: 

T. Como ZPYB + ZPZB= 180° > PYZB é inscritivel => 

| ZPBY = ZPZY. 
Como ZPXA + ZPYA = 180° > PXAY é inscritível = 
ZPXY = ZPAY. 
Pelo Teorema de Simson, os pontos X, Y e Z são colincares: 
APAB-APXZ => PA = PR > PAPZ=PBPX 

PX PZ 


10) Sejam O o centro e R o raio da circunferência circunscrita ao triângulo acutângulo 
ABC. Se r é o raio da circunferência inscrita a ABC e Ry, Ra, Ri são os raios das 
circunferências circunscritas aos triângulos OBA. OBC, OCA. respectivamente, 


1 К +г 


| 
demonstre que — + —— + — = 2 — 
Ra Ry R; R- 


Solução: 


yen mam my prem ETF ESSE 
5. Жл; VALA 7 4 "5 
ie LI FU... o MP 6р8 LLL 


Por O traçam-s se perpendiculares aos lados de ABC. 
interceptando AB em O,, AC em O, e BC em O,. 
Pelo Teorema de Carnot (item 10.6 deste capitulo): 

00, + 00, + OO, = R+r. 


a OO. 
Em ABOO, observa-se que: sen A E e cos À xu 


Lei dos Senos em OBC: sen 2A = 2.sen A.cos A xm > 


m 


a OQ, a l 2.00, 


aut. ML E 
2R R 2R, R R? 
I 2.00, | 2.00, 
Analogamente pode-se demonstrar que: — := 5 e ===, 
К, R^ R, R^ 


5 | | 1 200, , 200, 2.00, _ 200, +00, +00;) ,R+r 
R, R, R, NR r E R? R? 


1) (Olimpiada da Espanha-93) Justificar que, em qualquer triângulo, o diámetro da 
circunferência inscrita nào é maior que o raio da circunferência circunscrita. 
Solução: 
Pelo Teorema de Euler sabemos que a distância do incentro E ao circuncentro O de um 
triângulo AABC é determinada por ОГ = R? — 2Rr, ou seja: 
R'-2Rr-R(R-2r)20 > R>2r. 


12) (Olimpiada [beroamericana-85) Dado um triángulo ABC, consideram-se os pontos 
D, E e F das retas BC, AC e AB respectivamente. Se as retas AD, BE е CF passam 
todas pelo centro O da circunferência circunscrita ao triángulo ABC. cujo raio é R, 
demonstre que: 
| | | 2 

— +—t—=-=. 

AD BE CF R 
Solugáo: 
Uma vez que O é o centro da circuncírculo de AABC entào 


temos que AO = BO = CO = R. Conseqüentemente: 
и E S S S, 
Sanc 9 Saon + $нос + Sco, => AUR; 4 Эвое ш EUR "E 
Anc Sanc Sanc 


_ ОЕ. (OD | OE. CF- R AD- B BE-R 


“CE AD BE EF AD BE 
R R R R R R 
jalo 5 ad 
CF AD ВЕ AD CF BE 


AD BE CF R 


A 


СЕЕ ЖЖК 


13) (Olimpiada de St. Petersburg) Em um triângulo ABC os lados satisfazem AB + 
AC = 2BC. Prove que a bissetriz de ZA é perpendicular à reta que passa pelo incentro 
e circuncentro de ABC. 

Solução: 


Como b + c = 2a o lado a possui valor 
intermediário entre b e c. Suponha que b 2 c 2a. 
Assim, B2 C 2 A. 

Seja P a projeção de O sobre a bissetriz AD. 

Logo: 

a = ZCAD- ZOAC = А/2 – 90° — А = 90° — A/2 
Lei dos cossenos em AABC: 


3 7 " 
3 > 3 b^ + с —a” 
a` = b+c- 2.b.c.cos А > cos А = —— 


(b+cy -a* 
Y 4bc 
Em AAPO: 
a a a 
АР =R.cos q = sen( A / 2) = sent A / 2) = == 
sen A 2sen(A / 2).cos(A / 2) 2cos(A / 2) 
a £ [oc _ V3bc 


Desta maneira segue que AP 2 —————— =, = 
2cos(A/2) үз 3 


O comprimento da bissetriz AD é dado por: 


ybel(b + с)? -a*] 3 Vbe[da” —a*] _ bc 


AD = 
b+c 2a z 

Pelo teorema da bissetriz interna em AABC: 

BD CD BD+CD a 1 c 
— = — = ——=—=- > BD-- 

c b b+c b+c 2 2 
Aplicando o teorema da bissetriz interna em AABD: 

V3be 
AL DI. AL+DI O > _ vV3be 
> E = 13 
с c/2 T c 2с 3 
2 2 


Desde que AP = AI então P = I, implicando que OI L AD. 


r e A 
etcicios  / 


de Yestibulat 


1) (Fuvest-95) A, B e C sáo pontos de 
uma circunferência de raio 3 cm, AB = 
BC e o ângulo ZABC mede 30º. 

a) Calcule, em em, o comprimento do 
segmento AC. 

b) Calcule. em em”, a área do triângulo 
ABC. 


2) (Unitor-2000) Na figura abaixo tem-se 
o triângulo ABC, inscrito em um semi- 
circulo de centro O e raio de medida 4 


cm. 
A 


B О C 
A razão entre as áreas dos triángulos 
ABO е АОС, nessa ordem. é 
а) 2/3 b)3/4 c)4/5 а) 5/6 e)l 
3) (Unicamp-99) Sejam 4, В е C pontos 
de uma circunferéncia tais que AB=2 
km, BC-1 km e a medida do ángulo 
ABC seja de 135º. 
a) Calcule o raio dessa circunferência. 
b) Calcule a área do triângulo АВС. 


4) (FGV-2010) Em um triângulo ABC, o 
lado AC e a mediatriz de BC se 
interceptam no ponto D, sendo que BD é 
bissetriz do ángulo ABC. Se AD = 9ст 
e DC = 7cm, a área do triángulo ABD, 
em cm”, é 


а) 12 b)14 c)21 d)28 e) 1445. 


5) (UECE-2012) A medida do perímetro 
do triángulo retángulo cujas medidas dos 


inscrita € 
circunscrita são respectivamente 2m e 
6. 5m é 
a)2lm. b)24m. c)28m. d)30m. 

6) (UECE-2015) Sejam х,у,е z as 
medidas dos lados do triángulo XYZ c R 
a medida do raio da circunferéncia 
circunscrita ao triángulo. Se o produto 


dos senos dos ángulos internos do 


iia M. " - 
triángulo é ;— , então o valor de k é 
R 


a) 0,500 b) 0,250 с) 0,125 d) 1,000 


7) (Colégio Naval-88) Um triângulo 
retângulo de perimetro 2p está inscrito 
num circulo de raio R e circunscrito a um 
circulo de raio r. Uma expressão que dá a 
altura relativa à hipotenusa do triângulo 
e 
a) PL 
R 


R p 


8) (Colégio Naval-2003) Se os lados de 
um triángulo medem, respectivamente 
3x, dx e 5x, em que x é um número 
inteiro positivo, então a distância entre os 


centros dos círculos inscrito e 
circunscrito a esse triángulo corresponde 
a. 

5x x Js I-42k 
a) — b) Ан с) OS 

4 2 3 

5x - 
d) - e) xJ2 


9) (Colégio Naval-2014) Seja ABC um 
triângulo  acutángulo e  "L" a 
circunferéncia circunscrita ao triángulo. 
De um ponto Q (diferente de A e de C) 
sobre o menor arco AC de “L” sào 
tracadas perpendiculares às retas suportes 
dos lados do triángulo. Considere M, N e 


P os pés das perpendiculares sobre os 
lados AB, AC e BC, respectivamente. 
Tomando MN = 12 e PN = 16, qual ¿a 
razáo entre as áreas dos triángulos BMN 
e BNP? 


10) (Colégio Naval-2015) Seja ABC um 
triángulo retángulo de hipotenusa 26 e 
perimetro 60. A razão entre a área do 
circulo inscrito e do circulo circunscrito 
nesse triángulo é. aproximadamente: 


4)0.053  b)0.055 c) 0,075 
0) 0.095 е) 0.105 
Il)  (Ciaba-2010) Um triángulo 


obtusangulo ABC tem 18 cm de 
perimetro e as medidas de seus lados 
lormam uma progressão aritmética 
crescente (AB, AC. BC). Os raios das 
cireunlerencias inscrita e circunscrita a 
esse triângulo medem, respectivamente, г 
z АЕ сє 
sen À Xr) e senB 2 2 Е х 
4 10 
então о produto r.R. em env, é igual a 


35 — 
aT D) 6/6 е) 33/15 


e R. Se 


| 
ye с)! 
3 


12) (AFA-2006) Um triángulo retángulo 
está circunscrito a um círculo de raio 15 
m e inscrito em um círculo de raio 37.5 
m. A área deste triángulo, em m, mede: 
а) 350 6) 750 c)1050 d)1350 


13) (ITA-85) Considere um triángulo 
isósceles inscrito em uma circunferência. 
Se a base e a altura deste triángulo 


— Р eM сў>, — as 


72 
medem 8 cm. então o raio desta 
circunferéncia mede: 
а)3 ет b)4em c)5cm 
d)6cm e) 342 em 


14) (ITA-91) Um triángulo. ABC esta 
inscrito num circulo de raio 243. Sejam 
а. b с c os lados opostos aos ângulos A, B 
e C respectivamente. Sabendo que a 
2/3 e (A. B. C) é uma progressio 
aritmética, podemos afirmar que: 


а) С = 443 e А = 30° 

Ы) С= 34/3 e А = 30° 

с) В=6 е CRP 

d)B23 e С= 90 

e) n.d.a. 

13) (ITA-94) Um triangulo ABC. 


retângulo em A, possui área S. Se y = 
ДАВС еге о raio da circunferencia 
circunscrita a este triângulo, então: 

a) S = r'cos (2x) b) 5 = rsen (2x) 
c) S = [rsen(23)2. d) S= [rcosx]2 
e) S = [rsen'x]2 


16) (ITA-2008) Um triángulo acutángulo 

de vértices A. B с C está inscrito numa 

; -- "Wo 

circunferência de raio ——. Sabe-se que 
P 

AB mede 24/5 e BC mede 24 


Determine a área do triángulo ABC. 


E 


2 


17) (ITA-2016) Um triângulo está 
inscrito numa circunferência de raio lem. 
O seu maior lado mede 2cm e sua área é 
de 


A 
y 


| 
c) += 


y2 


пә 


18) (IME-2009) Os raios dos círculos 
circunseritos aos triángulos ABD e ACD 
de um losango ABCD são. 
respectivamente. 25/2 e 25. A área do 
losango ABCD é 

a) 100 b) 200 c) 300 d) 400 e) 500 


Exercícios -~ 
Gerais Lx 

19) Os lados de um triángulo sáo 4, 13 e 

15. Se r ¿o raio da circunferência inscrita 

c R é о raio da circunferência 

circunscrita, calcule o valor de R/r. 

а)5 b)6 c)65/12 4) 13/2 e) 39/20 


20) Provar que em um triángulo 
retangulo a soma dos lados é igual a 
soma dos diàmetros dos círculos inscritos 
€ circunscritos no triángulo. 


21) Demonstrar que a soma dos 
diámetros dos círculos inscrito e 
circunscrito de qualquer triángulo ABC é 
igual a a.cotg À + b.cotg B + c.cotg C. 


22) Considere um triângulo cquilátero 
ABC e um ponto M em seu interior. A 
partir de M lraçam-se três retas 
perpendiculares aos lados do triângulo 
ABC. Estas retas encontram os lados 


BC. CA e AB. do triángulo nos pontos 


D. E. F. respectivamente. Sabendo-se 
MF ME MD 

que: -— = —— = —— € que o raio da 
2 3 5 


circunferência circunscrita ao triângulo 
ABC € igual a 20 metros. calcule a área 
do triangulo DEF. 


23) ^ ceviana AQ do triângulo equilátero 
ABC ¿ prolongada encontrando о 


circuncirculo em P. Mostre que 
| | І 
— + — — 


PB PC PQ 


24) Os lados de um triângulo estão em 
progressão aritmética, a e a” sendo. 
respectivamente, o menor e maior dos 
lados; r c R os raios dos circulos inscrito 


e circunscrito. Prove que 6Rr = aa”. 


25) Em um triângulo ABC com 
circuncentro O, AB = AC, Dé o ponto 
médio dc AB с E é o baricentro do 


triángulo ACD. Prove que OE é 
perpendicular a CD. 
A 
D E 
o! 
B [o 


26) Em um triángulo POR, PQ = PR =a 
e QR = 2b. Determine a distância entre o 
baricentro e o circuncentro do triángulo. 


27) Demonstre as seguintes relações 
trigonométricas em um triángulo ABC: 


э А 2 B ‚С 
cos” COS" - cos 2 
? > 2 р 
а)-——=—+-—=—+——== = 
а b C abc 
b) A Б E Жалый 
э) cos — + cos? cos” — = 2: —: 
2 2 2 2R 
l : B > T 
— — OS ==p+> 
с) a.cos” j "eus е 5 | R 
" 
d) sen —.sen —.sen — = — ; 
2 2 2 4R 
) А Ш Рта Es 
e 5—.COS—. —=— 
iid 2 B 2 2R 


4 


f) sen A.sen B.sen C = — ; 
2R- 
2) cot B- cot A = Lar : 
25 
h) cot A A cod EB. Se. 
4S 
Lof 


ij a.cos A + b.cos B + с.соѕ С = 


Exercícios Gc.-. 


de (Olimpiada 


28) (AIME-2003) ABCD é um losango. 
Os raios das circunferências circunscritas 
de AABD e AACD são 12.5 e 25. 
Determine a área do losango. 


29) (Wisconsin-98) No diagrama, AP é 
uma altura de AABC e um ponto Q é 
escolhido no lado BC tal que ZBAQ = 
ZCAP. Mostre que a reta AQ passa pelo 
circuncentro de AABC. 


30) (Wisconsin-2002) Suponha que O é o 
circuncirculo de um triângulo isósceles 
ABC, onde AB = AC. Mostre que a reta 
AC é tangente ao circuncirculo de 
AAOB. 


31) (Hong Kong-2004) A proporção 
entre os lados de um triángulo, que está 
inscrito em uma circunferência de raio 


REA é 3:5:7. Determine a área do 
triângulo. 


32) (Africa do Sul-95) ABC é um 
triángulo com ZA > ZC e D é um ponto 
sobre o lado BC tal que ZBAD = ZACB 
As mediatrizes de AD е CD intersectam- 
se no ponto E. Prove que ZBAE = 90". 


33) (Polónia-92) Os segmentos AC e BD 
intersectam-se em P. e [РАЈ = ¡PD ¡PRI 
IPC]. O é o circuncentro do triangulo 
PAB. Mostre que OP e CD 
perpendiculares. 


são 


34) (Torneio das Cidades-92) O c o 
excentro relativo ао angulo À em um 


mângulo ABC. Mostre que о 
circuncentro de AABO pertence ao 


circuncirculo de AABC. 


35) (Torneio das Cidades-95) Seja O o 
circuncentro do triângulo ABC. As retas 
CA e CB encontram o circuncirculo de 
AAOB novamente em D e k, 
respectivamente. Prove que CO e DE são 
perpendiculares. 


36) (Cabri-2000) Scja ABC um triângulo 
com AC = 2.BC. Sejam M c N os pontos 
médios de AB e BC respectivamente. 
Achar todos os triángulos ABC para os 
quais a mediatriz de MB e a de NC se 
cortam sobre AC. 


37) (Cabri-98) Dado um triângulo ABC, 
seja P um ponto em AC. Sejam O, e O: 
os circuncentros dos triángulos .1BP e 
PBC respectivamente. Provar que os 
ângulos ABC e O,PO; medem o mesmo. 


d 
E 


38) (Cabri-97) Em um triangulo tracam- 
se os segmentos que unem cada vértice 


com o incentro. As très mediatrizes 
destes segmentos determinam um 


tiângulo. Provar que este triângulo está 
inscrito ao circuncirculo do triângulo 
original. 

39) (Alberta High School-98) Em um 
triangulo ABC. AB = AC. A mediatriz de 
AB passa pelo ponto médio de BC. Se o 


1042 cm. 


comprimento de AC é 
determine a área de ABC. 


40) (Wisconsin-97) Seja | o incentro do 
AABC. Mostre que o centro do círculo 
circunscrito do ABIC perience ao círculo 
circunscrito ao AABC. 


11) ( Wisconsin-2000) Em uma 

circunferência, a corda AB é traçada e 
um ponto C da circunferência é 
selecionado (no menor arco AB) de 
modo que sua a distância à corda seja 4. 
Se CA = 6 e CB = 10, determine o 
diâmetro da circunferência. 


42) (Rússia-98) Em um triângulo 
acutàngulo ABC. seja S a circunferência 
S circunscrita ao triángulo OBC, onde O 
é 0 circuncentro de ARC. Sejam D e E os 
segundos pontos de intersecáo de S com 
as retas AB e AC, respectivamente. 
Prove que ADKE é um paralelogramo. 


43) (AIME-2002) O triangulo ABC 
possu AB = 24. O prolongamento da 
mediana CE encontra o circuncírculo em 
F. Sabendo-se que CE = 27 e AD = 18, 
determine a área de ЛАВЕ. 


44) (Bielorússia-2001) Em um triângulo 


isóscules ABC. no qual AB = AC е 


—— ~~a 73 x 


ZBAC = 30". marcam-se os pontos Q e 
P sobre o lado AB c sobre a mediana AD 
respectivamente, de modo que PC = PQ 
(О + B). Determine a medida do ángulo 
ZPQC. 


45) (Uruguai-2003) Dado um segmento 
AB. tomamos P na mediatriz de AB tal 
que P є AB. Ѕеја C o ponto interior a 
AB tal que С não pertence à mediatriz de 
AB. Demonstrar que o raio da 
circunferência circunscrita ao triângulo 
APC é igual ao raio da circunferência 
circunscrita a BPC. 


46) (Índia-96) Os lados de um triângulo 
são três inteiros consecutivos e o raio da 
circunferência inscrita vale 4. Determine 
o valor do raio do circuncirculo. 


47) (OBM-94) Seja R o raio da 
circunferência circunscrita, r o raio da 
circunferéncia inscrita е p 0 
scmipcrímetro do triangulo ABC. Prove 
que o triángulo ABC é retàngulo se, e 
somente se 2R = p-r. 


48) (Bielorússia-2012) Seja I o incentro 
dc AABC. O prolongamento de Al 
intersecta o circuncirculo de AABC no 
ponto D. O circuncirculo de ACFI 
intersecta Bl nos pontos | с K. Prove que 
BK = CK. 


49) (Maio-2011) No triángulo retángulo 
ABC. tal que AB = AC, M é o ponto 
médio de BC. Seja P um ponto sabre a 
mediatriz de AC que pertence ao semi 
plano determinado por BC que não 
contém A. As retas CP e AM se cortam 
em Q. Calcular o ângulo que formam AP 
e BQ. 


Altura e Ortocentro 


11.1) DEFINIÇÃO: “Altura é o segmento de reta que parte de um vértice e é 
perpendicular ao lado oposto do triángulo". 


11.2) TEOREMA: "As trés alturas de um triángulo concorrem em um ponto 
denonunado de ortocentro (H)." 

Demonstração: 

Como o ortocentro de um triángulo pode ser um ponto interno. externo ou sobre um 
lado do triángulo, vamos dividir a demonstração em 3 casos: 


1) Triángulo Acutángulo: 


C No AACF temos que: AF = АС.соѕ A 
D Analogamente: FB = BC.cos B. BD = AB.cos A 
DC = AC.cosC СЕ = ВС.соѕ С ЕА = ВА.соѕ A 
Portanto: 


AF BD CE  AC.cosA AB.cosB BC.cosC vi 
* E B Logo. pelo Teorema de Ceva. as alturas concorrem em 


um ponto H (ortocentro). 


2) Triángulo Retángulo: 


B 
Neste caso as alturas relativas aos vértices B e C coincidem 
" com os caletos AB e AC, lazendo com que o ortocentro 
н . . E ^ 
seja o vértice do ángulo reto. 
ha 
A h, C 


3) Triangulo Obtusángulo: 
i Relativamente ao triângulo ABC. tracemos as alturas 
relativas aos vertices A e C, que se encontram no ponto H. 
Consideremos agora о AACH. Como CD L AIT e AE + СИ. 
então B é encontro de duas alturas de AACH. Como o AACII 
é acutângulo. então suas très alturas são concorrentes. ou 
A <= Bm seja. B ¿o ortocentro de SAACH, implicando que BH L AC. 
Desta forma a altura do AABC relativa ao vértice B também 
passa por II. 


- "^, TE 
li еи - 


+ 


11.3) COMPRIMENTO DA ALTURA 
Sabe-se que a área de um triângulo ABC pode ser escrita pelas relações: 
y she Dd. _ eh, _ V pip -aXp- bXp- c) 
S us Aa uS те p(p-aXp-bXp-c) 
Assim, seguc que: 


24 (p—aXp-— bip -c)p 


à a 

d 2J(p - aXp — bXp- c)p 
b 7 b 

p 2 24 (p - aXp - Xp ор 
е c 


11.4) TEOREMA: "Se H é o ortocentro de um triángulo acutángulo ABC, entáo 
AH = BC.cotg À.” 
Demonstração: 
AAHF: AF = AH.cos (90° - B) > AF=AHsenB 


hi 
D AACF: АЕ = АС.соѕ А = AC.cosA = AH.sen B 
E Lei dos Senos em AABC: AC.sen A = BC.sen B 
Portanto: BC sem cos A = All.senB = 
sen A 
\ V n 


AH = BC.cotg A 


11.5) TEOREMA: “O circuncentro de um triángulo AABC coincide com o ortocentro 
de seu triangulo medial." 
Demonstração: 


Sejam M, N e Pos pontos médios de AABC. 

Como PN || BC então a mediatriz de BC é 
perpendicular a PN, ou scja, é a altura relativa a PN 
do triángulo medial. Da mesma forma, as mediatrizes 
de AB e AC sào as outras duas alturas de AMNP. 


11.6) DEFINICAO: Triángulo Órtico é o triángulo formado pelos pés das alturas de 
um triángulo acutángulo ABC. 


11.6.1) Teorema: “Se ADEF é o triángulo órtico de um triángulo AABC (D e BC, E 
€ AC eF e АВ). então ACDE, ABDF e AAFF são semelhantes a AABC." 
Demonstração: 


C Como ZADB = 90" e ДАГВ = 90" então AFDB e 
D inscritivel | fazendo com que: 

£BDE = 180" - Z¿BAC => АИС) = АВАС 
Como ZFCD=ZACD então ZCED = АВС => 
ACDE - AABC. 
Analogamente ZAFE = ZBED = ZACB. ZAET = 

\ г в “АВС e ZBDF = АВАС. implicando que АЛГ e 
ZBDF são semelhantes a AABC. 


11.6.2) Teorema: “As alturas de um triángulo acutángulo AABC são as bissetrizes de 
seu triángulo órtico." 

Demonstração: 

Note que ЕСОН é inseritível > ZEDH= ZECH=90"- ZBAC. 

Como ОВЕН também é inscritível => ZFDII=ZFBH=90"-ZBAC > 

ZEDH = /ЕОН = altura AD é a bissetriz do ângulo ZEDF. 

Analogamente pode-se demonstrar que: 

ZDEH = ZFEH = 90" - В е ZEFH = ZDFH = 90" - C. 


11.6.3) Teorema: “Em um triángulo acutángulo ABC, tome os pontos D e BC, E € 
AC eF e AB. Dentre todos os triángulos DEF possíveis, o triángulo órtico de ABC é 
0 que possui perímetro mínimo." 

Demonstração: 


C 


Para cada ponto D є BC vamos determinar as posições de E e F para que о perímetro 
de ADEF seja mínimo. Tracemos AD e seja a = ZBADe B= ZDAC. 

Agora trace o segmento AD' de modo que ZBAD' = « e AD' = AD. Analogamente, 
trace AD” de modo que ZCAD" = f e AD" = AD. 

Finalmente trace D'D”, chamando de X a interseção de D'D” com AB e Y a 
interseção de D'D" com AC. 

Perceba agora que AAD'X = AADX. ou seja. XD = XD". 

Analogamente. AAD"Y = AADY > ҮР = YD". 
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Note agora que AADD' é isósceles e AB é a bissetriz relativa à base DD”, ou seja, 
AB L DD'. 
Analogamente temos que AC L DD". Assim, AEDD' e AFDD” também são isósceles. 
Como XD = XD' e YD = YD” entáo o perímetro de ADXY é igual ao comprimento 
do segmento DD“. 
Como a menor distáncia entre dois pontos é uma linha reta, entáo 

pare = DE + EF + FD = ED' + EF + FD" > D'D". 
ou seja, o perímetro de ADEF vai ser minimo quando E = X. F = Y e D'D” for 
minimo. 
Na verdade, repare que, para todas as construcóes possiveis, o ángulo ZD'AD" = 
(а + b) = 2A é constante quando variamos о ponto D através do segmento ВС. 
Por outro lado, como AAD'D" é isósceles, temos que D'D" = 2AD/tg A. Como A é 
constante. então D'D” é minimo quando AD é minimo. Evidentemente, AD é minimo 
quando D ¿o pé da altura relativa ao vértice A. 
Fazendo o mesmo raciocinio fixando E e F, encontramos que estes também devem ser 
pés das alturas de AARC. 


Portanto, ADEF possui perimetro minimo quando for o triângulo órtico de ААВС. 


1.7) RETA DE EULER: "Em um triángulo ABC o baricentro (G), o circuncentro 
O) e o ortocentro (H) estáo alinhados e pertencem a uma reta denominada reta de 
uler. Além disso HG = 2GO." 

Demonstração: 

A Inicialmente tracemos a altura relativa ao 
vértice A, a mediana relativa ao vértice 
A e a mediatriz do segmento BC. H 
representa o ortocentro e O o 
circuncentro do AABC. 

Trace o segmento OH e seja W a 
intersecáo de OH com a mediana relativa 
ao vértice A. 

Como H é o ortocentro do AABC entáo 
BH é a altura relativa ao vértice B, ou 
seja. BH 1 AC. 

Como M e N sáo os pontos médios, 
respectivamente. dos lados BC e AC, então MN || AB e AB = 2.MN. 

Observe agora os triángulos AAHB c AMON. 

Note que: AH Пом. ВН ПОМ e MNIIAB. 

Desde que dois triángulos que possuem todos os lados paralclos são semelhantes, 


então AATIB ~ AMON: AH. BH AB „ > AH=2.0M 
OM ON MN 


Repare agora nos triângulos ЛАПА e AMOW. Como ZIIAW = ZOMW = 
ZAWII = ZMWO =u, então temos que AATIW ~ AMOW. Portanto: 
AW MW AM 
WM WO OM 
Uma vez que W é o ponto da mediana AM tal que AW = 2.WM então М è 
necessariamente o baricentro do triángulo AABC. Assim. W = G. fazendo com que O. 
G e H estejam alinhados. 

Da expressão HW = 2.WO concluímos que HG = 2.GO 


=2 > AW=2WM e HW=2W0O 


11.8) TEOREMA: Em todo triângulo ABC de ortocentro H c o circuncentro O tem-se 
ОН? =9R? - (а? + b? + с?) 
onde a = BC, b = AC, c = AB e R ёо сігсипгаіо. 


Demonstração: 
4 Pela Lei dos senos: 
a = 2Rsen A, b=2Rsen Вес = 2Rsen C 
H» Sabe-se que ZHAC = 90° – C 
Além disso ZOAC = 90°- B 
ò Portanto: ZHAO = |ZHAC ~ ZOAC| = [B - Cl] 
33 "EE. ic A distáncia de A ao ortocentro é dada por: 


AH = a.cotg A = 2R.sen A.cotg A = 2R.cos A 
Aplicando a lei dos cossenos em AAOH: 

OH? = AH? + AQ! - 2AH.AO.cos |B - C] = 

= 4R°cos A + R? - 4R'cos A.cos (B - C) = 

= SR? — AR!sen!A - ARI cos (B + C).cos (B- C) - 
=$R°- 4R'[sen"A = cos (B + C).cos (B- С)] 

Desenvolvendo o termo cos (B + C).cos (B-C): 

cos (B + C).cos (B — C) ~ (cos B.cos C - sen B.sen CX (cos B.cos C + sen B.sen C) - 
= cos! В.соѕ C - sen! B.sen! C = (1— sen? B)(1 —sen' C) ~ sen" B.sen C = 

= | - sen? B m sen” E 

Assim: OH = SR” -4R! [sen A- cos (B+ С). cos (B - eS = 

= 5R? КУУГА — | + sem B + sen "C)= ӘК? - AR (sei "'A- I + sen B = sen'C) 
Aplicando a Lei dos senos: ОН? = 9R! — (a? + b? + c?) 
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11.9) CÍRCULO DOS NOVE PONTOS: Em um triángulo. os pontos médios dos 
lados. os pés das alturas c os pontos médios dos segmentos que ligam o ortocentro aos 
vértices pertencem a uma mesma circunferencia. 

Demonstracio: 

Na figura. A", B’ e С” são os pontos 
médios dos lados de AABC. Uma 
vez que A'B' é base média de 
AABC, А`В` // AB. Portanto, o 
quadrilátero A'B'C'F é um trapézio. 
B'C' é base média dc ДАВС, assim 
B'C' = BC/2. Como A'F é mediana 
com relação à hipotenusa do 
triângulo retângulo BCF, AF = 
BC/2. Assim, concluímos que B'C' 
= A'F c assim temos que A/'B'C'T é 
um trapézio isósceles, e como todo 
trapézio isósceles é inscritivel, os 
pontos A”, В’, C' e F pertencem a 
uma mesma circunferência, 
Analogamente pode-se demonstrar 
que os quadriláteros A'B'C'D e А`В`С`Е são trapézios isósceles. 

Assim, os seis pontos A`, B', C', D. E e F pertencem a uma mesma circunferência. 
Sendo П o ortocentro de AARC, seja M o ponto médio de CIT. Deste modo, B'M е 
base média de AACH, ou seja. B'M // AH ou BUM // AD. Desde que B'C' é base 
média de AABC. B"C” // BC. Desta forma, como ZADC é um ángulo reto então 
ZMB'C' è também um ángulo reto. Assim. concluimos que MB'C'F é um 
quadrilátero inscritivel, implicando que M pertence à circunferência que passa pelos 
pontos B`, C’ c F. Analogamente, definindo L с К como os pontos médios de BH e 
AH. respectivamente, pode-se demonstrar que os quadriláteros B'EA'L e A'DKB' são 
inscritíveis. Uma vez que por três pontos náo-alinhados passa somente uma 
circunferencia, conclui-se que os nove pontos A^, B^, С`, D. E, F. К. Le M pertencem 
a uma mesma circunferencia. 


11.9.1) Teorema: O centro do círculo dos nove pontos é o ponto médio do segmento 
que liga o ortocentro ao circuncentro. 

Demonstração: 

Observe que AMC'F é um triángulo retângulo (ângulo reto em F) inscrito no círculo 
dos nove pontos, fazendo com que MC” seja seus diámetro. Assim, o ponto N, médio 
de MC”. é o centro do círculo dos nove pontos. Seja R o ponto ondc o prolongamento 
de AO intersecta o circuncirculo de AABC em К. 


temm 


OC” é base média de AARB. assim OC" // RB. Como AARB é um triângulo inscrito 
em uma semi-circunferéncia de dimetro AR. temos que ZABR e um ángulo reto. 
Desde que RB e CF são perpendiculares a AB, então RB / CF. Analogamente BE / 
CR, onde concluímos que o CRBH é um paralelogramo, dai RB = CH. 

Temos também que OC? = RB/2 (OC" é base média de AARB). 

Assim, ОС’ = CH/2 = MH, onde temos que OC'HM é um paralelogramo (um par de 
lados congruentes e paralelos). Já que as diagonais de um paralelogramo intersectam 
em seus respectivos pontos médios, chegamos à conclusáo que o ponto médio de MC”. 
ponto N, é também ponto médio de OH. 


11.9.2) Teorema: O comprimento do raio do círculo dos nove pontos é metade do 
comprimento do raio do circuncírculo. 

Demonstração: 

Na figura, observa-se que MN é base média de AOHC. Assim, MN = OC/2. 


Exemplos: 


1) (Escola Naval-99) O triângulo ABC é retângulo em A e o ángulo C mede 20º. O 
ângulo formado pela altura e a mediana relativa á hipotenusa é: 

а) 10%  b)30 с) 40° d)50% е) 60° 

Sulução: 

Seja M o pé da mediana relativa a A e Po pé da altura 
relativa a A. Como AABC é retângulo em À então existe 
uma circunferência com diâmetro BC que circunscreve 
AABC. Como M é o ponto médio de BC, então M é o 
centro desta circunferéncia. 

Como ZACB é o ángulo inscrito correspondente ao 
ângulo central ZAMB, temos que ZAMB = 2(ZACB)= 40º. 

Como ЛАМР é retângulo: АМАР = 90° - ZAMD = 50º. 


2) Calcule o comprimento da maior altura do triângulo de lados 5. 6 e 7. 

Solução: 

Suponha que a = 5, b = бес = 7. Como a.h, = b.h, = c.h, então as alturas possuem 
comprimento inversamente proporcionais aos lados do triángulo. Assim. a maior 
altura é referente ao menos lado. No nosso caso a maior altura é h,. 
lp=at+tb+e=5+6+7=18 > p=9 > p-a-4.p-b-23cp-c-2 


Assim: 5 = /p(p=aXp=bXp=cXp=4)= 94.3.2 = 6/6 


5 2 
ah, ne 5. a ud 124/6 
2 2 ' 5 


Desta forma; S= 


3) (Colégio Naval-86) Dois lados de um triángulo medem 4 cm e 6 cm e a altura 
relativa ao terceiro lado mede 3 em. O perimetro do circulo circunscrito ao triângulo 
mede 

a) dicm  b)6ncm c)êrem d)l2xcn с) Iórem 


Solução: 

N E: - ^ 
Considere a figura onde b = 6 cm. с= 4 ст e h,=3 ст. 
leualando duas expressões conhecidas para o cálculo da área de 

4 6 a.h a.b.c bc 6.4 
AARC: а = > Rz = ——= 4 ст. 
2 4.R з. 3 
H " € O valor do perímetro é então: P = 276 = 2.7.4 = 8л cm 


4) (Colégio Naval-96) No triángulo ABC, retângulo em A, da figura, AB = c, AC =b, 
AM =2 All ¿a altura relativa ao lado BC. Qual é a área do triángulo АПМ? 


a) LUE b) e M 
bac br +c 
be” d) bie? A 
b^ ec Vb? +e? 
be 
e) EU E 
Jb? +67 B c 
Solução: 
M Pelas relações métricas em AABC: 
b * 
АНа=һс = АН=——==—=——= 
Jb? tC 


AH h be” 
> Һ +e” 
Portanto, a área de AAHM vale: 


AM.h be 
S мим uu 2 S 5ллим E 


ЛАНМ ~ ACBA: 


B H С 


5) (ITA-84) Num triángulo isósceles, а razào entre а altura referente à base e esta ё 


1+ 42 


aasad b)a=m2 с) а= п/3 d)a=n/6 е) пао temos dados suficientes 
para determiná-los 
Solução: 


. Sobre o ángulo a oposto à base, podemos afirmar que: 


: h о 1+ Ya Р u 
/\ Pelo enunciado — = -—— Assim: cot 3 =— =]+ Ja. 
a 2 a 


cota / 2)-1 _@+/2)9-1_ 24242 
2.co(u/2) — 20442) 30442) 


Como cota = 


a = n/4 


6) (IME-65) Calcule os lados de um triângulo conhecendo as alturas h, = 1/9, hy, = 1/7 
eh. = 1/4. 


Solução: 
= 27, T е go He — 4 NE e ece2S 
< 2 2 2 
| А 05 JS 
. a+b+e 2 9 2 
E O = RR 
9S TS Nya 3.45. 
li) Sz J/p(ip-aXp- bXp-c)= ss(ss- S (55-22 (55-25) 355 x 
2.45 
5=——, 
5 
Assim: ERE p 25 e MESE 


$ 15 Ls. 


7) (ITA-2014) Considere o triângulo ABC retângulo em A. Sejam AE e AD a altura 
e a mediana relativa à hipotenusa BC, respectivamente. Se a medida BE é (м2 =) 


em e a medida de AD é lem, então AC mede, em cm, 
А) 442-5 B)3-V2 C)V6-2/2 D)s42-) Е) 34/44/25 
Sulugáo: 


2 Como a mediana relativa à hipotenusa é igual 


à metade da hipotenusa. segue que a = 2. 


Assim. СО = le xz2- NEN 
AABE: e? = hà +(/2-1)? (1) 
AACE: bzh'«(3-42)y (2) 
Somando as equações (1) e (2): 

b! «c! 22h? 43-242 «11-642 
4-2h!414-8/2 > h'z4j2-5 


Substituindo em (2): I? = 4/2 -5+1 ERD = bs J6- 2/2 


$) (ITA-2013) Em um triângulo de vértices A, B e С, a altura, a bissetriz e a mediana, 
relativamente ao vértice С, dividem o ângulo ВСА em quatro ângulos iguais. 5с Léa 
medida do lado oposto ao vértice C, calcule: 

(а) À medida da mediana em função de L. 

(b) Os ângulos CAB, ABC e ВСА. 


Solução: 
a) Pela construção tem-se que AH = HP =x. 


Assim, AACP é isósceles, ou seja, СР = CA =b. 
Teorema da Bissetriz em AABC: 


2х L-2x b L 
Еч > x= — (1) 
b a a+b2 
Teorema da Bissetriz em ACBP: 
oa L 
дег a- b)L 
2 = 2 > ш = 2ах (2) 
А + Н x Pr2-2 М 2 B b a j 2 E 
Usando (1): шан eae => 
2 a+b 


?f23ba-b 20 > a=b(V2+1) (3) 
EJ 
4 


Substituindo (3) em (2): x = 


: | ; X 
l'eorema da Bissetriz cm ACHM: ra - 
1 m 


m У = 


5 (5) 


Pitágoras em ACHM: m? =b + (L/2 ху (6) 


Usando a equação (4) segue que h = 


; mè [Liz L 
Aplicando (4) e (3) em (6) tem-se que: mel! M | > ne 
0 


b) Note que ABCM é isósceles. implicando que ZCBA = 

Por outro lado, como ZBCH = 30 tem-se que 

ZCBA = 90° - 30 = Ө = 90° - 30 > 0=22,5º 

Assim, os ângulos de AARC são ZCAB = 67,5%, LARC = 22,5? e ZBCA = 90º, 


A A КОЗЕ ЕРЕ 


—- > 


9) (Colégio Naval-96) Considerando a figura abaixo. o triângulo ABC de lados AB = 
З. AC = 10 c BC = 12 e scja Н o scu ortocentro. As retas que passam por Ac H, Be 
H. C e H interscctam o círculo circunscrito ao triângulo nos pontos F, E c D, 
respectivamente. A área do hexágono de vértice A, D. B, F.C e E é igual a: 

n + 


а) 304/7 
b) 18/7 
с) 80 
d) 70 
e) 65 


Solução: 

Inicialmente podemos observar que. devido a dclimitares o mesmo arco de 
circunferência, os ângulos inscritos ZBCF e ZBAF = 90º – B são iguais. Como 
“НСВ = 90º - B então ZBCF = ZHCB (1). 

Analogamente temos que ZCBF = 90º — C = ZHBC (2). De (1). (2) e do segmento 
BC comum, temos que ABCH = ABCF. Analogamente, podemos demonstrar que 
AACH = AACE e AABH = ЛАВР. 

Desta forma. a área do hexágono ADBFCE é igual ao dobro da área do triângulo 
ABC. Portanto: 

Paane 2:85 10919 e 15 > Sainnrer 724/135(05-8Y15-10Y15-12) = 3047. 


^ 


10) (IME-2015) Num triángulo ABC isósceles, com ángulos iguais em B e C, o seu 
incentro | se encontra no ponto médio do segmento de reta que unc o seu ortocentro H 
a seu baricentro G. O segmento de reta AG é menor que o segmento de reta AH. Os 
comprimentos dos segmentos de reta HI e IG são iguais a d. Determine o perimetro e a 
área desse triángulo em funcáo de d. 


Solução: 
A 


Sejam: 

P: pé da altura de A 

D: ponto de tangência do incirculo com AB 
BC = 2a 

AC-AB-b 

Ө = ZBAP = ZPCH 

r: rato do incirculo 

Como a distância do | ao lado BC é igual a r segue que 
HP =r-d. 

Como AG = 2PG tem-se que AG = 2r + 2d 
Observando AABP e ACPH: 


É 
É 


ko 


E 
ЕЗ 
5, ] 
E: 


tg8= 2 “за. xo gua a (1) 
3r +34 a 
TERT 2 2 
— — -d 
Assim, em ACHP: tg” he WU e лс y E (2) 
CP а? 3(17-d%) 3(r+d) 
No AADI: 
2 ә + 2_ 2 ^ " d 
sen 0 = => pelos НН у шын. 
2r+3d (2r *3d)* (2r - 3d) (2r 4 3d) 
?г = 2 
3(r - 3d)(r +d) 


Substituindo os valores calculados em (2) e (3) na relação trigonométrica 1 + le” O = 
sec” Ө: 

r-d _ (2r+3d) 2(2г+4) — (2r+3d — 
dca Ma ^ foedo Fesp 7 


2Qr + dir + 3d) = (2r + 3d) > 41?+ 12га + 9d! = 4г + 14га + 6а > 


1+ 


> d 
4=34? > => (4) 
A 2 2 15d7 15d 
ssim. (4) em (1): a = 5(r 07) s > а = AE 
| sd 

A altura H de AABC é dada por: М=3(г+4) > H= EN 
Pitágoras em AACP: b» a! + H? > Ь= 24/154 
Portanto: 2p = 2a + 2b =5/15d e S=a.H= EE 
11) Num ДАВС, retângulo em A, traça-se a altura AD. Demonstrar que, se г, rj, r» são 


os raios das circunferências inscritas, respectivamente, nos triângulos AABC. AABD e 
AACD, teremos: 12 = гу? + 1. 
Solução: 
A Inicialmente vamos demonstrar que se dois 
triângulos são semelhantes, então a razão entre os 
inraios é igual à razão de semclhança. Sejam х, y, 2 
os lados de AYYZ e u, v, w os lados de AUVW. 
х у 7 


Se AXYZ ~ AUVW > —===—=К. 
u v w 


E Puvw "m "(ч +у+ (т бы 


EN 


: | 
жй 


T! Bh 


«t 


CA Ph А — 2 РУОР. — 
ka (uk + v.k + м К), " KE SPP 
(U+ V №), Гоху Mivw 


AABC ~ ADBA ~ ADAC = BC:BA:AC=r:nin => a:c:b=r:r,:r. 
Teorema de Pitágoras: 


12) Em um triângulo isósceles ABC são dadas a altura h. a base a e o raio r do circulo 


TER 2ra? 
inscrito. Pede-se demonstrar que: h = ———., 
2 o 4 2 
a r 
Solução: 
A 
Como ЛАРС ~ AAQO => ac - ae 


PC QO 


2 4 
yhè+(a/ h-r _ Ptg rr 
Мп stas? a/2 CE" "e E: 

4 


4h h7 2h jh h 2 
pila lo Geo 
a” r^ r a” (C o 
2 
‹ | 4 2 2га 
Ш -— | == > h=— 
pgs r a^ - 4г- 


13) (OBM-84 banco) Scja P um ponto interior ao triángulo ABC. Considere as 

perpendiculares Xa. Xp, x, baixadas de P sobre os lados a. b, c respectivamente. Sejam 

ha hy ho as alturas relativas aos lados a. b. c. respectivamente. Prove que 
p 


E Ке. X. 
a mê +=] 
h, ha, h 
Solução: 
È A área de AABC pode ser calculada, em função de ho. 
lin c h.. de três maneiras: 
Ба a.h - b.h, " ch. | 
| 2 2 2 


Pode-sc também calcular a árca de AABC dividindo 
sua superficie em trés triángulos menores (APBC, 
APAC e APAB) e somando suas áreas: Sanc = Spruce + 
Srac + Sman > 


7979 Телтору ^e eremum рерна fo mt 
fe 1 "S 5, 


SE. Sad cu a.x bx, CX. Е X, X X 
LUE 4 DAC + А8 — ior 5 a к=] > b A IU. 
Shoe Cape amo ah, bh, ch h, h, h 


12) Considere que h, c hy sáo as alturas relativas aos vértices A c B, respectivamente, 
de um triángulo AABC. Determine entre que valores pode variar o comprimento da 
altura relativa ao vértice C. 


Solução: 
ds 28 25 25 
Inicialmente lembremos que а = —, b=— ec=—, 
de h, c 
Pelas condicóes da existéncia de um triángulo: 
` 2S 2S _ 2S h,.h 
l)atb»c > ——4—»— > h > — 
h, h, h, h,+h, 
"S 25. 2S. 2S h..h 
Da+rc>b > D+>>— > h, < ——— 
h, h, hp h, -h, 
а 25. . 29. 25 n om 
ii)b*c»a > ——4.—»— > h < 0—0 
hs h d bp sli 
Como nào sabemos quem é maior entre h, e hy, então o intervalo de variação de h, ё 
h,.h h,.h 
= <h, «|——- |. 
+1, h,- hya 


14) (OBM-2001) No triángulo АВС, a mediana e a altura relativas ao vértice. 4 
dividem o ángulo BAC em trés ángulos de mesma medida. Determine as medidas dos 
ângulos do triángulo ABC. 
Solução: 
A Inicialmente repare que o = 90º — 0. Note que em 
(До AAPM temos que ZAMP = 90? — Ө, ou seja. 
ZAMP=a => AABMéisósceles > 
AP é mediatriz de BM > ВР = РМ = МС/2. 
A PS Em AAPM temos que AM é bissetriz de ZPAC. 
B p M c Aplicando o Teorema da bissetriz: 
AP PM | 
AG ME 3 


Por outro lado, em AAPM temos que: cos(20) = АР = 


: > 230-60" > 


0-30 > ZA-290? ZB=60% А/С = 30° 


77 TIMER cer ss O as TE 
P. . ] 


13) (Olimpiada da Hungria-97) Sejam a. b e c os lados. M,. Mp. m, os comprimentos 
das alturas e da, dp, d, as distâncias dos vértices ao ortocentro em um triángulo ABC 
acutângulo. Prove que т.а, +m, dp +m,d, = IM 

Solução: 

Sejam D. E, F os pés das alturas de A, B. C 
respectivamente e seja H o ortocentro de AABC. 
Como AACD - AAHE: 

a = aD т.а, = AE.b 

АС АЕ 
Analogamente temos que AABD ~ AAHF: 


—=— > md, = AF 


AH A 
ЛЕБ + AF. 
Somando estas duas expressóes de m,d, obtemos: m,d, = DO. 


Analogamente podemos demonstrar que: 


BF. р | > 
m, d, = Зпе+Вра é тй, = sn 
Portanto: 7 p 


16) (Olimpiada da Rússia-70) ABC é um triángulo com incentro I. M é o ponto médio 
de BC. IM corta a altura AH em E. Mostre que AE = г, onde r č о raio da 
circunferencia inscrita em ABC. 


Solução: 
^ Aplicando o Teorema dc Pitágoras em AABH с 
Д AACH: 
. 2 > 
i) x? + (hy = с" 
h n 3. 3 y 
c ii)(a-x) + (h) = 6° => 
М э 1 ~ 
а` – Зах + х" + (h) b > 
ana. 48 
3 ә a tc —O 
B x HP M C a'-2ax*c!'- b! > x= E 


Seja P o ponto sobre BC de modo que IP L BC. 
Como | é o incentro de AABC então IP = ге BP = p — b. Igualando duas fórmulas 
para o cálculo da área de AABC: 


^ 


i d 


a 


РІА. té! , 
poep 


i cipio абаа - hoa e 
2 2 a 
E uk 
5 h, - AE Е 
Note que ЛЕНМ ~ AIPM = MN LIO pe =. ed 
IP PM r a 
5 P~b) 
a ato uo 
(a*brcr par 2- ой q а-а? с? +? a b _ О +е) e 
a a a c b a(b—c) a(b—c) a 
2 X x wb а 
pg=ltatb+e) rb+e) r(atbsc- b- edo 
a a a 


17) (Olimpiada da Austrália-93) Em um triángulo acutângulo ABC, sejam D, E e F os 


pés das alturas tiradas desde A, B e C, respectivamente, e H o ortocentro. Prove que 
AH BH CH. 


AD BE CR 
Solugáo: 
a Sane + Suuc + Ѕснл = Sano > 
р S ань + mue y Sena - y 
Sanc Sane Sane 
А ABHF BCHD ACHE 
9 9 
2 2 2 wd 
A » ABCF BCAD ACBE ^ 
2 2 2 
HF, HD, HE CF-CH AD-AH BE-BH 
elm = 4 —— qe] 
s AD' BE CF AD BE 
Ww: MN MET Nm M 
AD BE CF AD BE СТ” 


MET 


ercícios um. f 


de Vestibular 


1) (UFPE-95) Seja ABC um triângulo tal 
que AB=BC=5cm e AC = 8 cm. 
Quanto vale. em mm. a altura deste 
triangulo com relacáo ao lado AC? 


2) (Unifor-99) Na figura abaixo. o 
triângulo MAU є isósceles com os lados 
MU e MA congruentes e o ángulo 
AMU medindo 40". 


T MEN 
Sendo AH uma altura e Al a bissetriz de 
MÀU. a medida de ПАТ é 
4)15" 51235 с)35° d)45* 2) 60º 

3) (UECE-2009) No triângulo EYZ, o 
ángulo а = YÉZ é tal que sen a = 0,6. Se 
| é um ponto do lado EZ (entre E e Z), tal 
que o ángulo YÍZ é igual a 2a c se a 
medida do segmento EI é 50 m, entáo a 
medida, em metros, da altura do triángulo 
EYZ relativa ao lado EZ é 
A)42. B)44. C)46. D)48. 

4) (Unb-78) Considere as afirmações: 

1 - Se num triángulo a altura relativa a 
um lado coincide com a bissetriz do 
ángulo oposto a ele, o triángulo é 
necessariamente isósceles. 

II - Num triângulo isósceles qualquer, as 
três medianas são necessariamente 
iguais. 


2. rada 
Ш = Se um triángulo tem duas alturas 


Eun 


edo —— „В 


iguais, então ele é necessariamente 
eqüilátero. 

Pode-se afirmar que: 

а) I ell são corretas. III é falsa. 

b) todas sáo falsas. 

c) I é correta. Il c Ш são falsas. 


d) n.d.a. 


5) (Fuvest-79) Num triângulo isósceles, 


de área 346 . a altura relativa à base é o 
triplo do diámetro da circunteréncia 
inscrita. Ache o raio dessa circunferéncia. 


6) (Fuvest-79) Num triângulo isósceles 
um ángulo 4 mede 100º. Qual o ángulo 
formado pelas alturas que náo passam 
pelo vértice A? 


7) (Insper-2007) No triángulo da figura 


ao lado. inicialmente a base mede a 
centimetros e a altura mede b 
centimetros. Considere que sejam 


adicionados x centimetros à basc c 
subtraidos x centimetros da altura, sendo 
-a<x<b. 


E nr acd Ий 2 

ә 
О valor de x рага o qual a área do novo 
triángulo formado é a maior possivel é 


b)-b yin 


aja 


d) a-b 
2 2 


8) (Fuvest-97) Considere um triángulo 
ABC tal que a altura BH seja interna ao 
triángulo e os ângulos BAH e 
HBC sejam congruentes. 

a) Determine a medida do ángulo ABC. 
b) Calcule a medida de AC. sabendo que 
AB = 4 cm e a razão entre as áreas dos 
triangulos ABH e BCH é igual a 2. 


9) (Fuvest-2004) Um triángulo ABC tem 
lados de comprimentos AB = 5, ВС = 4 е 
AC - 2. Sejan M e N os pontos de AB 
tais que CM é а bissetriz relativa ao 
ángulo ACB e CN é a altura relativa ao 


lado AB. Determinar o comprimento de 
MN. 


10) (Fuvest-2014) Uma circunferéncia de 

raio 3 cm está inscrita no triángulo 
isósccles ABC, no qual AB = AC. A 
ltura relativa ao lado BC mede 8 cm. O 
omprimento de BC é, portanto, igual a 
i)24cem Б) 13 ст с) 12 ст 

d) 9 cm с) 7 cm 


11) (FGV-2009) No triángulo ABC, AB 
= 13, BC = 14, CA = 15, M é ponto 
médio de AB, e H é o pé da altura do 
triángulo ABC do vértice A até a base 
BC. 


A 
й f N, 
/ E 
M/ È 
1 | . 
/ . ` * 
/ N ^ : x 


Nas condições dadas. o perímetro do 
triángulo ВМИ é igual a 
A)16. B)17. C)18. D)19. ENZO. 


12) (Colépio Naval-85) O número de 
triángulos de perimetro igual a 19 e uma 
das alturas igual a 4. inscritivel num 
circulo de raio 5, e cujos lados tem 
medidas expressas por números inteiros 
é: 

a)l b)2 €)3 d)4 œ)5 
13) (Colégio Naval-87) No triângulo 
ABC, tem-se ВС= а e a altura AH = h. 
O lado do triángulo equilátero DEF 


inscrito em ABC tal que DEé paralelo a 
BC, é dado pela expressáo: 
2ah 


a) 
aJ5 + 2h 


b) ah 


I 
2ay3 + h V 


14) (Colégio Naval-86) O triângulo 
ABC da ligura abaixo tem área S. A área 
da região hachurada é, em função de S: 
Dados: 
AB=BC=2AC 
BH é a altura 
Аре a bissetriz 
do angulo A 


"uM „а 

Ene нЕ ) pee — 

15 T 18 
75 5 

disce ad. 

3o "m5 


-U 

15) (Colégio Naval-95) Considere um 
triângulo ABC de lados AB = 8, AC = 
10 c BC = 12 e scja Н o seu ortocentro. 
Às retas que passam por AeH, Вен, C 
e H intersectam o círculo circunscrito ao 
triángulo nos pontos F, E e D. 
respectivamente. A área do hexágono dc 
vértice A, 0. B, F, C e E é igual a: 


4304/7 b)184/7 c)80 d)70 e)65 


16) (Colégio Naval-2008) Num triángulo 
acutângulo qualquer ABC, os pontos D, 
E e F são, respectivamente, os pés das 
alturas AD. BE e CF. Traçam-se, a partir 
dc D. as semi- retas DE с DF. Uma reta r 
passa por A. intersectando a semi-reta 
DE em G e a semi-reta DF em H. 
Qualquer que seja a reta r. pode-se 
afirmar quc: 

a) AG:AH = DG:DH 

b) EG : DE = FH: DF 

c) DG:DH = РЕ: DF 

d) AG:GE = AH: HF 

c) DE:AG = DF:AH 


17) (Colégio Naval-2010) Em um 
triángulo retângulo ABC, BD é a 
bissetriz interna relativa ao cateto maior 
AC e AH é a altura relativa à hipotenusa 
BC. Se o ponto | é a intersecção entre BD 


BH 
e AH, pode-se afirmar que HE, 
med (IH) 
igual a: 
med(BC) med(BC) 
med(AH) med(AD) 
,j PESO) med(AD) 
À (Ср) med(At) 
¿y med(AD) 


“ еа (тт) 1) 


18) (Colégio Naval-2010) Sendo: ha. hn. 


e hc as medidas das alturas; m4. ma e me 
as medidas das medianas: c ba. by c Б, as 
medidas das bissetrizes internas de um 
triangulo ABC. analise as afirmativas a 
seguir. 

| - O triángulo formado pelos segmentos 
lho Im e lhe é semelhante ao 
triângulo ABC. 

II - O triângulo formado pelos segmentos 


Ima lmy e l/mc é semelhante ao 
triángulo ABC. 
Ш - O triângulo formado pelos 


segmentos I/b, l/b, e 1/bc é semelhante 
ao triángulo ABC. 

Pode-se concluir que 

a) apenas I é sempre verdadeira. 

b) apenas II é sempre verdadeira. 

c) apenas [I] é sempre verdadeira. 

d) I, Пе HIT são sempre verdadeira. 

e) I. Пе HI são sempre falsas. 


19) (Colégio Naval-2011) Em um. 
triángulo acutángulo nào eqiiilátero. os 
três pontos notáveis (ortocentro, 
circuncentro c baricentro) — estão 
alinhados.Dados que a distância entre o 
ortocentro e o cireuncentro é ‘k` pode-se 
concluir que a distância entre o 
circuncentro e o baricentro sera. 


Sk 4k dk k 
Y Ea dir ds e) 


о | 


20) (Colégio Naval-2014) Sabe-se que o 
ortocentro H de um triângulo ABC é 
interior ao triángulo e seja Q o pé da 
altura relativa ao lado BC. Prolongando 
BQ até o ponto P sobre a circunferência 
circunscrita ao triángulo, sabendo-se que 
ВО = 12 e HQ = 4. qual é o valor de ОР? 
a1i8 b)6 c)5.5 di45 cs 


p 
e. 


21) (Colégio Naval-2015) Considere que 
ABC è um triângulo acutângulo inscrito 
em uma circunferência L. A altura 
tragada do vértice B intersecta L no ponto 
D. Sabendo-se que AD = 4 e BC = 8, 
calcule o raio de L e assinale a opção 


correta. 
a)2/10  b)44Y10 е) 2/5 
d) 44/5 еу зо 


22) (Colégio Naval-2016) Qual а medida 
da maior altura de um triángulo de lados 
3.4e 5? 

4)1275 b)3 c)4 d)5 с)20/3 


23) (Colégio Naval-2016) Seja ABC um 
triangulo de lados medindo 8, 10 e 12. 
Sejan M, N c P os pés das alturas 
'racadas dos vértices sobre os lados desse 
iàngulo. Sendo assim, o raio do círculo 
reunscrito ao triângulo MNP é 


"ew "Pu E 
PENIS 
7 7 


24) (Escola Naval-99) O triángulo ABC é 
retângulo em A e o ángulo C mede 20°. 
O ángulo formado pela altura e a 
mediana relativa á hipotenusa é: 

a) 10º b) 30° c) 40° d) 50° e) 60? 


25) (ITA-2000) Considere a 
circunferência inscrita num triângulo 
isósceles com base 6 cm e altura de 4 cm. 
Seja г a reta tangente a esta 
circunferência e paralela à base do 
triângulo. O segmento de t compreendido 
entre os lados do triângulo mede: 

a) | cm b)l.5cm с) 2 em 

d)2,5cm е) 3 ст 


n—————— 
Past; wJÍ Mi ri? 


26) (Ciaba-2010) Um triángulo isósceles - i 


ABC, com lados AB = AC e base BC, 
possui a medida da altura relativa à base 
igual a medida da base acrescida de dois 
metros. Sabendo que o perímetro do 
triángulo é igual a 36 metros, pode-se 
afirmar que sua base mede 

a)8m b)9m с) 10 т 4) 11те) 12 m 


27) (IME-69) Um triángulo de perímetro 
igual a 15 metros, lados em progressáo 
aritmética, tem a bissetriz externa do 


[675 


metros. 


ángulo À = 120" medindo 


Calcule a altura em relação ao lado “a”. 


28) (IME-83) Em um triângulo ABC dá- 
se o ângulo A, o raio do círculo ex- 
inscrito r, (relativo ao ángulo A) e a 
altura h, (relativa ao lado a). Deduza as 
expressões de a, b.c e de b + c, em 
função dos elementos dados. 


29) (IME-2013) Seja um triángulo ABC. 
AH é a altura relativa de BC, com H 
localizado entre В e C. Seja BM a 
mediana relativa de AC. Sabendo que 
BH = AM = 4, a soma dos possíveis 
valores inteiros de BM é 
(A) 11 (B)13 (C)I8 (D)21 (E)26 
Exercícios TA 
Gerais e. 


30) Sejam um triángulo ABC. retângulo 
em A, a altura AD e a perpendicular DE 
a AB. Demonstrar que AD! = AC.DE. 


or^) ns EN 
Tou А 


31) Dado um AABC retàngulo em A, AD 
a altura, E c F as projeções de D sobre 
AC e AB, provar que AC. A 

AB?! BE 
32) As (гёз alturas (AF, BE e CD) de um 
triángulo ABC acutángulo cortam-se no 
ortocentro H. Sobre АВ traca-se um 
triángulo retângulo com vértice L do 
ángulo reto sobre a perpendicular CD. 
Provar que DL” = DH.DC. 


33) Seja ABC um triângulo acutángulo. 
Prove que se duas alturas de ABC tem 
mesma medida então ABC e isósceles. 


34) Seja M o ortocentro de um triângulo 
ABC e N o ponto simétrico de M em 
relação ao ponto médio de AB. Prove que 
ZACM = ZBCN. 


38) As alturas AL, BM e CN de um 
triángulo ABC são prolongadas até 
encontrar o circuncirculo em L', М' е №. 
: AL' BM' CN' 
Prove que — + —— + —— = 
AL BM CN 
M 


36) Se P é um ponto da altura AN de 
AABC, se ZPBA = 20°, se ZPBC = 40º e 
se ZPCB = 30º. determine o valor de 
ZPCA. 


eee meda у-ро" 
YI X 


nara. 


37) Na figura abaixo. BD é bissetriz de 


ZB c AE é um altura. F é a interscção de 
BDcAE.ScFfE=4,BF=5.FD=5c 
AF = 6. qual a área de ABC. 


/ A 
^ 
y x v 
fo A 
iut | y N 


38) Prove que os comprimentos das 
alturas de um triângulo satisfazem a 
seguinte equação: 

2Rx' — (p! + + 46г)х> + 4p rx – 4p'r = 
0. onde R é o circunraio, r o inraio e po 
semi-perímetro. 


39) D ¿o pé da altura de A com relação a 
BC no triángulo ABC. Prove que: 
DA? + DB! + DC? + DH! = 4R' 


40) Em um triángulo ABC, AD. BE e CF 
sáo as alturas. Determine o produto 
AD.BC e AB.AC = 409,6 e BE.CF = 
202.5. 


41) Os comprimentos das três alturas de 
um triângulo são 12, 15 e 20. Qual a área 
do triángulo? 


42) No triángulo ABC. a altura desde A 
corta a circunferéncia circunscrita em T. 
O diàmetro da circunferéncia circunscrita 
que passa por A c a reta OT (O. 
circuncentro) cortam o lado BC em Q e 
М, respectivamente. Demonstrar que 


> “им 
Ti e é 


B 


= 


pure] lime) + onde D representa a 
] cos 
área. 


43) Determine a razáo entre os lados de 
um triángulo se, somando duas alturas 
em todas as manciras possíveis, as somas 
estão na razão 5:7:8. 


44) Em um triângulo ABC, ZA = 45" е 
ZB = 75". A altura desde A intersecta BC 
em D e a altura desde С intersecta AB 
em F. A projecáo perpendicular de F em 
relação ao lado AC é G. Prove que AG = 
GD. 


45) Seja AABC um triángulo retángulo 

com ángulo reto em C. Denotemos as 

alturas relativas aos lados BC, CA e AB 

por ha hh e h, respectivamente. Se 
hi =h¿+h?. determine a relagáo entre 
3 lados do triángulo. 


b Dado um triángulo ABC de área S, 
considere que D, E e F sáo seus pés das 
alturas. Prove que, sendo a = BC, b = CA 
е с= AB, a área de ADEF é: 

(-a? +b? +c Ya - b? e c?ya? +b" =с2)5 

4а?Ь°с? 


47) Trés círculos de raio 1 passam por 
um mesmo ponto P e, além de P, 
intersectam-se aos pares nos pontos A, B 
e C. Prove que P é o ortocentro de AABC 
e o circunraio de AABC é 1. 


48) Se ha, hp e h, são as alturas de ABC, 
prove que 

cos A cosB | cosC | l 

h, h, h. R 


гии? 


UT Mey) 
LH ҮТ ТЫ 


etcicios Qo. ms 
de суон ас 


49) (AHSME-64) Os lados de um 
triángulo possuem comprimentos 13, 14 
e 15. As alturas do triángulo encontra no 
ponto H. Se AD é a altura do lado de 
comprimento 14, então a razão HD/HA é 


a) 3/11 b) 5/11 c) 1/2 

d) 2/5 е) 25/33 

50) (OBM-98) Em um triángulo 
acutángulo ABC o ângulo interno de 


vértice 4 mede 30". Os pontos B, e С, 
são us pés das alturas traçadas por Be C, 
respectivamente е os pontos B> e С» são 


médios dos lados 4C е AB, 
respectivamente. Mostre que 05 
segmentos BIC, e BC são 


perpendiculares. 


51) (OBM-2000) No triângulo ABC 
representado ao lado, a medida do ângulo 
C é 60? e a bissetriz do ángulo ¿ forma 
70? com a altura relativa ao vértice 4. A 
medida do ángulo А é: 

B 4 


C 


а) 50° b)30? с) 40° d)80? е) 70° 


52) (OBM-2004) Sejam H, / e O o 
ortocentro, o incentro e o circuncentro do 
triángulo ABC, respectivamente. A reta 
СІ corta o circuncirculo de ABC no ponto 
L, distinto de C. Sabe-se que АВ = IL e 
AH = OH. Determine os ángulos do 
triángulo ABC. 


fefacantrg С^ 
4 


53) (Rio de Janeiro-98) Os pontos C e D 
estão em um semi-circunferência de 
diametro AB como mostra a figura 


abaixo: 


^ B 

Os pontos C e D podem mover-sc sobre a 
semi-circunferéncia, mas o arco CD é 
sempre igual a 70º. a) Explique por que a 
reta EF e sempre perpendicular a AB. b) 
Calcule os ángulos AEB е AFB. c) 
Determine o conjunto das posições 
assumidas pelo ponto E quando os pontos 
С e D se movem sobre a semi- 
circunferência. 


54) (Espirito Santo-99) Num triângulo 
retângulo ABC, com ângulo reto em A, 
M é o ponto médio da hipotenusa BC, H 
é o pé da perpendicular baixada do 
vértice À sobre BC e J é o ponto onde a 
bissetriz do ángulo A encontra BC. 
Sabendo-se que HJ = 3 e que JM = 5, 
calcule BC. 


33) (Goiás-99) Seja ABC um triângulo 
qualquer c AH a altura cm relação ao 
lado BC. Sejam М, e M; os pontos 
medios dos lados AB е АС 
respectivamente. Mostre que o ângulo 
МПМ, é igual ao ângulo А. 


56) (Pará-2001) Um triângulo ABC é tal 
que АВАС = 90". Tracam-se a mediana 
AM, a bissetriz AK e a altura AH. Prove 
que АМАК = ZKÀH. 


— —— A a mm am, t = -nam 
TH, 


, 


57) (Alberta High School-95) Em um 


triángulo ABC. a altura relativa ao 
vértice A encontra BC em D ec a altura 
relativa ao vértice B encontra AD em H. 
Se AD = 4, BD = 3 e CD = 2. determine 
o comprimento ПР. 


58) (Torneio Internacional das Cidades- 
85) Em um triângulo ABC a mediana 
relativa ao vértice Á. a altura relativa ao 
vértice Be a bissetriz relativa ao vertice 
C são concorrentes em um ponto O. 
Sabe-se tambem que ОВ = OC. Prove 
que ABC é um triângulo equilátero. 


59) (Torneio Internacional das Cidades- 
87) O ángulo A de um triângulo 
acutângulo ABC é igual a 60º. Prove que 
a bissetriz de um dos ângulos formados 
pelas alturas traçadas de B e C passa pelo 
circuncentro de ABC. 


60) (Torneio Internacional das Cidades- 
88) Seja N o ortocentro do triángulo 
ABC. Prove que os circulos circunscritos 
aos triângulos ABN, ACN е BCN 
possuem mesmo raio. 


61) (Croácia-2001) A partir dos pontos 
médios dos lados de um triângulo 
acutángulo sáo tracadas perpendiculares 
aos outros dois lados. Mostre que a área 
do  hexágono definido por esses 
segmentos é igual à metade da área do 
triángulo. 


62) (Argentina-96) O triángulo ABC tem 
АВ = 2042,BC=28 e ZABC = 135". Se 
H é o pé da altura traçada desde A e M é 


o ponto médio de 4C. calcular a medida 
de HM. 


63) (Buenos Aires-97) No triángulo 
acutàngulo ВС, o lado BC mede 17 ст; 
o lado AC mede 25 cm c a altura 
correspondente ao lado AB mede 15 cm. 
Quanto mede a altura / correspondente 
ao lado 4C? 


64) (Cabri-99) Sejà ABC um triángulo, 
seja M o ponto médio de АВ e seja P o 
ponto médio de CM. Sabendo que CM = 
AB e que РА = | e PB = 2. Achar o 
comprimento da altura relativa ao vértice 
C do triângulo ABC. 


65) (Cabri-99) Seja 4BC um triângulo 
acutângulo e sejam D e É os pés das 
alturas desde 4 e B respectivamente. 
Sabendo que DE = 3 e AB = 5 achar a 
soma das áreas dos triângulos DEA e 
DEB. 


6) (Seletiva Argentina Cone Sul-97) 
seja ABC um triângulo acutângulo e CD 
a altura correspondente ao vértice C. Se 
M é o ponto médio de BC e N ¿o ponto 
médio de AD, calcular MN sabendo que 
AB=8eCD=6. 


67) (Seletiva Argentina Cone Sul-2001) 
Seja ABC um triángulo retángulo em C. 
Consideram-se D na hipotenusa AB tal 
que CD é a altura do triángulo e E no 
cateto BC tal que AE é bissetriz do 
ângulo 4. Se F é o ponto de interseção de 
AE c CD, c G é o ponto de intersecáo de 
ED e BF. demonstrar que área (CEGF) = 
área (BDG). 


68) (Espanha-2002) Em um triângulo 


ABC, А’ é o pé da altura relativa ao 
vértice A e ff o ortocentro. Dado um 


£ 


número real positivo k tal que —— =k, 

HA 
encontrar a relação entre os ângulos B e 
C em função de k. 


69) (Espanha-2003) As alturas do 
triángulo acutángulo ABC se cortam no 
ponto //. Sabe-se que AB = CH. 
Determinar o valor do ângulo ZBCA. 


70) (Bulgária-98) Em um triângulo 
acutângulo AABC com ZBAC = 45º, BE 
(E e AC) e CF (F e AB) são alturas. 
Seja Н, M c K o ortocentro de ABC e os 


pontos médios de BC е AH, 
respectivamente. 

a) Prove que o quadrilátero МЕКЕ é um 
quadrado. 


b) Prove que as diagonais do quadrilátero 
МЕКЕ intersecta o ponto médio de OH, 
onde O é o circuncentro de AABC. 
c) Determine o comprimento de EF 
quando o circunraio de AABC é 1. 


71) (Suécia-88) Os lados de um triángulo 
possuem comprimentos « > b > c, e as 
correspondentes alturas possuem 
comprimentos h,, h, e he. Mostre que u + 
h> b+h,> cethe 


72) (Noruega-99) Em um triângulo 
retângulo de perimetro 60 a altura é 12. 
A hipotenusa vale: 

a)24 b)25 c)26 d)27 e)28 

73) (Macedónia-97) Seja AH, BK e CL 
sáo as alturas de um triángulo qualquer 
ABC. Prove que: 

AK.BL.CH = AL.BH.CK = HK.KL.LH 


74) (Rússia-70) ABC é um triángulo com 
incentro Т. M é o ponto médio de ВС. IM 


2n 


«d 


corta a altura АН em E. Mostre que AE = 


r, onde r é o raio da circunferéncia 
inscrita em ABC. 


75) (Austrália-89) Suponha que BP e CQ 
sejam as bissetrizes dos ángulos B e C de 
um triángulo ABC c suponha que AH e 
AK são perpendiculares de A em relação 
a BP e CQ, respectivamente. Prove que 
KH é paralelo a BC. 


76) (Cone Sul-92) Em um triângulo 
ABC, seja E o pé da altura de A sobre 
BC. Demonstrar que AE = (beM2R). 
onde R é o raio da circunferência 
circunscrita, b = AC e c = АВ. 


77) (Cone Sul-2003) No triángulo 
acutângulo АВС, os pontos А. G e M 
encontram-se sobre o lado AC. de modo 
que АН, AG e AM são altura. bissetriz e 
mediana do triángulo, respectivamente. 
Sabe-se que //G = GM, АВ = 10е AC = 
14. Determinar a área do triángulo ABC. 


78) (Iberoamericana-88) As medidas dos 
lados de um triângulo estão em 
progressão aritmética e os comprimentos 
das alturas do mesmo triângulo também 
estão еп progressão aritmética. 
Demonstre que o triângulo é eqüilátero. 


79) (Iberoamericana banco) Seja o 
triángulo ABC tal que BC = 2 e AB > 
AC. Traçamos a altura AH. a mediana 
AM e a bissetriz interna Al. Sáo dados 
MI 22- {5 e MH = 1/2. 

a) Calcule AB? — АС? c a razão dos lados 
AB e AC. 

b) Determine os comprimentos de AB e 
AC. 

c) Caleular os ángulos do triángulo ABC. 


m туче Cw om e 


, pem » 


80) (AIME-93) Um “triángulo ABC 


possui AB = 1995, BC = 1995 e CA = 
1994. CX é uma altura. Determine a 
distáncia entre os pontos de tangencia 
dos incirculos de AACX e ABCX com a 
reta CX. 


81) (Bulgária-97) Os pontos C e M são 
dados no plano. Seja H o ortocentro de 
AABC tal que M é o ponto médio de AB. 
Prove que CH.CD = [АМ? — СМ, onde 
D e АВеСр 1 AB. 


82) (Polónia-86) ABC é um triángulo. Os 
pés das perpendiculares desde B e C até a 
bissetriz de A são K e L. 
respectivamente. N é o ponto médio de 
BC e AM é uma altura. Mostre que K. L. 
NeM sáo conciclicos. 


83) (Torneio das Cidades-95) P é um 
ponto sobre o ladu AB de um triangulo 
ABC. Determine a distância entre os 
ortocentros de AAPC e ACPB em termos 
do lado AB e do ángulo ZCPA. 


84) (АНЅМЕ-54) Um triângulo retângulo 
ABC com hipotenusa AB possui lado AC 
= 15. A altura CH divide AB em dois 
segmentos AH с HB. com HB = 16. A 
área de AABC é: 

a) 120 b) 144 с) 150 d) 216 e) 14445 


85) (AIME-88) Em um triângulo ABC. 
te (ZCAB) = 227 e a altura relativa ao 
vértice A divide BC em dois segmentos 


de comprimentos 3 e 17. Qual a área de 
AABC? 


86) (OBM-2011) O ángulo interno do 
vértice 4 de um triângulo acutângulo 


ABC mede 75 graus. A altura relativa ao 
vertice .Í toca o lado ВС no ponto D. As 
distâncias de D ao vértice B c ao 
ortocentro do triángulo são ambas iguais 
a 10 cm. Qual ¿a área do triângulo ABC. 
aproximada para o inteiro mais próximo? 


Se necessário, use v3 2 1,732. 


87) (OBM-2006) No triángulo АВС tem- 
se 4B = 4. 4C = 3 e o ángulo ВАС mede 
60". Seja Do ponto de intersecção entre a 
reta perpendicular a AB passando por В с 
a reta perpendicular a AC passando por 
C. Determine a distância entre os 
ortocentros dos triángulos 4BC e BCD. 


88) (OBM-2013) Pode-se provar que 
num triângulo acutângulo ABC, о 
triangulo DEF com D, E e F sobre os 
lados BC. CA e AB respectivamente com 
perimetro minimo é obtido quando D. Ee 
F são as interseções das alturas com os 
lados. Tal triângulo é o triángulo órtico 
de ABC. Se AB I3, ВС = 14 с СА = 15, 
о perímetro de seu triángulo órtico pode 
ser escrito na forma - com a e b inteiros 
) 


primos entre si. Determine o valor de a + 
b. 


89) (Africa do Sul-2012) Seja ABC um 
triangulo tal que AB # AC. Sejam H seu 
ortocentro, O seu circuncentro e D o 
ponto medio de BC. Os prolongamentos 
de HD e AO encontram-se em P. Prove 
que AHP e ABC possuem o mesmo 
baricentro. 


90) (Inglaterra-2009) Seja ABC um 
triângulo acutàngulo com ZB = <C. Seja 
O circuncentro e H o ortocentro. Prove 


/ 


а é 2 , 
que o centro do circulo que passa pelos 
pontosB, O e H pertence à reta AB. 


91) (Taiwan Quizzes-20 14) Um triángulo 
possui lados a, b e c e alturas h,. hn e h 
Prove que: 


3 . 9 ? 
а | b c 
| [esee 
h, ha h, 
4 4 


92) (Seletiva Brasileira Cone Sul-94) 
Scja ABCD um quadrilátero inscritivel, 
M o ortocentro de ABC c N o ortocentro 
de ABD. Prove que MNDC é um 
paralelogramo. 


93) (Sharygin-2015) As alturas AA, c 
CC, de um triángulo ABC intersectam no 
ponto H. O ponto Ha é o simétrico de Н 
com relação a A. А reta НАС, encontra 
BC no ponto C'. O ponto A' é definido 
de forma similar. Provc que A'C' é 
paralelo a AC. 


94) (Bay Area-99) O triángulo ABC está 
inscrito cm uma circunferéncia de centro 
Oe ZACB = 120%, Se H é o ortocentro 
de AABC. prove que A. B. O e H 
pertencem a uma circunferência com 
centro no ponto médio do arco ACB. 


95) (Bay Arca-2013) Scja H o ortocentro 
de um triángulo acutángulo ABC. São 
traçados — trés circunferências: uma 
passando por A, B e П. outra passando 
por B. C e H e, finalmente, uma passando 
por C. A c Н. Prove que o triángulo cujos 
vértices são os centros das três 
circunferéncias é congruente ao triangulo 
ABC. 
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Áreae Relações Métricas nos Quadriláteros 


12.1) TEOREMA DE PTOLOMEU: “Num quadrilátero inscritível, o produto das 
diagonais é igual à soma dos produtos dos lados opostos”. 
1° Demonstração: 
A Sejam: 
AB=a, BC=b. CD=c. DA=d. АС=р e BD=q. 
Seja P o ponto sobre o BD tal que ZBAP = ZCAD. 


B А 
i Como AAPD ~ ЛАВС: => = й > PDp-2bd (l) 
р 
Сото AAPB ~ AADC: БЕ =) > BPp=ac (2) 
Cc p 
С Somando (1)e (2): p(PD + BP)= a.c + b.d > 
p.q 7 a.c + b.d 


2* Demonstração: 
Em AABD e ABCD temos q = a? + d'-2.4.d.cos Ae q^ = b tc * 2b.ccos À. 
(bc + ad)q? = (а? + d!)bc + (b° + cóad = (ab + cd)(ac = bd) > 
a ab * cd . 
= Таш (1) 


Analogamente: p^ = 


с |+ > 
а ds 
tcd 


Multiplicando (1) e (2) obtemos pq = ac + bd. 


12.1.1) Desigualdade de Ptolomeu: "Se ABC é um triángulo e P é um ponto de plano 
de AABC, entáo AB.CP + BC.AP 2 AC.BP. A igualdade ocorre se e Somente o 
quadrilátero ABCP é inscritível." 

Demonstracáo: 

Por P trace perpendiculares aos lados BC. AC e AB. 
intersectando estes lados nos pontos Aj, B, e С. 
respectivamente. 

Trace os segmentos de reta A,C;. А,В, e В.С. 

Como ZAC,P + ZAB,P = 90" + 90" = 180", então о 
quadrilátero AB,PC, é inscritivel, sendo AP um 
diámetro da circunferência circunscrita. 

Além do mais, ZPB,A = 180" – ZB,AC, = À. 
Aplicando Lei dos Senos em APB,C, temos que: 

sen A 


Da SR 


-€— dde aa HUN prapa #7 оні одо о. ЕВ a) 


Como sen A = Be «então BC, = BGAE. 
2R 2R 
2 2 
Analogamente, lemos que A,C, = ARE e AR = ABER 
2R 2R 


Como a menor distância entre dois pontos é em linha reta: AiR * RC 2 AIC, > 


AB.CP AP ‚ВР 
nd BOO S AG AB.CP + RC. AP > AC.BP 


— + 


^R В OR 


A igualdade ocorre se e somente se А.В, + В,С, = А.С. ou seja, se e somente 
se os pontos Ar B, e C, estão alinhados, fazendo com que esta reta seja uma Reta de 
Simson e o ponto P pertença ao circuncirculo de AABC. Assim, o quadrilátero ABCP 
€ inscritivel e a Desigualdade de Ptolomeu se transforma no Teorema de Ptolomeu. 

Perceba que a Desigualdade de Ptolomeu é um teorema bem mais geral que o 
Teorema de Ptolomeu. A Desigualdade de Ptolomeu permite descobrir se um 
quadrilitero ABCD é inscritivel diretamente a partir dos valores dos lados e diagonais. 
sem que seja necessário fazer uma análisc dos ângulos de ABCD. Para isto, basta que 
se verifique a igualdade AB.CD + BC.AD = AB.CD. Se por acaso ocorrer de AB.CP 
+ BC AP > AB.CP, então ABCD não é inscritivel. 


12.2) TEOREMA DE HIPARCO: “A razão das diagonais de um quadrilátero 
nscritivel é a razão entre as somas dos produtos dos lados que concorrem com as 
espectivas diagonais”. 
Demonstração: 

^ 


И Pela figura temos que Sanae + Ѕлолс = Saano + Sacro 
n D т 


a.b.p 4 c.d.p - a.d.q " b.c.q 


4R 4R 4R 4R 


p(a.b + с.а) = q(a.d + bc) > 


Perceba agora que. sendo dados os lados de um quadrilátero inscritivel. podemos 
calcular suas diagonais utilizando o Teorema de Ptolomeu e o Teorema de Hiparco. 
Do Teorema de Ptolomeu tiramos o produto das diagonais e do Teorema de Hiparco 
obtemos a razão das diagonais. Substituindo uma equação na outra calculamos seus 
valores. 


Exemplos: 


1) Determine os comprimentos das duas diagonais de um quadrilátero inscritivel cujos 
lados medem 6. 4, 5 e 3. respectivamente. 

Solução: 

Consideremos que: а= 6,6 = 4. с= 5 ед = 3. 

Aplicando o Teorema de Ptolomeu: p.q = a.c + 6.0 = 6.5 + 4.3 = 42. 


А еа А а. S445 3 39. 
Aplicando o Teorema de | liparco: LE BUE = Paz = 22 => ф= р. 
q abr+ed 64+53 39 38 
"e 39.р? 532 
Substituindo obtemos: >L = 42 > p= я 
38 13 
39. [819 


Como q= então а= ,|[——. 
V 19 


m 
3 


2) Prove, utilizando o Teorema de Ptolomeu, que se A e B são ángulos agudos. então 
sen (a + B) = sen a.cos В + sen B.cos a. 


Solução: 
S Vamos construir um quadrilátero ABCD inseritivel 
JE de modo que AC seja diâmetro e u = ZBCA ef = 
н 4 ZDCA. Desde que AABC e AADC são triângulos 


retángulos entáo: 
ZBAC =90"-ue ZDAC = 90" - |. 


Como ABCD é inseritivel entào: 
ZADB =u e ZABD = f. 
< Aplicando Lei dos Senos nos triângulos ХАВС, 
P. a b 


AADC e ABDC: = =2R. 
C sena cosa 

E A КЕНЕС ГУ 

sen]  cosp sen(a + f3) 


Pelo Teorema de Ptolomeu: p.q=a.c+bd > [2R.sen (a + B)]|2R] = 
= [2R.sen a][2R.cos B] + [2R.cos a][2R.sen В] > 
sen (a + (3) = sen a.cos B + sen (3.соѕ a. 

3) A ceviana AQ do triángulo equilátero ABC é prolongada encontrando o 
: ; | l 
circuncirculo em P. Mostre que — + — = —. 

PB РС РО 


Solução: 


«d 


77 
ілі g? 


amem e A = ———— Р AS TERT — — 
Pey M у; 7 


mento Мм A A mad 


Seja L o lado do occi AABC. КАН ndo o Teorema de 
Ptolomeu no quadrilátero inscritivel ABPC, temos que: 

PA.BC = АВ.РС + AC. BP > PAL=L.PC+L.BP => 

PA = PB + PC 

Como os ângulos inscritos ZAPC c ZABC compreendem os 
mesmo arco AC na circunferência. então ZAPC = ZABC = 60º. 
Analogamente. temos que LAPB = ZACB = 60º. 

Desta forma, podemos observar que ABQP - AACP = 


) ) 

UQ РВ > PRPC-pPODPA => PBPC-PO(PB +PC) > 
PC PA 

PBePC 1 Voo 

~ = — DD — + — = ——, 

PRPC PO PB PC PQ 


4) (IME-66) Em um círculo de 1042 ст de diâmetro temos duas cordas de 2 ст e 10 
em. Achar a corda do arco soma dos arcos das cordas anteriores. 

Solução: 

Sejam АВ = 2 cm e ВС = 10 cm as cordas. Trace o diâmetro 
BD e observe que AABD e ABCD são triângulos retângulos. 
Portanto: 

i) DA? = ВО ЛВ? = 200-4 = 196 => DA=14cm 

ii) CD = BD'-BC = 200 – 100 = 100 > СО = 10 ст 
Aplicando o Teorema de Ptolomeu em ABCD: 

AC.BD = ABCD + DA.BC = 


AC.1042 =2.10+14.10=160 > АС = 8/2 cm 


5) (IMIE-87) Sejam A, B, C. D, E os vértices de um pentágono regular inscrito num 
circulo e P um ponto qualquer sobre o arco BC. Unindo-se P а cada um dos vértices 
do pentágono, mostre que PA + PD = PB + PC + PE. 

Solução: 

Inicialmente notemos que em um pentágono regular 
ABCDE temos: AB=BC=CD=DE=EA e 
AC=AD=BD=BE=CE. 

Aplicando Ptolomeu em ABPC: 

PA.BC = AB.PC + РВ.АС (1) 

Aplicando Ptolomeu ст BPCD: 

PD.BC = CD.PB + PC.BD (2) 

Somando (1) c (2): 

BC(PA + PD) = AB(PB + PC) + AC(PB + PC) (3) 
Aplicando Ptolomeu em BPCE: 

PE.BC = CE.PB + ВЕ.РС > ВС.РЕ = АС(РВ + РС) (4) 


Substituindo (4) em (3): BCPA = PD) = AB(PB + PC) + BC.PE 
Como BC = AB = BC então PA + PD = PB + PC + PE. 


6) (IME-2004) Um quadrilátero convexo ABCD está inscrito em um circulo de 
diámetro d. Sabe-se que AB = BC =a, AD =d e CD = b. com a, b e d diferentes de 
zero. Demonstre que d! = bd + 2a*. 

Solução: 

Teorema de Pitágoras: Вр = уй? -а? e AC= Іа: -ь:. 

Teorema de Hiparco. 


AC _ BCCD + AB.AD EM AC abrad G аъ+аа а? +60 TT 
BD ABBC+ADCD BD a'«bd AC BD 

Teorema de Ptolomeu: 

ACBD=BC.AD+AB.CD > AC.BD - ad * a.b Sua =BD (2) 


Igualando (1) e (2) obtemos que: 
BD =a +b.d > d-a =a «bd > d'-b. «22! 


7) (Colégio Naval-88) Uma expressão que dá o lado do eneágono regular, em Tunção 
das diagonais a, b e c, com a < b < c, é: 
cab! 2: 42 R E Av 
"E "t b (E) JE >) 
a 


a a a 


a 


Considere o quadrilátero inseritivel desenhado ао lado, onde 
seus 4 vértices também são vértices do eneágono. Aplicando 
Teorema de Ptolomeu: 

3 


3 
c -b 


a 


ax+tbb=cc > x= 


8) (Olimpiada da Inglaterra-94) AP. AQ. AR e AS são cordas de uma duda 
circunferência com a propriedade que ZPAQ = ZQAR = ZRAS. Prove que AR(AP = 
AR) = AQ(AQ + AS). 

Solução: 


—€—^ORA———ÁÁ RE 
пло 12 Mies e Melscõos Métricas nas aratri starei 3 
ron PP bl Lich drid ФР АНЕ Д 0 EH ¿alos 


Como ZPAQ, ZQAR e ZRAS sáo angulos inscritos 
congruentes então as cordas por eles determinados também 
sáo congruentes: 

PQ = ОК =RS. 

Analogamente. como ZPAR = ZQAS então QS = PR. 
Aplicando o Teorema de Ptolomeu em AQRS: 

QS.AR = AS.QR + AQ.RS = AS.QR + AQQR > 
QS.AR = QR(AS + AQ) (1) 

Aplicando o Teorema de Ptolomeu em АРОК: 
PRAQ=APOR-ARPQ > QS.AQ=AP.OR+QRAR => 

QOS.AQ = QR(AP + AR) (2) 

Dividindo as equações (1) c (2) obtemos que AR(AP + AR) = AQ(AQ + AS). 


9) (Olimpiada Báltica-2001) Seja ABCD um paralelogramo. Uma circunferência 
passando por A encontra os segmentos AB, AC e AD nos pontos P. О e R. 
respectivamente. Prove que |APLIJAB| + [AR]. [AD] = JAQLIAC]. 

Solução: 

n © Trace os segmentos RQ. QP e RP. Considere os 
R/ n ângulos о. В. y e O definidos de acordo com a 
figura ao lado. 

Como APQR é inscritivel > у= e 0 = 0. 
Portanto. temos que ARQP ~ ЛАВС ~ ACDA: 
AC AB " AD (1) 

RP RQ PQ 
Aplicando o Teorema de Ptolomeu ст APQR: AQ.RP = RQ.AP + PQ.AR (2) 
Multiplicando cada termo da expressão (2) pelas razões da expressão (1) temos: 


A AB 
AQRP. ÂE = RQ.AP.— + рода AM > AQ.AC = АР.АВ + AR.AD 


RP RQ PQ 


12.3) AREA 
12.3.1) Quadrilátero Convexo Qualquer 


D 
Considere que AC =p e BD=q. 
Assim: S = Sar = Sree + Sepp + Sora => 
A e c a PAPDsena РА.РВ.ѕепи  PBPCsena  PC.PD.senu 
VW) S = AA PM 2AA«A«<— O sim = 
2 2 2 2 
s= (PA.PD + PA.PB + PB.PC + PC.PD)sena 
2 
S= (PA + POXPB + PD)sen с de p.q.sen a 
B 2 2 


12.3.2) Quadrilátero Convexo Circunscritível 


Sanco E Sai + Sue + Sem + Sm > 


S ar, da er dr (a+b+c+d)a Si 
ABCD > > 2*3 5 
Saco = р.г 


12.3.3) Quadrilátero Convexo Inscritível 
A Lei dos cossenos em ABD e CBD: 


2 тм BD'-a'-d'-2adeosA e BD'-b'-cg-2bosC 
Т p Como A+C=180" => cosC *-«0s A. 


* 3 + > 
Portanto: Б = c +2b.ccosÃ=a tdo -2udesA > 


2(a.d + b.c) 
Calculemos agora o valor de | = cos A: 


a^ «d'-b = +2ud+2be Н (u+ dy -(b-cy 


I+cosA = 
2(a.d + b.c) Mad + bc) 
: xe T3 P ES ARR 
аад fd eb cla+d+c—b) —(—— m с).2(р-Ы) 
2(a.d + b.c) 2(a.d + b.c) 


24р=с0р-= b) 
a.d + b.c 


I+cosA = 


а -— — — 


: 3A 
Uma vez que 1+ cos А =2.cos” E 


M se М 
—— sei A atr Rt 


А _ [p — eXp - b) 
> cos—= |" —., 
2 a.d + b.c 
E A AL – 
Сото 1—cos A =2.sen” a pode-se demonstrar que sen — = [ea , 
2 2 a.d + b.c 


A área S do quadrilátero с igual a soma das árcas dos triángulos ADB c CDB: 
a.d.scn A 2 b.c.sen C 


SES 3 2 
Como А + С = 180" temos que sen A = sen C. Desta forma: 
a.d + b.c E A — -d —b)(p-c 
S= BANENE uh n = 381985 sen A cos „(гад + boy 200-9) (p - bXp-e) > 
2 2 2 ad+bc V ad+bc 


S= /(р-а)(р-Ь)(р-с)(р-4) 


12.3.4) Quadrilátero Convexo Inscritível e Circunscritível 
Em um quadrilátero inscritivel temos que: 
a*c-b*d-»p => p-a=c p-b=d p-c-a p-d=b 


Deste modo: S=vV(p-alp-blp-c(p-d) > S = Ja.b.c.d 


12.3.5) Quadrilátero Qualquer 
Teorema: Se ABCD é um quadrilátero convexo tal 


que os lados AB.BC.CD e DA medem 


respectivamente а. b, c e d e que a, f. с e y são as 
medidas dos seus ángulos internos, mostre que a 
medida da área S desse quadrilátero é dada por: 


$ = Vip aXp- Хр ср - 4) – abed cos? $ 


a+b+c+d Qo 
onde: PASA б= 23 


- ~ 


Demonstração: 


S . X ] 
5 = Sun > Seen => S=:a-d-sena+—-b-c-seng = 


s 2 2 
S=a-d-sena+b-c-seno > 5° =(a-dsena+b-c-seno) > 
3 * » a 5 3 
4S7 2 a7 d? sen? a+ 2abed -sena seno + b^ c^ sento 
. . М ^ 1 Э 4 
Substituindo (sen?) por (17 cos?) e (sena sena) por (cosa «coso - 2cos 841): 
^ M + 3 э ^ 3 1 
45S- =a% d? -(1-cos* а) + 2abed-(1+cosa-coso—2cos* 8) +b? -cè -(1-cos* с) 


^ 


. = 3 ә э э 3 
JS? -a^.d (17 cos? a) +abed-(2+2cosa.-coso) +b? «c? (1—cos? с) - 4abed -cos б 


——— БЕНИ тит par ы И ж A » 
ss ra Baden y" T—— 
T , ‚ х 


452 =a” dé (1 соѕ а) +аБса( – cosa — созо + cosa coso + l+ 
+C0SU + СОЗО + COS. COSO) + bic? (1 - cos? G )- Jabcd cos” à 
45° =а? -d' (1- cos? о) + abed[(1— соз )(1—соз о) + (1+ соѕа)(1 + соз с) | + 
+b°c? (1 — cos” a) — 4abed - cos” à 
45° = ad(1 cosa )а4(1 - cosa) + а0(1 - cosa )bce(l - cosc) + 
+ad(l + cosa )bc(l-- соѕс) + bc(I + cosa)bc(1—coso)- 4abed - cos? ò 
4S! zad(l +cosa)|ad(l — cosa) + be(14- cosc)] +bc(1—coso)[ad(l cost) + bell + созо] 
—4abcd - cos? $ 
45° - [ad(1— cosa.) + beil + cosg)][ad(! + cosa) + bell- соѕс)] – Чаба cos" à 
165° = 2(ad — ad -cosa + bc + бс: cosc)-2- (ad +ad cosa + be- be-cosg)- 
-|6abcd cos? 8 
168? =-(2ad -cosg — 26с:соѕо – 2ad - 2bc)(2ad: cosa — ?be -coso + 2ad + 2bc)- 
-l6abcd- cos! 3 
Aplicando a Lei dos cossenos em AABD e ABCD: 

di sa *d'-2adcosa e de =e? + b? – 2becos б 
Subtraindo: 2ud-cosu-2be coso = a^ «d^ -b! -c? 
Assim: 
165° = -(a! -2ad +d? - b? -2bc - c? a? + 2ad + d! - b? &2bc - c^) - 16abed cos à 
108° = -[a -4)*- (b + ey] [ta + d)- (b - ey ]- l6abed -cos? O 
165° =(a+b+c+dla—b+c+dia+b=c+d la +b+e=d)-I6abed cos” O 
2 ta+bre+d) ta-b+e+d) (a+b=c+d) (a+bre—-d) 


5. 
a cles HUE A A e CC MC OO 
> > ә 3 


—— зт 


12.4) RELACAO DE EULER: "Num quadrilátero qualquer a soma dos quadrados 
dos quatro lados é igual à soma dos quadrados das diagonais mais quatro vezes o 
quadrado do segmento que unc os pontos médios das diagonais”. 


Demonstração: 


Considere que AC=p e BD=q. 

Desde que J é o ponto médio de BD então AJ e CJ 
são medianas nos triângulos ABD e CBD: 

2a +2d = 4+ 4.312 e 2b +20 = 4 AC 
Somando essas duas cquações: 
a+tb+c+d-q=2A]+2C) (1) 

Como no triângulo АЈС o segmento JL = т é 
mediana: 

2.А1? + 2.С1%= 4? tp? (2) 

Somando (1) с (2): а +6 + с + 4? = р> + q! + am” 


O segmento que une os pontos médios das diagonais de um quadrilátero denomina-se 


mediana de Euler. 


12.4.1) Relação de Euler em Trapézios 


2.4.1.1) Trapézio Escaleno 


12.4.1.2) Trapézio Isósceles 


Consideremos um trapézio onde temos: 
AB=b СО=Ь` AD=a 

BC-c AC-p BD-q 

Mediana de Euler: JL = m 2 (6 = 67)/2 
Substituindo na Relacáo de Euler: 


2bb' +а+ с = р + д 


No trapézio isósceles temos que ЛР = СВ =а e АС = ВР = р. 


~ - . . 2 a 
A Relação de Euler fica da forma: a^ + b.b? =p? 


12.4.2) Relação de Euler em Paralelogramos 


Consideremos um paralelogramo ABCD onde: 
AB=CD=a BD=BC=b AC=p 
AD=q Л. = 0 

Aplicando na Relagáo de Euler: 


/—— 


12.5) TEOREMAS CLÁSSICOS SOBRE QUADRILÁTEROS: — — 

12.5.1) Teorema: “Em um quadrilátero com diagonais ortogonais, a soma dos 
quadrados de dois lados opostos é igual à soma dos quadrados dos outros dois lados." 
Demonstragáo: 


Escrevendo todas as relações de Pitágoras: 
3 ? ? 3 3 1 
x +y Ssa (1) y -z-2b (2) 
3 3 * 5 > ` 
7 -w'-c (3) w'*x -d' (4) 
4 WAR DR OEC E. 
(l)*(35) > a TE =x +y FZ EW 
^ > 5 ` 3 
(2)*(4 > btd sx ty + 
E a С 
Portanto a + c = 6° + а 


+ уу 


12.5.2) Teorema: "Em um trapézio, os pontos médios das bases, a interseção das 
diagonais e o ponto de concorrência dos lados não paralelos são quatro pontos 
colineares.” 
Demonstração: 
p Sejam P o encontro dos prolongamentos dos lados AB e 
CD, Q a interseção das diagonais. N o ponto médio de AD 
e M o ponto médio de BC. Trace o segmento PM. Como 
ADII BC então PM corta AD na mesma razão de secção 
М j em que corta BC. Como M é o ponto médio de BC então 
Ec ЁТ PM corta AD em N. que é o ponto médio de AD. 
Assim ja provamos que Р, N e M são colineares. [race 
agora os segmentos QN e QM. Como QN e QM são 
y M “medianas relativas a lados de triángulos semelhantes е 
AD || BC, então QN || QM. fazendo com que ZNQM = 
180". ou seja. М, Q e M estão alinhados. 
Assim, provamos que Р. М, Q e M são colincares. 


12.5.3) Teorema: “Seja ABCD um quadrilátero convexo. Os pontos médios dus lados 
deste quadrilátero formam um paralelogramo.” 


Demonstração: 
P B Considere o triángulo ABD. Como Q é meio de ADe Me 
meio de AB então OM || BD e QM = BD/2. 
ч Analogamente, no triángulo СВО temos que NP || BD е 
Q, NP = BD/2. 
/ Desde que QM || BD e NPI|| BD então QM || NP. 
poe Da mesma forma pode-se demonstrar que MN || PQ. 


Como os lados opostos de MNPQ são paralelos. então 
MNPQ é um paralelogramo. 


12.5.4) Teorema: Seja ABCD um quadrilátero inscritivel e sejam ra, Ih. г. € Ta 
respectivamente, os raio dos incirculos dos triángulos ADAB, AABC, ABCD, ACDA. 
Prove que ra + re = гь t ry. 
Demonstração: 
Scjam a = AB. = ВС, с = CD.d- DA. х = АС еу = BD. 
ASSIM: rct гу = 
= San y Saco „ abx ü cdx Р x[ab(c 4 d * х) +сб(а+ b x)] 
Pie Pan 2R(a+b+x) 2R(c+d+x) 2R(a+b+x)Jlc+d+x) 
Note que: ab(c + d + х) + cd(a + b + x) = abd + acd + абс + bed + x(ab + cd) (2) 
Pelo Teorema de Hiparco temos que x(ab + cd) = y(ad + bc). Substituindo em (2): 
ab(c + d=x)+cd(a + b+x)= 
= abd + acd + abc + bed + y(ad + bc) = ad(b + c + y) + be(a + d+ y) (3) 
Por outro lado: x(a+ d+ уь + с +у) = (а + d)x + ac + bd)(b + e + y) = 
= (ac + bd)y + (a + d(b + c)x + (b + суас + bd) + (a+ а)ху (4) 
Pelo Teorema de Ptolomeu temos que xy 7 ac + bd. Substituindo em (4): 
x(a + а + yX(b + c+ y)= 
(ac + bd)y + (a + d)(b + c)x + (b + c)(ac + bd) + (a + d)(ac + bd) = 
= ((а + 0)у +ac+bdlec+drx)=y(a+b+xlc+d+x) (5) 
Substituindo (3) с (5) em (1) obtemos: 
к» vfad(b+c+y)+be(a +d+y)) Е 
j 2R(b+c+yXa+d+y) 
ady à bcy Š Sano , Saco ET 
JRGURd4 y) 2R(b+c+y) Paro Pues 


(1) 


Exemplos: 


1) (Fuvest-2000) Na figura. E é o ponto de interseção das diagonais do quadrilátero 
ABCD c 0 é o ângulo agudo BEC. Se FA = 1, ЕВ = 4, EC = 3 e ED = 2. então a área do 


quadrilatero ABCD será: 
B 


em. H 
jt | 
Kor a | 
) та. F2 a Н 
] E m ka | 
p ou TES | 
D РЕ e——— áo les 
ajl2.enO  b)&senO  c)6senO  d)lO.cos O0 e) 8.cos Ө 


Solução: 
AC.BD.senO _ (1+ 304 2)ѕспӨ 


3 ? 


Sanc = -]|2.senÜ 


e —H > mom =ош” — | TT t9 — 
- , , б 
conto 


2) (UFPE-99) A figura abaixo ilustra um quadrilátero inscritivel ABCD. Sabendo que a 


АВ = б, ВС = 8, CD = 7 со ángulo ABC mede 120º. qual o inteiro mais próximo da 
área de ABCD ? 


B 
mor o 5 
6 120? "NOB 
"T d SL 
do c 
/ AES i 
a i 


Solução: 

Como ABCD é inscritível então ZD = 60º. Aplicando Lei dos Cossenos em AABC e 
AADC: 

AC? = AB! + BC? - 2.AB.BC.cos 120" = AD! + СЮ? 2.AD.CD.cos 60º = 


4 \ 
36+64— 2.68| --) = AD? +49- 2AD7.> > AD'-7AD-99-0 > 


7+445 
2 


AD= 


Assim: 


9 АВ.ВС.ѕеп120" АР.СО.ѕепб0" 6.843 (744445)745 
= Sane +5лрс = ME RR RR 


5 = 63.36 = o inteiro mais próximo da área de ABCD é 63. 


3) Determine a área de um quadrilátero inscritível cujos lados medem 9. 10. 10 c 21. 
Solução: 

Se а= 9. b=10,c=10e d=2] então p=(a+b+c+ dy = 

=(9 + 10+10+ 2310/2:= 28, 


Portanto: Sz J(p-a)p-bXYp-cXp-d) = У16.15.15.4 2120. 


4) (Olimpíada do Novo México-91) Suponha que ABCD é um quadrilátero 
circunscritivel em uma circunferência de centro O. Se as áreas dos triângulos OAB e 
OCD são iguais a 12 em” e 17 em”, respectivamente, qual é a área do quadrilátero 
ABCD? 
Solução: 


ta Y CERA Pad O É nina a A тузду 
bardo f: 


¡IMD 34e ME TVE INDO РАР A ЖЫЛЫ РР 


Desde que ABCD é circunscritivcl, então a + с =b + d. 
Multiplicando esta expressão por r/2 temos que 

(а.г)/2 + (c.r/2 = (b.ry2 + (d.p2 > 

Ѕлолв + Saoco = Saone + доло 

Deste modo: 

Sr = Saoan + Saven + Saone + Savan = 

= {Savan + Saocn) = 58 em” 


5) (Olimpiada da Bélgica-2001) Dado um quadrilátero ABCD com ângulos retos em B 
е D. Sabe-se também que [BC] = 1, [CD| = 4 e |DA| = 3. Qual a área de ABCD? 
Solução: 

Como B+D= 180º então ABCD é inscritível, sendo AC um 
diâmetro. 

Aplicando o Teorema de Pitágoras: 

AC? = AB? + BC = AD + СО? > x+1=9+16 > 
х= 24/6 


| AB.BC DA.CD 
Assim: Sagen = Sane + Sano = 


+ 


— - 


Sann = J/6 +6 


6) (Torneio das Cidades-91) Os vértices do quadrilátero ABCD pertencem а uma 
circunferência e CB = CD. Mostre que a área de ABCD é (AC? sen AY2. 

Solução: 

Sejam: 

AB-a.BC-2b.CD-2c, DA- d. АС = ре Вр = ц. 
Como CB = CD entào b = c. 

Assim, pelo Teorema dc Ptolomeu: 
pq=ac+bd=ab+bd=b(a+d) (I) 

Pelo Teorema de Hiparco: 


at) 


_ad+b? 


Substituindo (T) em (II): Р = p = a.d + b° 
q 


P.q 
Assim: 
ad.senA  bcsenA  (ad+b*)senA 2 gen A 
Sarco = Sard t Sncp - БЕ 5 AN = PEA = a” 


— + ae н umm mmm moy e rmm umm e e 


-- o 2 


7) (OBM-2002) ABCD é um quadrilátero « convexo e green e Mi um ponto sobre 
o lado CD. tal que o triángulo 4DM c o quadrilátero ABCM têm a mesma área е o 
mesmo perimetro. Prove que ABCD tem dois lados de comprimentos iguais. 
Solução: 
Como os perimetros de ADM e ABCM são iguais: 
a+tb+e+k=c+d+k > d-e=a+b-c (1) 
Note que: 

(d + e).c.sen Ө i a.b.sen 0 c.d.sen O 


Ene q ata 1. 
ABCD ә 2 ADM 2 


Se Sanm = Sarem > Sancn = 2.Sanu > 

(d + e).c.sen 0 + a.b.sen Ө = 2.с.ӣ.ѕеп Ө > 
ecrab=cd > ab=c(d-e) (H) 

Substituindo (1) em (II) temos que: 

ab=c(a+b-c) > 

ab=ac+bc-c => ab-c)=cb-c) > b=c 
ou а = c, ou seja, ABCD tem dois lados dc mesmo 
comprimento. 


8) (Seletiva Brasileira Cone Sul-2001) O quadrilátero convexo ABCD está inscrito em 


uma circunferência de raio 5 cm. Se AB = 8 ст. AC = 3410 cm, CD = 6 cm e ZADC 
« 90", calcule a área do quadrilátero. 
Solucáo: 


341 6 
Lei dos Senos em AADC: SEU = =10 
senD sena 


^ 


2 
sen D = c sena =0.6 > соѕ с = 0,8. 


Lei dos Senos em AABC: 

Я =10 > senP=08 > cos = 0.6 
sen В 
Lei dos Cossenos em AADC: 
36=x)+90-2x.3/10.0.8 > 
5x*- 24/10x+270=0 > x=3v10 
Lei dos Cossenos em AABC: 
64 = у? + 90—2.у.340.0,6 > 5y-18/10.y «13020 > y=10. 
Ѕлвер = Sane + Sanc = 
2 DACD.senD ABBC.senB | 3/10.6.3/10 | 8410.3/10 

2 2 вр 20 


= 39 cm” 


—————— 
P T "fa 4477 FRA 


m TT 
272 Ant FK 


-— — e S d 


9) (Olimpiada do Pará-2007) E Bs um quadrilátero convexo ABCD SEET | que: A 


5 ст, CD = 8 cm. ZABC= 70° e ZBCD= 50º. Sejam P. Q. ReS os pontos médios de 
BC, CA, AD e DB respectivamente. Determine a área do quadrilátero PORS. 
Solução: 


li 


Como P e Q sáo os pontos médios dos lados de 
AABC tem-se que: 

PQ || AB e PQ = AB/2 > РО = 5/2 

Como PQ || AB: ZQPC = ZABC = 70° 
Analogamente: RS || AB || PQ e RS = AB/2 = 5/2 
Desde que P e S são pontos médios de ABCD: 
PS || CD e PS = Ср/2 = 4 

Como PA || CD segue que ZBPS = ZBCD = 50? 

Analogamente: QR || CD e QR 2 CD/2 24 

Desta forma, temos que PORS é um paralelogramo 

Assim: ZQPS = 180º - (ФОРС + ZBPS) = 180º - (70? + ye = 60? 


Logo: Spurs = 2Sros = 2[PQ.PS.sen(ZQPS)/2. > Spores == - A. 3. = 543 em? 


2 


10) (Olimpíada do Rio Grande do Norte-2009) Determine a medida da maior área que 


pode assumir um pentágono equilátero de lado 1 cm e que tem um dos seus ángulos 
'nternos retos. 


Solução: 


A área do triángulo ABE vale Sy, = 


Por Pitágoras segue que BE= V2 cm. 
O quadrilátero BCDE possui lados 1. 1, 1 e J2. Sabe-se que a área de quadrilátero 


, паана a RS a a C+E 
qualquer é Suco = N(p-aXp- bXp-cXp- d) - abcd-cos* Ө. onde 0- e 


: 7 ine 2 m А E 
Assim, o valor de Suci; será máximo quando cos” Ө for mínimo, ou seja, cos 0 = 0, 


fazendo com que E 90*. 


Neste caso Suena mix = J(p-aXp- bXp- cXp- d) 
p= ltl+l+ V2 _ 3442, a PNE m 
- Acte ч 


Ы) 


2 2 2 2 
EN 2 LAN _ EIU 1+ 42 
Е c MAGO: 

34 42 3-42 
p-dz po 


2 


5 ——— 1+ ао СЕ Гэ \ 
Suc máx 7 J(p-aXp- bXp-cXp- d) X 2 [ Y 


| 8: EE каз poc 
Sene sis = (01+ 237 V2) 2 Saeni ma E n JI e2N2 


Logo. a área máxima do pentágono ABCDE valc: 


a 2 = 3t42 [.. x 
ARCH! más = ы Уз "VES 242 eng -t2N2 


4 
2 4 


r * ^ | 
Exercícios .— · 


de ^yestibufat 


1) (Unicamp-2000) As diagonais D c d de 
um quadrilátero convexo, náo 
necessariamente regular, formam um 
ângulo agudo a. 

a) Mostre que a área desse quadrilátero é 
(D.d.sen о)/2. 

b) Calcule a área de um quadrilátero 
convexo para o qual D = 8 cm. d = б сте 
a = 30". 


2) (Unicamp-2004) O quadrilátero 
convexo 4BCD. cujos lados medem, 
consecutivamente, 1, 3, 4 c 6 cm, está 
inscrito em uma circunferéncia de centro 
O e raio R. Calcule o raio R da 
zircunferéncia. 


) (Fuvest-2002) Na figura a seguir, o 
quadrilátero ABCD está inscrito numa 
semicircunteréncia de centro A e raio AB = 
AC = АР = К. A diagonal AC forma com 
os lados BC e AD ángulos a e В, 
respectivamente. 


Cm 
ANT) —— B 
7 «а 
"A N РА * 
va S M ON 
[TRÀ | 
PREIS OS j 


Logo. a área do quadrilátero ABCD é: 
a) В (зеп 2a + sen py2 

b) R (sen a + sen 20)/2 

c) R'(cos 2a + sen 2py? 

d) R'(sen a + cos By2 

e) R'(sen 20 + cos [3)/2 


4) (Unifor-99) Na figura abaixo tem-se 
um quadrilátero ABCD inscrito numa 
circunferência de centro O. 


Sabe-se que AB mede 5 cm, BC mede 8 
cm e que o ângulo ADC mede 120º. A 
medida do raio da circunferência, em 
centimetros, é igual a: 


5) (UFF-96) O quadrilátero MNPQ está 
inscrito no círculo de centro O e raio 10.0 
cm conforme a figura abaixo. 

M 


Э 


р 
Sabendo-se que a diagonal MP passa por 
O, o valor de MH, em cm, é: 
a)4.0 b)4,5 с) 4.8 9) 5,0 е)5,3 


ОМ = 8.0 ст 


ММ = 12,0 ст 


6) (FGV-2008) Em relação а um 
quadrilátero ABCD, sabe-se дис 
med(BAD) = 120º, med(ABC) = 


med( ADC) = 90º. AB = 13 е AD = 46. A 
medida do segmento AC é 
A)60. B)62. C)64. D)65. Г) 72. 


7) (FGV-2009) No quadrilátero ABCD 
mostrado na figura ao lado, B e D sio 
ángulos retos, BC = x, CD=2x, AD=3xe 
А = Ө. 


Р. М 
Eon 


NC 


- s 
„кее, 
— he 
amm \ 
P 
И” дай d 
A« 1g ¿e 
^. , 
“ / 
bd , 
SS / 
e /2x 
Зх М ү 
^ / 
ы. / 
A 
Y 
D 


Determine: 

A) o comprimento dos segmentos AC e AB 
em função dc x. 

B) o valor de sen Ө. 


8) (Colégio Naval-99) 
c 


D B 


^ 
No quadrilátero ABCD da figura acima. o 
ángulo BAD mede 90" e as diagonais AC 
e BD sáo perpendiculares. Qual é a área 
desse quadrilátero. sabendo que BI -9, 
DI-4c CI 22? 
a)26 b)39 c)52 d)65 e) 104 


9) (Colégio Naval-2010) Sobre o lado BC 
do quadrado ABCD  constrói-se um 
triángulo PBC, sendo o ponto P externo 
ao quadrado e o quadrilátero PCDB 
convexo, Se o ángulo PDC é congruente 
ao ângulo PBC, pode-se afirmar que o 
quadrilátero PCDB é 

a) sempre inscritivel em um círculo. 

b) sempre circunscritivel a um circulo. 

c) inscritivel em um círculo apenas se for 
um trapézio. 

d) circunscritível a um círculo apenas se 
for um trapézio. 


e) impossivel ER ser inscrito em um 
círculo. 


10) (Escola Naval-2005) 
M 


O quadrilátero MNPQ está inscrito em 
uma circunferência de centro O e raio 
бст, conforme a figura acima. 


Sabe-se que ОМ = MN 
que a diagonal MP passa por O O. Se E é 
um ponto do segmento QN tal que ME é 


3cm, = 8cm e 


perpendicular a QN. entáo o valor do 
perimetro do triángulo QME, em cm, é: 

= 9 z 
aj5* 43 b)- c) 7 * 43 


à 2445 e) жб 


11) (ITA-89) Considere um quadrilátero 
ABCD cujas diagonais AC e BD medem, 
respectivamente, 5 cm e 6 cm. Se R. S. T 
e U sáo os pontos médios dos lados de 
ABCD, então o perímetro do quadrilátero 
RSTU vale: 

a)22cm b)3,5cm с) 8,5 ст 

а) 11 cm е) 13 ст 


12) (ITA-89) Se num  quadrilátero 
convexo de área S. o ángulo entre as 
diagonais mede x/6 radianos. então o 


produto do comprimento destas diagonais 
é igual a: 
a)S b)25 c)3S d)4S c)5S 


13) (IME-67) Um trapézio de vértices 
ABCD está inscrito em um circulo, de 
raio R. sendo AB = R е CD = 2R lados 
não paralelos. Tragam-se as bissetrizes 
dos ángulos internos do trapézio. de modo 
que a bissetriz de A intercepta a de D no 
ponto О, a de B intercepta а de С no 
ponto N e a de C intercepta a de D no 
ponto M. Sabendo que os pontos M,N e 
Q sào interiores ao trapézio ABCD e que 
o ponto P é a interseção das bissetrizes de 
A e B. determine a relagáo entre as áreas 
dos polígonos MNPQ e ABCD. 


14) (IME-68) No quadrilátero qualquer 
1BCD, P é o meio de AD e M é meio de 
С. Unindo-se P a C e Ma A, obtém-se o 
quadrilátero APCM. Sendo a área de 


ABCD = 18 m', calcular a área de 
APCM. 

15) (IME-77) Seja ABCD um 
quadrilátero convexo.  lracam-se as 


bissetrizes internas dos ângulos A, B, Ce 
D, que denominam respectivamente Ta, 
Th, Tc e Tp e que determinam os pontos 
M=T, AO Tp: N=Ton Te. P=T To; 
О = Т, ^ Tp. Prove que: 1) O 
quadrilátero MNPQ é inscritivel; 2) As 
retas AB, CD e NQ são concorrentes em 
um ponto U, bem como as retas AD, BC, 
e NQ em um outro ponto V. 


16) (IME-69) Um quadrilátero inscritivel 
e circunscritível tem um lado igual a 5 
metros, área 64/5 metros quadrados c 
diagonais inversamente proporcionais a 9 


, : / д ый 
e 3. Calcule os outros lados do 
quadrilátero. 


17) (IME-70) Calcule as diagonais a = 
AC e 4 = BD do quadrilátero ABCD 
inscrito numa circunferência de raio R. 
Dados: а= АВ = 2m; b = ВС = 5m: 

c= CD = бт; d= DA =3m. 


18) (IME-84) Dá-se um quadrilátero 
convexo inscritível em um círculo, cujos 
lados são cordas deste circulo e de 
comprimentos a, b, c e d e que se 
sucedem na ordem a, b, c. d. 

1) Calcule, em função de a, b, c. d os 
comprimentos das diagonais X e y. 

2) Permutando a ordem de sucessão das 
cordas, deduza, com auxilio de figuras. se 
as diagonais dos novos quadriláteros 
obtidos têm comprimentos diferentes de x 
e de y. 


19) (IME-89) Sejam ABC e ACD dois 
triángulos retángulos isósceles com o lado 
AC comum, e os vértices B e D, situados 
em semiplanos distintos em relagáo ao 
lado AC; nestes triángulos AB=AC=ae 
AD = CD. a) Calcule a diagonal BD, do 
quadrilátero ABCD; b) Seja E o ponto de 
intersecáo de AC com BD. Calcule BE e 
ED; c) Seja Е a interseção da 
circunferência de diámetro BC com a 
diagonal BD. Calcule DF e EF. 


20) (EFAR-2003) Em um triángulo ABC, 
à bissetriz do ángulo A encontra BC em 
D, e a circunferencia circunscrita, em E. 
Sendo АЕ 29cm e DE =dcm, então à 
medida EB. em em, é 


a)6. b)3. е) 24/5. 9) 3/2. 


Exercícios > 
Gerais i \ 
21) Considere que ABCD é um 


quadrilátero ao mesmo tempo inscritivel c 
circunscritivel, de modo que AB = 3. BC 
7 2e CD = 3. Calcule o valor do raio da 
circunferência inscrita no quadrilátero 
ABCD. 


22) Seja ABCD um quadrilátero inscrito 

em uma circunferência. tal que AB = AD 

= 10 e BD = 5 Calcule o valor de 
CA 


CB+CD 


23) Num quadrilátero inscritivel os lados 
medem consecutivamente 24 m, 7 m. 20 
m e 15 m. Calcular as diagonais. 


24) M. N, Pe Q sáo os pontos médios dos 
lados do quadrilátero convexo ABCD. 
Provar que a árca de MNPQ é igual à 
metade da área de ABCD. 


25) Seja P um ponto sobre o menor arco 
AC da circunferéncia circunscrita a um 
triángulo equilátero ABC. Prove que PB = 
РА + РС. 


26) A ceviana AQ do triángulo equilátero 


ABC é prolongada encontrando o 
circuncirculo em Р. Mostre que 
EIA 
РВ РС PO 


se ABCDEFG é um 
convexo, então: 


27) Provc quc. 
heptágono regular 
l Я 


AB AC AD 


RO LC ADS S PES MED 
28) dere um quadrilátero inscritivel 


ABCD cujos lados AB, BC, CD c DA 
medem, respectivamente, 1, 2, 2 с 3. 

a) Calcule o valor da área do quadrilátero 
ABCD. 

b) Calcule o valor da menor diagonal 
deste quadrilátero. 

c) Determine o valor da mediana de Euler 
do quadrilátero. 

d) Determine o valor do raio do circulo 
circunscrito ao quadrilátero. 


29) Os comprimentos dos lados de um 
quadrilátero inscritível são 6. 4. 5 c 3. 
respectivamente. Determine o raio da 
circunferência circunscrita. 


30) Prove. utilizando o Teorema de 
Ptolomeu, que em um trapézio isósceles 
de bases a e b e lados iguais de 
comprimento c o valor da diagonal é igual 


a Vab+e? 


31) E é um ponto no lado AD dc um 
retângulo ABCD tal que DE = 6, 
enquanto que DA = 8 e DC = 6. Sc CE é 
prolongado (a partir de E) até encontrar o 
circuncirculo do retângulo em F. 
determine o valor das cordas DF e FB, 
utilizando o Teorema de Ptolomeu. 


32) No lado AB dc um quadrado ABCD, 
um triángulo retángulo AABF (com 
hipotenusa AB) é traçado externamente 
ao quadrado. Se AF = 6 e BF = 8. 
determine EF. onde E é o ponto de 
encontro das diagonais do quadrado. 
aplicando o Teorema de Ptolomeu. 


33) Um ponto P. sobre o lado AB do 
triângulo retângulo AABC, é marcado dc 


e zc Aun > 
ricas MES GERMES — 5 


bes 


modo que BP = PA = 2. O ponto Q está | 39) Sejam a. b.c e 


na hipotenusa AC tal que PQ é 
perpendicular a AC. Se CB = 3, 
determine a medida de ВО, usando o 
teorema de Ptolomeu. 


34) As diagonais AC e BD do 
quadrilàtero ABCD intersectam-se em E. 
Sabendo-se que AE = 2. BE = 5. CE = 10, 
DE = 4е ВС = 15/2: 

a) demonstre que ABCD é inscritivel; 

b) determine o valor de AB. 


35) Se um triángulo isósceles AABC (AB 
= AC) está inscrito em um círculo e um 
ponto P é marcado sobre o menor arco 
BC, prove. usando o Teorema de 
5 РА AC 
tolomeu, que ———— = —. 
РВ+РС BC 

6) Se um quadrado ABCD está inscrito 
em um círculo e um ponto P é marcado 
sobre o menor arco BC, prove, usando o 


Teorema de Ptolomeu, que 
PA+PC_ PD 
PB+PD PA. 


37) Um hexágono regular ABCDEF está 
inscrito em um circulo. Se um ponto P é 
marcado no menor arco BC, prove, 
usando o Teorema de Ptolomeu, que PE + 
PF = PA + PB + PC + PD. 


38) Em um quadrilátero convexo ABCD 
as diagonais concorrem em E. Se as áreas 
das regióes BEC, CED, DEA e AEB sáo 
a. b. ce d respectivamente, prove que a.c 
=b.d. 


TOP PEI, (amar) 


алы 


d os lados de um 
quadrilátero convexo com árca A. Prove 
que: 

ajAS€(ab-cdY2; b)AS (ac + bdy2: 
c)AS (a + cb + d)A. 


40) Seja ABCD um quadrilátero 
inscritivel onde AB = a. BC = b. CD =c, 
DA =, AC = p e BD = q. Considere que 
R é o raio da circunferência circunscrita. 
Demonstre que: 


Í(p-aXp- d) 


^ 
a)sen— = | 


2 Y ad+be 
буна ай. КВАР), 
2 a.d + b.c 
IEEE 
c) q = ¡A ; 
a.d + b.c 


ТЕ ЕРЛЕП MS TS 

(a.d + b.c)(a.c + b.d) 
Дре AA 
hp y a.b + c.d 


e) R =l 
(р-а)(р—Ь)(р-с)(р-4) 


4 


41) Na figura, ABCD ё um quadrilátero 
convexo, K, L, Me N sáo os pontos 
médios dos lados e PQRS é um 
quadrilátero formado pelas interseções de 
AK, BL, CM e DN. Determine a área do 
quadrilátero PQRS se a área do 
quadrilátero ABCD é 3000 e as áreas dos 
quadriláteros AMQP e CKRS são 515 e 


388, respectivamente. 
a e 


: | 
И DNA 
L N 
“~Ar 
- Q 
ГА РА "i 
Д / / йы, 
м 


EE 


eye 


42) Determine k se P.Q. Re Ss sáo pontos 
nos lados do quadrilátero ABCD tais que 
AP BQ CR DS k 

— — . € 


PB QC RD SA. 
quadrilátero PQRS é 52% da árca do 
quadrilatero ABCD. 


a área do 


^ C 
Y R A 
‘S \ 
/ P A 
dee Q^ 


HET S E! 
4 { ча S 
E B 


43)  Demonsue o Teorema de 
Bretschneider: “Seja ABCD um 
quadrilátero convexo onde AB = a, BC = 
b, CD = c. DA =d, АС = т е ВЮ = п. 
Então: mn? = ac? + bd! – 2.a.b.c.d.cos 
(А + C)." 

44) Calcular as diagonais de um 
quadrilátero inscritivel cujos lados sào: 
AB = 5 cm, BC = 8 cm, СО = 12 ст е 
DA = 20 cm. 


45) As diagonais de um quadrilátero 
inscritivel medem 20 cm e 25 cm; dois 
lados opostos medem 15 cm e 24 cm. 
Calcular os outros dois lados do 
quadrilátero. 


46) Uma circunferência que passa pelo 
vértice А de um paralclogramo ABCD 
intercepta a diagonal AC = 16 cm no 
ponto P e os lados AB = 12 cme AD=8 
cm nos pontos M e N, tais que AM = 10 
cm e AN — 5 cm. Calcular a corda AP. 


47) Os lados de um 
inscritivel são: AB = 2,1 cm, 


quadrilátero 
BC = 


ATA 


— 
dvds mas 


cm. CD = =6cme DA = 72 cm. Calcular 
as diagonais do quadrilátero c o raio do 
círculo circunscrito a ABCD. 


48) As cordas correspondentes a dois 
arcos de uma circunferência de raio 5 cm 
medem 4 cm e 6 cm. Calcular a corda do 
arco soma desses dois arcos. 


49) ABCD é um quadrilátero inscritível 
cujas diagonais AC e BD cortam-se em 1. 


IA ABAD 
Demonstrar a relação: — = 
IC CDBC 


50) Provar que o produto das bases de um 
trapézio isósccles circunscrito а um 
círculo é igual ao quadrado do diâmetro 
do circulo. 


51) Demonstrar que em todo quadrilátero 
inscritível o produto das distâncias de um 
ponto qualquer da circunferência 
circunscrita a dois lados opostos é igual 
ao produto das distâncias do mesmo 
ponto às diagonais. 


52) ABCD é um quadrilátero inscritivel 
em uma circunferência no qual a diagonal 
BD passa pelo ponto médio da diagonal 
AC. Demonstrar que AB x AD = BC x 
CD. 


53) Num quadrilátero ABCD. inscrito em 
uma circunferência. o lado DA é um 
diâmetro. Demonstrar que subsiste entre 
as medidas АВ = a. BC = ^, CD = се DA 
= d dos lados desse quadrilátero a relação 
UE <a «dr = Id = 2abc. 


54) ABCD é um quadrilátero inscritivel. 
As distâncias dos vértices В e D à 


Й 
а Д... ек PENA 


— - — 


cU верир 12. Ат A 


«n 
diagonal AC são x e y, e as distáncias dos 
vértices A c C à diagonal BD sáo u e v. 
Demonstrar que xy 7 uv. 


55) Seja ABCD um quadrilátero 
inscritivel, para o qual AB L CD. Sejam 
a. b. ced os comprimentos dos lados AB. 
BC, CD e DA, respectivamente. Prove 
que (ab + cdy + (ud + buy = (5? =). 


56) Sejam а, b. c e d os comprimentos 
dos quatro lados consecutivos de um 
quadrilátero inscritível. Determine o 
perimetro do paralelogramo formado pela 
união dos pontos médios dos lados 
consecutivos do quadrilátero sabendo-se 
que ab 7 cd = 2, be + ad = 3 e ac + bd = 
6. 


57) Um quadrilátero está inscrito em uma 
'ircunferéncia. Um lado é o diámetro da 
circunferência e os outros lados medem 3. 
4 e 5. Qual é o comprimento do diámetro 
da circunferéncia? 


58) Um quadrilátero ABCD está 
circunscrito sobre uma circunferência y e 
y ^ AB, BC. CD, DA = Е, Е, б, H, 
respectivamente. Seja AC œ BD = 1 e AH 
= АЕ =a, ВЕ = ВЕ = Ы, СГ = Сб = се 
DG = DH =d. 


IA a IB b 
Prove que — == e —=—, 
IC c ID d 
59) Seja ACEG um quadrilátero 


circunscrito a uma circunferência, cujos 
pontos de tangência são B, D, F e H, com 
B em AC, D em CE, F em EG e H em 
GA. 5с AB = 3, CD = 4, EF = 5e GH = 
6, determine o valor da área de ACEG. 


П tel 11 
—— NEP 


60) 1 Trés lados de um quadrilátero 

convexo ABCD possuem comprimentos 

АВ = а, ВС = Бе Ср = с. Se a área do 

quadrilátero ё a maior possivel, prove que 

o comprimento x do quarto lado satisfaz a 
E. 3 2 2 2 

equação х — (a^ + b^ + c)x- 2ubc = 0). 


61) Um quadrilátero com lados 1. 1. led 
está inscrito em uma circunferência. 
Determine o valor do raio R da 
circunferência em função de d. 


62) Seja ABCD um quadrilátero 
circunscritivel em uma circunferência, 
onde AB=a.BC=b.CD=ceDA=d. 
Prove que a área de ABCD é igual a 


a.b.c (sa ( £242) ; 


63) O ángulo entre os lados AB e CD de 
um quadrilátero convexo ABCD é igual a 
a. Considerando que AB = a, BC = b, CD 
= с, DA =, ргоме que: 

d! = à! + b? + c? — 2(a.b.cos В + b.c.cos C 
t c.a.cos a) 


64) Um circulo de raio r, é tangente as 

lados DA, AB e BC de um quadrilátero 

convexo ABCD; um circulo de raio r» é 

tangente aos lados AB, BC e CD; os raios 

r; e r4 são definidos analogamente. Prove 
AB CD BC ¿AD 


n E г, m 


que 


65) Um quadrilátero ABCD está inscrito 
em um circunferéncia de modo que AB = 
25, BC 2 39, СО = 52 е DA = 60. 

a) Calcule a área de ABCD. 

b) Calcule o comprimento das diagonais 
de ABCD. 


= y Beisciss MTE: жой йты. 


—9 


1 


c) Calcule o raio da circunferência 
circunscrita. 


66) Um triangulo está inscrito em um 
circulo de raio R. Dois de seus lados 
medem a e b. Determine o comprimento 
do terceiro lado. 


Exercícios Cc 


` 
um 


de Olimpíada 


67) (Bulgária-96) O quadrilátero ABCD 
está inscrito cm uma circunferéncia com 
raio 1, uma circunferência pode ser 
inscrita em ABCD e sabe-se que AB = 
AD. Prove que: 

a) a área do quadrilátero ABCD não 
excede 2; 


. . 2 
b) o inraio de ABCD não excede EX 


68) (Seletiva Brasileira Cone Sul-2001) 
Um quadrilátero ABCD é especial se for 
inscritivel e tiver diagonais 
perpendiculares. Scja ABCD um 
quadrilátero inscritivel. T о ponto de 
interseção das diagonais. O o centro da 
circunferência circunscrita e P o ponto 
médio de BC. Prove que: 

a) a reta perpendicular ao lado AD por T 
contém o ponto P. 

b)2.0P = AD. 


69) (OBM-2003) São dados: uma 
circunferência K c um ponto 4 interior. 
fixo. distinto do centro. Determine os 
pontos B. Ce D sobre a circunterência de 
forma que a área do quadrilátero ABCD 
seja a maior possivel. 


E = зш sooo DT 


70) (Rüssia-64) Uma circunferéncia está 
inscrita em um quadrilátcro ABCD. AB é 
paralelo a CD. e BC = AD. As diagonais 
AC e BD coram-se em E As 
circunferências inscritas em ABE. BCE, 
CDE. DAE possuem raios гу. fa, Га. Г; 
respectivamente. Prove que l/r + lr, = 
Hr, + re. 


71) (Argentina-95) Em uma 
circunferência de centro O e raio | 
marcam-se os pontos 4, B. С e D 
seguindo o sentido horário. Se ZAOB = 
120". ZBOC = 60º c ZCOD = 150". 
calcular a área do quadrilátero ABCD. 


72) (Argentina-97) Sejam 4. B. C. D 
pontos de uma circunferência tais que AB 
é perpendicular a CD e seja P o ponto de 
interseção de AB e CD. Se AP = 8, DP = 
6, CP = 15. calcular o diâmetro da 
circunferência. 


73) (Argentina-97) Os quatro lados de um 
trapézio isósceles são tangentes a uma 
circunferência e os pontos de tangéncia 
são vértices de um quadrilátero cuja área 
é 4/9 da área do trapézio. Se a é a base 
menor do trapézio c b é a basc maior do 
trapézio, determinar a/b. 


74) (Argentina-2000) Seja 4BCD um 
quadrilátero com ZABC = ZADC = 90°, 
“ВАР = 60°. AB = 7 с AD = 8. Calcular 
as medidas dc BC c CD. 


75) (Yucatan-95) Seja ABCD um 
quadrilátero inscritivel. As retas AC e BD 
intersectam-se no ponto P e AB intersecta 
DC no ponto E. Demonstre que a bissetriz 


io - 


~ 


do ángulo APD é paralela à bissetriz РА 
ângulo AED. 


76) (Yucatan-99) Seja ABCD um 
quadrilátero inscrito em uma 
circunterência. As retas BD e AC cortam- 
se no ponto P. Se O é o circuncentro do 
triângulo APB e H é o ortocentro do 
triângulo CPD. demonstre que O, P e H 
estão alinhados. 


77) (Wisconsin-99) Em um quadrilátero 
convexo ABCD as diagonais AC e BD 
ão perpendiculares. Dado que AB = 8, 
3C=7e DA = 4, determine CD. 


78) (Novo México-95) O lado AB de um 
quadrilátero inscritível ABCD é o 
diámetro do circuncirculo e BC = 7, CD = 
DA = 3. Qual o comprimento do diámetro 
AB? 


79) (Canadá-75) Seja ABCD um 
quadrilátero  inscritivel em uma 
circunferência. Sejam P, Q, К е S os 
pontos médios dos arcos AB, BC, CD. 
DA. compreendidos entre dois vérlices 
consecutivos do quadrilátero. Prove que 
PR é perpendicular à QS. 


80) (Noruega-93) Seja ABCD um 
quadrilátero convexo. Seja A” o ponto 
médio de AB, B' o ponto médio de BC. 
C' o ponto médio de CD e D' o ponto 


dio de AD. Trace as retas A' C. eBD' 
e seja P sua interseção. Sejam a, b, ce d 
as áreas dos quatro  quadriláteros 
AA'PD', A'BB'P, B'CC'P e C'DD'P. 
Prove que a*c- b + d. 


81) (Bulgária-2001) Dado um 
quadrilátero ABCD tal que OA(OC + 
OD) = OB.OD, onde O é a interseção das 
diagonais. O centro da circunferência 
circunscrita a AABC intercepta a reta BD 
no ponto Q. Prove que CQ é a bissetriz de 
ZDCA. 


82) (Bulgária-2001) As diagonais AC e 
BD de um quadrilátero inscritivel ABCD 
inlerceptam-se no ponto E. Prove que se 
ZBAD = 60" e AE = 3.CF então a soma 
de dois dos lados do quadrilátero é igual a 
soma dos outros dois lados. 


83) (Irlanda-97) ABCD é um quadrilátero 
que está circunscrito a uma circunferencia 
&. Se ZA = ZB = 120", ZD = 90" e BC 
possui comprimento 1. prove que AD = 


З sen 15º. 


84) (Irlanda-2000) Seja ABCD um 
quadrilátero inscritivel e R o raio da 
circunferéncia circunscrita. Sejam a, b, c 
e d os comprimentos dos lados de ABCD 
e S sua área. Prove que 

(ab + cd (ac + bd (ad + bc) 


в? = 
16S? 

85) (Báltica-92) O quadrilátero ABCD 
está inscrito em uma circunferência de 
raio | de modo que a diagonal AC ¿o 
diámetro da circunferéncia, enquanto que 
a outra diagonal BD possui mesmo 
comprimento que AB. As diagonais 


a 


interceptam-se em Р. Sabe-se que o 
comprimento de PC é 2/5. Determine o 
comprimento de CD. 


86) (Torneio das Cidades-81) ABCD é 
um quadrilátero convexo inscrito em uma 
circunferência de centro O e suas 
diagonais são perpendiculares. Prove que 
à linha poligonal aberta AOC divide o 
quadrilátero em duas partes de áreas 
iguais. 


87) (Torneio das Cidades-86) Temos um 
trapézio ABCD e o ponto M de interseção 
das diagonais. Os lados paralelos são AD 
e BC e sabe-se que AB é perpendicular a 
AD с o trapézio possui uma 
circunferência inserita. Se o raio da 
circunferência inscrita é R, determine а 
área do triângulo DCM. 


88) (Suécia-90) Um quadrilátero ABCD é 
inserito em uma circunterência. As 
bissetrizes de A e B encontram-se em E. 
Trace uma reta paralela a CD passando 
por E, que intercepta AD em 1. e BC em 


M. Mostre que LA + MB=LM. 
89) (Interprovincial-2001) Uma 
circunferência está inscrita em um 


quadrilátero ABCD. Os lados BC e DA 
possuem igual comprimento e os lados 
AB e CD são paralelos, com 
comprimentos 9 e 16, respectivamente. 
Qual é o raio da circunferéncia? 


90) (Aime-2000) Uma circunferéncia de 
raio r está inscrita em um quadrilátero 
ABCD. Ela tangencia AB em P e CD em 
Q. Se АР = 19, РВ = 26. СО = 37, QD = 
23, determine o valor de г. 


q mem ano са — e 


AS "y ` Е ө 24 


91) (Suécia-8 6) ABCD é um quadrilátero 
de área S. As diagonais encontram-se cm 
X. Sabendo-se que área de AABC = 5, e 
área de СОХ = S; mostre que 
JS, + JS: < /5. com igualdade se e 


somente se AB é paralelo a CD. 


92) (OBM-2002) Em um quadrilátero 
convexo 4BCD. os lados opostos AD e 
BC são congruentes e os pontos médios 
das diagonais IC e BD são distintos. 


Prove que a reta determinada pelos 
pontos médios dus diagonais forma 


ângulos iguais com 4D e BC. 


93) (OBM-98) Uma reta que passa pelos 
pontos médios de dois lados opostos de 
um quadrilátero convexo lorma angulos 
iguais com ambas as diagonais. Mostre 
que as duas diagonais tem o mesmo 
comprimento. 


94) (Seletiva Brasileira Cone Sul-94) Seja 
ABCD um quadrilátero inseritivel. M o 
ortocentro de ABC e N o ortocentro de 
ABD. Prove que MNDC е um 
paralelogramo. 


95) (Seletiva Brasileira Cone Sul-99) Seja 
ABCD um quadrilátero convexo, M o 
ponto médio de BC e N o ponto médio de 
AD. Prove que Six = Saw < 


ВСІ AD. 


96) (Cone 501-95) А semicircunterência 
de centro O e diámetro AC divide-se em 
dois arcos AB e BC na relação 1: 3. Meo 
ponto médio do raio OC. Seja T o ponto 
do arco BC tal que a área do quadrilátero 
OBTM é máxima. Calcular esta área em 
função do raio. 


97) (Canadá-78) Os lados AD e BC de | 102) (Australia Intermediate-2014) Seja 


um quadrilàtero convexo ABCD são 
prolongados até intersectar em E. Sejam 
He G os pontos médios de BD e AC, 
respectivamente. Determine a razào entre 
as áreas do triángulo EHG е do 
quadrilátero ABCD. 


98) (Seletiva Brasileira Cone Sul-2004) 
No quadrilátero convexo ABCD, BAC = 
CBD е ACD = BDA. Mostre que AC! = 
ВС" + АР”. 


99) (W. J. Blundon-98) O quadrilátero 
ABCD abaixo possui as seguintes 


propriedades: 

(1) O ponto médio O do lado AB é o 
centro de uma semi-circunferência; 

(1) os lados AD, DC e CB são tangentes à 
esta semi-circunferência. 

Prove que AB! = 4.ADxBC. 
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100) (Bulgária-2001) Diagonais AC e BD 
de um quadrilátero inscritivel ABCD 
intersectam no ponto E. Prove que se 
ZBAD = 2/3 e AE = 3CE. então a soma 
de dois lados do quadrilátero é igual a 
soma dos outros dois lados. 


HOT) (Baltica Way-2014) Dados números 
reais positivos a. b. c e d que satisfazem 
às igualdades a d аа = + с? + Бс с 
а= bo = e + 41, determine todos os 
ab + cd 

ad + bc 


valores possiveis da expressão 


ABCD um trapézio com AB //CD tal que 
(i) os vertices A. B, C e D pertencem a 
um circulo de centro O. 

(11) as diagonais AC e BD intersectam no 
ponto M e ZAMD = 60º. 
(iii) MO = 10. 

Determine a diferença 
comprimentos dc AB с CD. 


entre 05 


103) (África do 501-95) О quadrilátero 
convexo ABCD possui área 1. О lado AB 
é prolongado, a partir de B, até o ponto E. 
O lado BC é prolongado. a partir de С, até 
o ponto F. O lado CD é prolongado, a 
partir de D, até o ponto G. O lado DA é 
prolongado, a partir de A, até o ponto H. 
Sabe-sc que AB = BE, BC = CF, CD = 
DG c DA = AH. Determine a área do 
quadrilátero EFGH. 


104) (Torneio das Cidades-2011) Em um 
quadrilátero convexo ABCD, AB = 10, 
ВС = 14, CD = 11 е DA = 5. Determine o 
ángulo entre as diagonais. 


105) (Venezuela-2009) No quadrilátero 
ABCD os pontos P, О, К с S se 
encontram nos lados AB, BC, CD e DA, 
respectivamente, de modo que AP = 
2 PB, ВО = 2,00, CR = 2.RD e DS = 
2.SA. Determine a razão Spors/Sarcn. 

D 


Polígonos 


13.1) LINHA POLIGONAL 

Linha poligonal é um conjunto de segmentos de reta consecutivos e nàu- 
colineares, dois a dois. Uma linha poligonal é caracterizada pela sequência dos pontos 
extremos dos segmentos que a formam. 


А; 
А; 


А linha poligonal ao lado é denominada 
de AJAMADA As 


13.1.1) Classificação 
Uma linha poligonal A¡A»...A, é classificada como aberta quando os extremos 
A, e A, não coincidem e fechada quando os extremos A, e A, coincidem. 


As Å 
Às 
Ai AA AAAs é um exemplo de linha poligonal 

aberta. Perceba que os pontos extremos não 
coincidem 

\› 

de As 

As 


Aj|A3A;A,AsAGA;Ay é um exemplo de linha 
poligonal fechada. Note que os extremos 
coincidem. 


А» An 


13.2) POLIGONO 
Polígono é uma linha poligonal fechada formada por segmentos consecutivos e 


nào colineares. A região plana limitada por uma linha poligonal fechada é denominada 
de região poligonal. Um poligono é denominado de forma análoga a uma linha 
poligonal, ou seja, pela sequência dos pontos extremos dos segmentos que o formam. 


13.3) ELEMENTOS 

Vértice: extremo de cada segmento que forma o poligono. ou scja. os pontos As, А». 
Аз. .... А: 

Lado: cada segmento de reta que forma o poligono, isto é. А,А,, ASAS... А.А, : 
Diagonal: segmento de reta com extremidades em vértices não consccutivos; 

Angulo interno: ángulo formado. no interior da regiào poligonal. por dois lados 
consecutivos; 

Angulo externo: ángulo formado por um lado e o prolongamento de outro lado 
adiacente. No caso de um ángulo interno menor que 180º, o ángulo externo é 
suplementar ao ángulo interno e possui medida positiva. Caso o ángulo interno seja 
maior que 180%, o ángulo externo ainda é suplementar ao interno, porém sua medida e 
negativa. 


Polígono Convexo 
Ar 


А. Às, А. Aye Ах são 05 vértices 
A,Às, А,А;, A,A}, А.А; € A,A, são os lados 


A,A, é uma diagonal 


05 é um ángulo interno, associado ao vértice As 
Bs é um ângulo externo. associado ao vértice As 
Note que B: = 180° — о; > 0 


Аз 


Poligono Мао Convexo 
Аз Ar, As, Аз, Ay Ase А, São os vértices 
A Ау. ЉАз AgAy. АА А;А, е 


AA, são os lados 


А, _ Е 
»É-- » 


A,A, é uma diagonal 

оз é um ángulo interno, associado ао 
vértice A». Observe que ot, > 180º 

D: é um ángulo externo, associado ao 
vértice A, 

Note que f» = 180° – a, < 0 


13.) CONGRUÉNCIA 

Um polígono é classificado como equilátero quando todos os seus lados são 
congruentes. Analogamente, um polígono € classificado como equiángulo quando 
todos os seus ángulos sào congruentes. Polígonos convexos que sáo simultaneamente 
equiláteros e equiánpulos são denominados de polígonos regulares. 


E^ 


ec LJ] Aj 


O losango é um bom O retángulo é um bom No poligono acima todos us К 

exemplo de poligono exemplo de polígono ángulos sie congruentes e todos 

equilátero equiángulo us 8 lados sdo cungruentes. 
caracterizando assim um poligono 
regular 


13.5) INSCRIÇÃO E CIRCUNSCRIÇÃO 

Teorema: Todo polígono regular é inscritivel e circunscritivel, e as circunleréncias 
inscrita e circunscrita no polígono são concêntricas. 

Demonstração: 

Inicialmente será demonstrado que todo 
polígono regular é inscritível. 

Considere o polígono regular А|А,А;. .А . de 


А» ( Ax 


lado é e ángulo interno 2a. Seja O o centro da 


circunferência Г que passa pelos vértices Ar, 
A» е Às. Assim, OA, = ОА, = ОА, = К. Além 
disso, pelo caso LLL. os triángulos OA,A: e 
OA>A; são congruentes, fazendo com que 
ZOA>A¡ = ZOAA: = 20/2 = а. 

Сото ЛОА А, e AOA;A; são isósceles, segue que ZOA,A: = ZOA;A; = a. Desde 
que o ângulo interno do polígono vale 2a e ZA3A:A, é um ángulo interno: 

erp > yg 

Desta forma, pelo caso LAL. os triángulo ОАА; e OAA, são congruentes, 
implicando que OA, = OA, =R. Assim, A, pertence à circunteréncia Г. Procedendo 
de maneira análoga, pode-se demonstrar que As, Am .... A, também pertencem à 
circunferéneia Г. Deste modo, todos os vértices de um polígono regular pertencem à 
uma mesma circunferência. ou seja, todo poligono regular é inscritivel e essa 
circunferência é única, uma vez que existe apenas um circunferência que passa por Ay. 
А. е Ах. 


eme o oH t€ 


Тї Pa 


GEMAS Pelo P PIE QN 


Agora será demonstrado que todo poligono regular é 
circunscritivel. 

Seja T a circunferência que o poligono está inscrito. São 
traçados todos os segmentos de reta que ligam o centro de 
Г aos vértices. Todos estes segmentos são congruentes e 
valem R, onde R é o raio de T. Se n é o número de lados 
do polígono. pelo caso LLL. pode-se concluir que o 
polígono fica dividido em n triângulos  isósceles 
congruentes. fazendo com que as alturas com relagáo à 
base destes n triángulos sejam todas congruentes. Assim. a partir do centro de T é 
possivel traçar uma circunferência que é tangente a todos os lados do poligono, razão 
pela qual pode-se afirmar que todo polígono regular é inscritivel. 


13.6) NOMES PRÓPRIOS DOS POLÍGONOS MAIS IMPORTANTES 


nome n" de lados nome nº de lados nome 
чайка undecagono eneadecágono 
12 


quadrilàtero dodecágono icosagono ou 


vintendgzono 
entágono 13 tridecágono pentavintenágono 
hexágono 14 tetradecagono 
5 


E 1 

ME 

pentadecagono [| 

RES SIUE, 
Via к у ы uM 
A ы == 


hexadecásono 
encágono heptadecágono 
decágono | I8 |octadecágono 


13.7) LADO E APÓTEMA 
Considere que são marcados n pontos igualmente espaçados ao 


longo de uma circunferência. Designamos por (, a corda desta 
circunferência que liga dois pontos consecutivos. ou seja, 6, ё O 
lado do polígono convexo regular de n lados, inscrito na 
circunferência. Por exemplo, (y é o lado do octógono convexo 


regular. Chamamos dc apótema dc um polígono regular à 


distáncia do centro do círculo circunscrito a um dos lados. Para 
todo polígono convexo seguc quc: 


ма 


13.8) ANGULO CENTRAL DE UM POLÍGONO REGULAR 


Angulo central de polígono regular é o ángulo ZAOB. onde O c o 
centro do circuncirculo e AB é um lado do poligono. Um poligono 
regular de n lados possui n ángulos centrais, todos valendo: 
360" 
0, = s 


n 
n 


13.9) SOMA DOS ÂNGULOS INTERNOS DE UM POLÍGONO CONVENO 
Seja A,A:A,...A, um poligono regular de n lados. 
Escolha um vértice qualquer e trace, a parur deste 
vértice, todas as diagonais possiveis, fazendo com 
que o poligono fique dividido em n — 2 triángulos. 
Note que a soma dos ángulos internos do poligono é 
igual à soma dos ángulos internos de todos os n - 2 
triángulos. 

Assim, a soma dos angulos internos de um poligono 


An-5 A convexo de n lados é igual a S, = (n – 2).180°. 


No caso de um poligono regular, os n ángulos interno sào todos iguais e valem 


(n - 2).180* р 
& = „l <1<п, п> 3. 
n 


13.9.1) Soma dos Ángulos Externos de um Poligono Convexo 

Sejam à. à», ..., A, os ángulos inteiros de um poligono convexo е Bi. fx. .... Br os 
ângulos externos de um polígono convexo. Sabemos que B,=IS0-u, 1 SiS n. 
Portanto: S; = B, + В +... + В, = 180" - о + 180" оз +... + 180 -u, = 

= 180% (о ++. + an) > 

$, = 180° п - S; = 180° п – (n-2)180'2 10°. п – 180° п + 300" > 5, = 300". 


Deste modo, pode-se enunciar que em um polígono regular todos os n ángulos 


^ о 
. M К 360 : 
externos são iguais e valem B, = ——, 1 <1< п, 2 3. 
n 


13.10) SOMA DOS ÁNGULOS INTERNOS DE UM POLÍGONO NAO 


CONVEXO 
A estratégia adotada na determinação da soma dos ângulos internos de um 


poligono convexo nào funciona no caso de um poligono nào convexo. Nào é possivel 


garantir que, em um polígono nào convexo, exista um vértice de onde são traçadas 
diagonais de modo a triangularizar o polígono. Isto ocorre pois as diagonais, 
eventualmente, podem passar por regióes externas à regiáo poligonal. O procedimento 
para polígonos nào convexos ainda é triangularizar, porém as diagonais nào são mais 
tragadas de um mesmo vértice. Observe a sequéncia de figuras abaixo, onde um 
poligono nào convexo é triangularizado. 


NIC CERO 


AS imagens mostram uma mancira de triangularizar um poligono náo convexo. 
Inicialmente, deve-se traçar diagonais a partir dos ángulos maiores que 180º. de modo 
que os mesmo fiquem divididos em ángulos menores que 180º (2* figura) Perceba que 
em alguns vértices basta traçar uma diagonal, enquanto que em outros vértices é 
necessário traçar mais de uma diagonal. Assim, estas diagonais dividem o poligono 
não convexo original em polígonos convexos menores. Estes poligonos convexos 
menores podem ser divididos em triângulos tragando todas as diagonais a partir de um 
mesmo vértice. como indicado na 3" figura. 


13.10.1) Teorema: Quando um polígono de n lados € triangularizado tragando 
diagonais internas que não se cortam, o número de triângulos é sempre T=n-2e0 
número de diagonais ё d = n — 3. 
Demonstragáo: 
O polígono nào convexo com menor número de lados é um 
quadrilátero. como o da figura ao lado. Este polígono sempre pode ser 
triangularizado tragando a diagonal que passa pelo vértice do ángulo 
maior que 180º. No caso de um quadrilátero tem-sen= 4. а = leT- 
2. Acrescentando mais um vértice ao polígono, internamente ou 
externamente à região poligonal do quadrilátero, é possivel 
triangularizar o pentágono obtido traçando mais uma diagonal a partir 
do vértice que foi adicionado. Desta forma, acrescenta-se mais uma diagonal e mais 
um triângulo, fazendo com que п = 5,d = 2 e T = 3. Este procedimento pode ser 
repetido indefinidamente: sempre que um vértice é adicionado. também adiciona-se 
uma diagonal e um triángulo. Deste modo, d=n-3eT=n-2. 


13.10.2) Teorema: A soma dos ángulos internos de um polígono nào convexo de n 
lados é igual a S; = (n — 2)180º. 


ner 


Demonstração: 

Pelo teorema anterior, sabe-se que todo poligono nào convexo de n lados pode ser 
dividido. traçando diagonais que não se cruzam, em n ~ 2 triángulos que não se 
superpõe. Assim, a soma dos ângulos internos de um poligono não convexo de n lados 
é igual à soma dos ângulos internos de n — 2 triângulos: S, = (n — 2)180º 


13.10.2) Teorema: A soma dos ángulos externos de um poligono não convexo de n 
lados é igual a S, = 360º. 

Demonstração: 

Agora é necessário relembrar o conceito correto de ângulo externo de um poligono. 

Ai No caso de um ángulo menor que 180". 
como por exemplo o ángulo interno us na 
figura ao lado, a delinição de ángulo 
externo é mais simples, bastando tomar o 
ángulo formado por um dos lados e pelo 
prolongamento do outro lado que formam 
o ángulo. Neste caso. o ángulo externo 
está totalmente fora da regido poligonal e 
tem-se (s; = 180? — ds. 

Se o ángulo for maior que 180º. como por 
exemplo o ângulo interno a, o ángulo externo continua sendo formado por um lado e 
pelo prolongamento do outro lado que formam o ángulo. porém o ángulo externo f): 
pertence à regiáo poligonal, como indicado na figura. Para continuar a valer o fato que 
um ángulo interno e seu externo sáo suplementares. adota-se que o externo é negativo. 
Assim. mesmo se o ángulo interno a lor maio que 180°, tem-se (32 = 180? — qo. 

Desta forma, a determinação da soma dos ângulos externos de um poligono não 
convexo é totalmente análoga a de um poligono convexo. 

Sejam uy, Us, ..., Un OS ângulos inteiros de um polígono convexo e Bi. Bo... Dios 
angulos externos de um poligono convexo. Sabe-se que 3, = ISU ~ и. 1S 1S n. 
Portanto: 5, = B, + Ba +... ~ Ba = 180" - о, + 180" - о =... т 180" -a, = 

= 180" п- (орта +... +0.) > 

Se = 180° п – S; = 180". - (n – 2)180" = 180". п – 180°.п 7 360° > 5, = 560". 


13.11) NÚMERO DE DIAGONAIS DE UM POLÍGONO DE N LADOS 

Seja A,ASA s... A, um poligono de n lados. A partir de cada um dos n vértices podemos 

tragar n — 3 diagonais. Entretanto, como cada diagonal possui duas extremidades, 

n(n — 3) é igual a duas vezes o número de diagonais. Portanto, o número de diagonais 
n(n —3) 


de um poligono de n lados é d, > 


Dd 


Exemplos: 


1) (Fuvest-93) Os pontos B. P e C pertencem a uma circunferéncia & e BC é lado de 
um poligono regular inscrito em &. Sabendo-se que ZBPC mede 18º podemos 
concluir que o número de lados do poligono é igual a: 

aj^ DO c)7 DIO e)I2 


Solução: 
Como ZBPC é um ângulo inscrito. o ângulo central correspondente à corda BC vale 
^ o 
2.ZBPC = 36". Pela equação do ângulo central: =36" > n= 10. 
n 


2) (Fpear-2001) Um poligono regular possui, a partir de cada um dos seus vértices, 
tantas diagonais quantas são as diagonais de um hexágono. Cada ângulo interno desse 
poligono mede, em graus. 

а) 140 b)130 е) 155 d)160 

Solucáo: 


O número de diagonais de um hexágono é igual a d, = ———=—=09. 


Como a partir de cada vértice podemos traçar n — 3 diagonais, então: 
n-3=9 > n=12, 
(n-2)180" 10.180" — 


n 12 


Portanto, o ângulo interno vale & = 150. 


3) (Colégio Naval-83) O total de diagonais de dois poligonos regulares é 4. Um 
desses poligonos tem dois lados a mais que o outro. O ângulo interno do poligono que 
tem o ângulo central menor. mede: 

a) 120% 6) 135° с) 140% d)l44" е) 150º 

Solução: 

Sciam n-2 е п os lados dos polígonos. Deste modo: 


(n-3)n—2) (n-3m 


41= 82 = п – 70 + 10 + п – Зп > 


n'-5n-36=0 > (п- 90 +4) =0 > п = 9. 

Сото o polígono que possui ángulo central menor possui mais lados entáo: 
(n-2)180" 7.180" 

A = — m ———— 


n 9 


= 140º 


4) (Colégio Naval-81) Um polígono ABCD... é regular. As bissetrizes internas dos 
ángulos dos vértices A e C formam um ángulo de 72?. O número de lados desse 
poligono c: 

aj7 610 c)l2 ¿IS — 8)20. 


Solução: 

Como a soma dos ângulos internos de um quadrilátero é igual 

a 360", em ABCP temos que: 0/2 + и + q/2 - 72" = 5007. > 

20 = 288° > а = 144" 

(n-2)80" 
n 


Assim: 144" = n= 10 


5) (ITA-2003) Considere trés polígonos regulares tais que os números que expressam 

a quantidade de lados de cada um constituam uma progressão aritmética. Sabe-se que 

o produto destes trés números é igual a 585 e que a soma de todos os ângulos internos 

dos trés poligonos é igual a 3780º. O número total das diagonais nestes trés poligonos 

é igual a: 

a) 63 b) 69 c) 90 d) 97 e)106 

Solução: 

Sejam x - r. x e x + r as quantidades de lados dos polígonos. Deste modo: 

180'(x —r—2)+ 180'(x — 2) + 180'(x ^ r-2) = 3780". > 

X-r-24N—-2-tx*(-222] > 3x=27 > х=9 

Deste modo: (9 -r(9)9 + г) = 585 > 81 -г = 65 > г=16 > r=i4 

Concluimos, então, que as quantidades de lados são iguais a 5. 9 e 13. 

Como o número de diagonais de um poligono de n lados é (п) = n(n — 3 
239 96 13.10 


Sa eee 


y2: 


$ = 97 


6) Seja ABCDE um pentágono regular, Че modo que os lados deste pentágono sejam 
AB, BC. CD. DE e EA. Determine o ángulo agudo formado pela intersegáo entre AC 
e BD. 


Solucáo: 
A. Pela simetria da ligura, segue que APBC e AABC são 
К - . 3480" ^ 
triângulos isósceles. Sabe-se que ZABC = s — = 108”. 
l B 
Note que ZBAC. por ser um ángulo inscrito, € metade do 
360" А 
ángulo central. ou ѕеја, LBA =" 36". 
Portanto: 
a C — ZABP - ZARC - ZCBD = ААВС - АВАС = 


= 108" — 36° = 72" 
Deste modo: ДАРВ = 180° - (ZABP + ZBAP)= 180" ~ (72" + 36") = 72" 


7) (Colégio Naval-90) Um poligono regular admite para medida de suas diagonais 
apenas os números пу. Mx, Ma, .... N27. 1415 que n, € n» € n; <... € nos. 
Logo este polígono 


a) tem 30 lados b) pode ter 54 lados c) pode ter 57 lados 
d) pode ter 38 lados e) tem um número de lados maior que 60 
Solução: 


Separemos esta solução em dois casos: 
D Número par de lados: cada vértice possui um vértice diametralmente oposto. 


Sejam aj, a». .... а, os vértices do polígono. 
Note que a diagonal аа, „зу é uma linha de 


simetria em relação às diagonais traçadas a 
partir do vértice a;. Assim, temos que: 


пү=аа,, п. =аа|,...‚ My = аа, > 
n5; = аа, „узу · 

n à 
Deste modo: +12) > n=56 


Como nenhuma alternativa inclui n = 56, 
devemos ler um número impar de vértices. 


IH) Número impar de lados: cada vértice possui um lado diametralmente oposto. 


ELT 
а, : ау 
: e 


Neste caso, podemos traçar uma linha de 
simetria que liga a, até o ponto médio de um 
lado oposto. Neste caso: 


ün -1 


da4-7 


: " Оро: чл = 
Пр 9/85. пара: пу = аай... 
+! E 
Portanto: —— = 29: = п=57 


din + 312 "TESTE 


8) (OBM-98) Todos os ángulos internos de um polígono convexo sáo menores que 
(nào podendo scr iguais a) 160º. O número de lados desse poligono é, no máximo, 
igual a: 

а) 12 b) 14 с)15 d) 17 с) 18 


Solucáo: 


Sabemos que a soma de ángulo interno a, e um externo f, (relativos ao mesmo 
vértice), é igual a 180º. Sc todos os ángulos internos são menores que 160". então 
todos os externos são maiores que 20º. Como a soma de todos os ángulos externos é 
igual a 360", temos que: 

360" = B, + Bz + B3 +... + B, > 20" + 20° 20" +... + 20° = 20" п > 

п<18 > п = 17. 


9) (Canadian Mathematical Challenge-2009) Na figura. uma parte de um poligonu 
regular é mostrado. Sc ZACD = 120º, quantos lados possui o poligono” 


Solução: 
Considere T a circunferência circunscrita ao poligono. Como o ângulo inscrito é 
metade do ángulo central correspondente ao mesmo arco. então o arco maior AD € 


igual a 240º. Perceba que ФАСО é um ángulo inscrito em F que compreende n — 3 
lados do poligono. 


- 


360? 
n 


Assim: 240^z(n—3) > 2n23(n-3) > 2n=3n-9 > n=9 


10) O diagrama mostra cinco polígonos 
localizados lado a lado: dois triángulos, um 
hexágono regular e dois eneágonos regulares. 
Prove que os dois triângulos são isósceles. 
Solução: De ads E 

Note que os dois eneágonos e o hexágono F 
possuem lados congruentes, ou seja AD = AB А 
= BC. fazendo com que AABD seja isósceles. ( 
Note que ZDAB é igual a duas vezes um N 


ángulo externo de um eneágono regular: x C 
360º 


ZDAB = 2 = 80º 


9 
Desde que AABD é isósceles: ZADB = ZABD = 50º 
Além disso: ZABC = 360º - ZABF - ZCBF = 360º — 140" — 120° = 100º 
ZDBC = ZABC - ZABD = 100º – 50º = 50º 
Pelo caso LAL, os triângulos ABD e CBD são congruentes, implicando que ACBD 
também é isósceles. 


11) (Olimpíada da Estónia-2001) Os ángulos de um n-ágono convexo são a, 20. 
na. Determine todos os valores possiveis de n e os valores correspondentes de a. 
Solução: 
Soma dos ângulos internos de um n-ágono convexo: 
1 
n(n + Da i (n - 2)360' 
Бе e -(n-2)80" > nu= 
3. (n+1) 
(n - 2)360" 
(п +1) 


„дас... na = (n -— 2). 180° 


Como o poligono é convexo: na < 180" «180" — 


2un-4-—-n*1 > n«3 
Assim, temos dois casos a considerar: 


i)n23 > a=30" > ángulos internos iguais a 30", 60" e 90" 
1iin=4 > а = 36° > ángulos internos iguais a 36", 72º, 108" e 144" 


12) E dado um poligono regular de n lados. Assinale aleatoriamente. no scu interior, 
um ponto M. Sendo N,.x,...., X, as distâncias de M a cada um dos lados. verifique 


n 
que: NX, us XQ < 


onde a ¿a medida do lado do polígono. 

Solução: 

Sejam O o centro € A¡.A>. ..A, OS vértices do poligono. Podemos supor, sem perda 
de generalidade. que х; é a distância de M ao lado A;A,., (aqui. Ansi = 41). Então 


MA A An) = лом МА, 1) = 2 


axi 


a 
ui No d NS ux v 


Por outro lado. sends r o raio do circulo Г inscrito no poligono, temos também 


ar ar 
AUN A E MA, QA De Tens (**) 
Comparando (*) e (**). concluímos que x, +x, +... + XN, 2 nr. Agora, note que о 


perimetro de T é menor que o do polígono, o que nos dá 2ar «na. Entáo 
3 
n'a 
X, NN. Su +X, = nr < — 
A zm 


13.12) DUPLICACAO DO GENERO DE UM POLÍGONO CONVEXO 
Calculemos o valor de f,, em função de /,. onde /, é a lado do polígono regular 
convexo de x lados inserito em uma circunferencia de raio R. 
^ Seja AB = f, e o diámetro CD perpendicular a AB. 
Como o ponto C é o ponto medio do arco AB. entáo 
AC = fan. Como AACD é retângulo: 


AC'2CM.CD > (fm) »2R(R-a,) > 


RR. TL £ Ee 


13.13) ÁREA DE UM POLÍGONO REGULAR 


13.13.1) Em função do perímetro e do apótema: 
Como um polígono regular de n lados pode ser divido em n triângulos isósccles 


; Ёа 
congruentes de base 6, e apótema an, temos que: S, = pr 


Entretanto, como n.l, é o perimetro 2p, do polígono regular de n lados: S, = pn. 


13.13.2) Em função do ángulo central e do raio da circunferência circunscrita: 
Scparando o poligono regular em n triángulos isósceles 


^ a 


congruentes com ângulo oposto à base é, igual a 
n 


lados iguais valendo R. temos que: 
3 4 
n.R^ 360º 
E sf 


S= sen 


< TIT A 


—M ——— — cecal nM eee. imm 
5 3 З 


q 


13.14) ESTUDO DOS POLÍGONOS REGULARES CONVEXOS INSCRITOS 
EM UMA CIRCUNFERÊNCIA DE RAIO R 
13.14.1) Triângulo Equilátero 


Na figura ao lado. nota-se que a; e o raio R fazem um 
ângulo de 60º. 


t€ | 
Assim: += R.sen60º > с = КА 
о R 
Do mesmo modo: a; = R.cos 60° — ау=-- 
ега, SOR 
Para a área temos: S, =3 — - Ss NS 


13.14.2) Quadrado 

Como a diagonal do quadrado coincide com o diámetro 
da circunferência, então seu valor é 2R. 

Pelo l'eorema de Pitágoras: 


(„ге В+ А: = €, 2 RA 
| ES ку 
Para o apotema temos: a, = К.соѕ 45 > а, = ^ 
үа, 2 
Portanto: S, = 4 Sy 2R 


13.14.3) Hexágono Regular 
AS lracando as três diagonais maiores (todas de 
comprimento 2R), dividimos um hexágono regular em 6 
triángulos equiláteros iguais: 
s R3 
Desta forma: = К а, = ar 
^ (La за? 
WAN Conseqüentemente: S, ai cum > $-— 
AAA E Di 


AS scis diagonais menores medem “в ' 


13.14.4) Octógono Regular 

Vi ME Quando unimos quatro vértices não- 
consecutivos de um octógono regular obtemos 
um quadrado. Assim, pela equação da 


duplicação, podemos obter /, em função de 


t,=RV2: 


[. в: 342 
Para o apótema: a, = qu Serm > as Bun 


a 
Para a área: S, =8 2 E 


Pode-se observar que. apesar de possuir 20 diagonais. um octógono regul: 
possui somente trés valores distintos para os comprimentos destas diagonais. Sejam d, 
€ d» < di estes es comprimentos. Te Temos diretamente que: 

d, = УУ, = У.У, = = V,V, = У.У, = = У.У, = = У.У, = V,V, = VV; = = КМ 


d; = VV, = V, Va =V,V, = V, V = 2R 


Para o cálculo de d, = VV, Z V, V; = V, V, = Vi V; = V¿V, = V, Vj = VV: VV, 


^ 


apliquemos o Teorema de Pitágoras AV»W¿V=: У, V АЛАД: 
d+ =d? => dleRiQ-J2)e4R? > d,=Ry2+y2 


— Y 


Obs: O valor de fg nos fornccc um método geométrico para cálculo de sen (45/2). 


Como o ángulo central de um actógono regular é igual а 43". o ángulo inscrito 
correspondente a um lado do octógono vale 45/2 e. pela. Lei dos Senos, 


asto fy 42-12 


scn — = — = 
Z 2R 2 


13.14.5) Dodecágono Regular 
Partindo do hexágono (б = К), podemos 


calcular (43: 


2 R(2-wX3 
Para o apótema: ауу = " шыш 


R424 3 


dj = 


2 


(12-815 


> Si, =3R 


Para a área: S,, =12 
Por mais que um dodecágono regular possua $4 diagonais, seus comprimentos 
assumem somente cinco valores. Sejam d, < d» < d; < d, < d: estes comprimentos. 
Segue diretamente que: 

—WWM -VV -VV -VV -VV -VV -VV -VV -VV -V NY - 
d = VV; = VV; = V; V; = Vi Va = V: V} = Va Vs = VIV = Ve Via = Vo Vii = УУ, = 


d; = Vi Va = VV, = VV,  V,V; = VV, = VV, = VI Vio = VV = VV. = VV, 
= УУ, = М.М, =(,=К/2 


d, = VV, = У, = VV, = V, V, = VV, = VV, = V, Vi = VV, = V = Vu; = 
d, = VV, = VV, = VM = VIV = VV VIS =2R 
Para o cálculo de dz, podemos aplicar o Teorema de Pitágoras em ЛУ „У.М: 


, , n 


Vi Y £VjV, =, m dieR'(Q2-J3)2 4R! > d,=Ry2+V3 


Obs: O valor de “|; nos fornece um método geométrico para cálculo de sen 15". Como 


o ângulo central de um dodecágono regular é igual a 30º, o ángulo inscrito 
correspondente a um lado do dodecágono vale 15” e, pela. Lei dos Senos, 


ES 
sen]l5 = — 


tmo pun a a = 


Е С СА 5с 5g. o 1-2 


13.14.6) Decágono Regular 


Considere que AB = í ¡y e OA = OB = R. Assim. 


ZAOB = 36º с ZOAB = ZOBA = 72º. Trace а 
bissctriz BC. Desta forma temos que ZABC = ZOBC 
= 36” c ZACB= 72". 

Como АВАС é isósceles então BC = AC = fm. 


A 
E Como AOBA é isósceles então OC = BC = fq. 
A 
do Uma vez que ОА = R então АС = R - £y. 
A 
A 


Desde que AOAB - ABAC: 
OA AB E R б 


Ж. fa Rs 
э ` А ы -R& a == 
К-К. = lw > Ca +R£m-R=0 > MEET 
y QRGNS-D 
Hex E 
Como/,,»0 => fi o 
a = (R$ 05-07 => т =з 


А 53 fp? 
Deste modo: Sip = yo Áudio =%- 5 „ SO = 25Rº 
2 4 


Obs: O valor de f ¡y nos fornece um método geométrico para cálculo de sen 18". Como 


o ángulo central de um decágono regular é igual a 36". o ángulo inscrito 
correspondente a um lado do decágono vale 18" e, pela. Lei dos Senos, 


/ fa LI 
sen 18° Md ME 
2R 4 


13.14.7) Pentágono Regular 
Pela equação da duplicação do género de um poligono convexo: 


a | 
mar R- fre- > 2R,[R?-= =2R - > 
4 Y 4 


QR'y-R'ijsQR'-üy > gR'degn'y-QR!-y! > 
R^G =G AR- G) > Re = Y ARE) > 
2 2 2145 
Rot, = ROBA Caça RBA] „, 
E : 
| a ыст > e, LRyt0-245 
- ——— = 222 SA a е 
Y 


3 


Calculando o apótema: a; = [e - Rq0-245) > а; = RO € V5) 
16 4 
с.а; 


E 5410 + 2J5R? 
> S, AA 


2 8 


Portanto: S, = 5 


Podemos notar, também, que todas as cinco 

diagonais de um  pentágono  possuem igual 

comprimento. 

Assim: VV, = V,V, = VAA = У.У, = М.У. =d 

Para calcular tal comprimento podemos aplicar о 

Teorema de Prolomeu em V, V. V;V, (que é um 

trapézio isósceles): 

а= d.a (ls > d'-(()d-(i20 > 
G5). куо 24/515) 

г шке шы O 


E gio dE 


9 


d 


d 


Obs: O valor de € nos fornece um método geométrico para cálculo de sen 36”. Como 
o ângulo central de um pentágono regular é igual a 72", o ângulo inscrito 
correspondente a um lado do pentágono vale 36" e, pela, Lei dos Senos, 


J10- 2/5 


p 
ѕеп 36° = —— = ——————, 
2R 4 


M À— — mma e—a USER + aaa 
SA 


Ж A БА л ROI s 7 AM 0 C 


Exemplos: 


1) (UFPE-93) O lado do pentágono regular inscrito numa circunferéncia de 6cm de 
raio mede p centimetros. Indique o inteiro mais próximo de p. (Adote sen 36º = 0585). 
Solução: 

Como o lado do pentágono regular inscrito em uma circunferência de raio mede 


‚ QRNIQ0-245 6V10-245 


f, = — — então p= ———————— = 7,0534. ou seja. o inteiro mais próximo 


de pe 7. 


2) (UFPE-2000) O dodecágono regular da figura abaixo tem lado 3. Qual a soma dos 
digitos do inteiro mais próximo de sua árca? 


1° Solução: 


ia, = КУ2+У3 34245 3 [2+5 32 43) 
| 2 afa-45 2Y2-43 2 
32 43) 
12{ „а at 
iii) Sp = =i = 2 > $S,-2:2443) > 5122 100,76 > 


o inteiro mais próximo da área é 101, cuja soma dos digitos é igual a 2. 


2* Solução: 

A figura dada pelo enunciado da questão fornece uma dica para a solução. Repare que 
o dodecágono está dividido em um hexágono, seis triángulos (que na verdade sào 
equiláteros) e seis retángulos (que na verdade sào quadrados). Vamos mostrar como 
fazer esta construcáo. 


Sobre os lados de um hexágono regular ABCDEF’, 
externamente a este, construa seis quadrados. Note que 
os vértices livres dos quadrados lormam o dodecágono 
ABCDEFGIHIJRKI. Vamos provar que este dodecágono 
é regular. Inicialmente perceba que os seis triángulos 
que surgem entre os quadrados são isósceles, pois dois 
de seus lados são iguais aos lados dos quadrados. que 
por sua vez são iguais ao lado do hexágono. 

Como o ângulo interno de um hexágono é 120", então o 
ângulo interno de cada triângulo cujo vértice está sobre 
o hexágono vale 360" – 120" — 90" — 90" = 60", ou scja. 
os triângulos são todos cquiláteros, fazendo com que os segmentos pontilhados 
tenham igual comprimento aos dos lados do quadrado, implicando que o dodecágono 
ABCDEFGHIJKL seja regular. 

Se o lado do dodecágono vale 3, sua área S vale: 

Su Bhevaguno + 6S quadrado + бшш» => 


(3 pe (3? 25. Dd 2745 


— mais próximo dude área é 10 : cuja soma dos digitos é igual a 2. 


H G 


бей eo pg зе ЖҮ 2 27(2+43)2100,76 > 


3) (Colégio Naval-96) Sejam ABCDEFGHIJKL os vértices consecutivos de um 


dodecágono regular inscrito num círculo de raio /6. O perímetro do triângulo de 
vértice AEH vale: 


а) 3[3+ 24 5] b) 3[1+./2 +./3| с) 3[1+242 +55 | 
d) 3[2+2+343 ] e) 3[1+/2+243 ] 


Solução: 

Como vada ângulo inscrito correspondente a um lado do 
dodecágono vale 15º. então: 

ZEAH = 3(15") = 45"; ZAME = 4(15") = 60"; 

ZAEH = 5(15") = 75º. 

Pela Lei dos Senos: 

2p=AE+EH+HA = 

= 24 6.sen 60" + 2 J6.sen 45" +2 2 J6.sen 75" = 


-›6Ў + Mex, ме, 3| > 
2p 2342 «245 + 43 +3 = E E 


s Jg | o 


© / "Fo $ 
n B RENE SEES Á ERG. o 


4) (Colégio Naval-87) O lado do hexágono equilátero inscrito numa 
semicircunferéncia do circulo de raio r e centro 0, onde uma de suas bases está sobre o 
diámetro, é: 


Seja ( o lado do hexágono ABCDEF. 

Repare que. pela simetria da figura. a diagonal 
FC divide a figura ao meio. ou seja. OQ - 
ODA = г/2. 

Podemos afirmar também que PQ = ED/2 = 1/2 
Seja a = ZEOD. Note que ZEOD é um ángulo 
central que compreende a corda ED = /. Como 


ZFCD é um ángulo inscrito que compreende duas cordas. FE e ED. ambas de 
comprimento £, então temos que ZFCD = a. 
Por outro lado, como ZPQO = ZDQC, então podemos afirmar que APQO - AQDC. 


C d 
T Lu 2.5 p 
sim: —— =: = 5 £X% > (=— > (= — 
т о { 2 
2 


5) (Colégio Naval-2002) 


As diagonais AC, BD, CE, DF, EA e FB de 
um hexágono regular ABCDEF intersectam- 
se formando outro hexágono A'B'C'D'E'F', 
conforme a figura acima. Qual a razào entre 
as áreas do maior e a do menor hexágono? 


Solução: 
VAN A. Sabe-se que um hexágono regular pode ser dividido em seis triângulos 
ER x equiláteros iguais. como indica a figura ao lado. Suponhamos que S é 


q 7 а área dos seis triángulos equiláteros em que A"B'C*D'F*F” pode ser 
N / \ / dividido. Assim, podemos afirmar também que Saara = Sanc E 
Siro = Sanem = Sar = Sur = 5 
Note agora que AF'B'B é um retângulo. Como as diagonais de um retângulo o 
dividem em quatro triângulos de mesma área, então podemos afirmar que: 
Saara Sama ur = Sacu o 9 Sabor O Sape = Suer S, 
05 + 65 + 65 a 
= ———— = 5. 
6S 


S 
Portanto: ABCDE 


NB CDH 


6) (Unifor-2001) Na figura abaixo tem-se um octógono regular inscrito em uma 
circunferência de raio 2 cm. O perímetro desse octógono, em centímetros, é igual a 


a) 1642 
b) 3242 
aedi 
-) 16/20 
e) 1644 - J2 


Solução: 
Como o valor do lado do octógono regular inscrito em uma circunferência de raio R é 


a 2 ; М s f 
С = Ry2- 2 , então o perimetro do octógono é igual a 8.(, = 1642 – TEN 


7) (ITA-2007) Seja Pa um polígono regular de n lados, com n > 2. Denote por a, O 
apótema e por b, o comprimento de um lado de P,. O valor de n para o qual valem as 
desigualdades. 

bi Sac bis 2-1. 
Pertence ao intervalo 
а)3 <п<7 b)6«n«9 с) 8<п<11 d)l0<n<13 е) 12 <п<15 
Solução: 


o Sendo O o centro de P, e M o ponto médio de um lado qualquer, 
| 


"ү ; S à ^ д 
AB, obtém-se o triângulo retângulo AMO, em que m(AOM) = —, 
n 


aa РА 
Assim: tg 


(л) 
ТА B | il 


pois b, S an. 


A ba 
2 


RII 


ms ——M—— o ee = Ó—— —„ 
ras сера 


< Espeto ГЛ Pola 2 
fa / 
; | 3 
Dai, v: IP т xr > n>(6(eq. 1) 
Кача 7 в \ 6 
; a Des | 
Analogamente, para o poligono Р: tg| — | = —+ > a Já que bs. 12 a4. i. 
(n-i) D. С 


Logo: ul d. i > /5 -l= > n-1<8>n<9 (eq. 2) 
Ana 3 8 


De (eq. 1) e (eq. 2), segue o resultado: 6 «n « 9 


8) (ITA-95) O comprimento da diagonal de um pentágono regular de lado medindo 1 
unidade é igual à raiz positiva de: 


ax +x-2=0 b)x-x-2=0  cx-2x-120 
dx *x-120 ex -x-120 
Solução: 
A Seja CP a bissetriz de ZACD. Como ZDAC é um ângulo 


inscrito correspondente à corda CD (que é dos lados do 
pentágono regular), então ZDAC = 36". Uma vez que 

E В AADC é isósceles. segue que ZACD = ZADC = 72". 
Desde que CP é bissetriz que ZACD, temos que: 
ZACP=ZDCP=36" = ZDPC=72”. 
Como ZDPC = “РОС então ADCP é isósceles > 

D C PC=CD=1. 

Como “АСР = ZCAP então AACP é isósceles > 


PC=AP=1. 

Pela igualdade de ángulos, temos que AADC ~ ADCP. Assim: 
DC AC l 2 2 

—m— —2— > xX-x=l > x-x-1=0. 
DP CD x-l | 


9) (International Mathematical Talent Search) Um dodecágono regular está inscrito 
em um quadrado de área 24, onde quatro vértices do dodecágono são os pontos 
médios dos lados do quadrado. Determine a área do dodecágono. 
Solução: 
Seja R o raio da circunferência circunscrita ao dodccágono. 
Assim, o lado do quadrado é igual a 2R, implicando que: 
4R 224 => R=y6. 
Como um dodecágono é formado por 12 triángulos isósceles 
com ángulo central de 30", entáo: 


Se 12 E sen 30" =125= 18 


- - - t ~~ Mme 


10) (Olimpiada de Maio-2001) Em volta de um círculo situam-se dez moedas de | em 
de raio como indicado na figura abaixo. Cada mocda é tangente ao círculo e às duas 


moedas vizinhas. 
Demonstre que a soma das áreas das dez moedas é o dobro da área do círculo. 


Solução: 
Seja R o raio da circunferência maior. Os centros das dez moedas formam um 


decágono regular de lado 2, sendo igual a R + 1 o valor do raio da circunferência 
circunscrita a este decágono. Assim: 
(К 4 (5 -1) 4 
MM Re l= > 
2 5-1 
A . ^ . . "m 2 > 
Portanto, a área A da circunferéncia maior é igual a 5x cm” e a soma S das áreas das 
э 2 
10 moedas é igual a 107 cm”. Deste modo, S = 2A. 


az > R=$5 ст 


11) (IME-80) Sejam f4, €, e ly os lados do quadrado, do hexágono e do decágono 
regulares, inscritos todos no mesmo círculo (C). Com esses trés lados, constroem-se 
um triángulo ABC, nào inscrito em (C), tal que BC = €,, AC = (¿e AB = Cj. Pede-se 
calcular o ángulo A do triángulo ABC. 


Solução: 
Considere que R é o raio de circulo C. Pela Lei dos Cossenos em AABC: 


BC -AB «AC -2ABACcosÃ > (2) = (6) +(0) -2()cos А > 


NA E ( а " 
му = 805-0) sr? ca ME cansa > 


ГА 


R? - R^ (45 -1)cos À >» 


2 „ре 
2R? "i ы, Gy 


E 2 A х é | 
8=6-24/5 +4-4(4/5 -1)соБА > 4V5-IcosÃ=2-255 => cosÃ=-— > 


A = 120º 


Б 


12) Problema do Triangulo Russo 

O triángulo ABC é isósceles com CA = CB e C = 20". Sejam os pontos D sobre AC e E 
sobre BC de modo que ZARD = 60" e ZBAE = 50". Determine o valor de ZEDB. 
Solução: 


Seja ABA;A,...Ajx um polígono regular de 18 lados centrado em C. Trace as 
diagonais АзА |; e AA», que intersectam CB em E. 
А,В -2ZEAB = 100º 


— 


А;А, 
СА;А А, = > --230* 


ZAisCAis = АА = 60? 

Assim, em ЛА СЕ: ZA,,FC = 90° 

Сото AA¡sCA s é equilátero e AisF L СА |, segue que F é ponto médio de СА х. ou 
seja, СЕ = ҒА з. Desde que ZDCAis = ZDAC = 20º, tem-se que D pertence ao 
prolongamento de FA¡s. Como АС = ZDBC = 20º tem-se que CD = DB. Por simetria 
ЮА к = DB. ou seja. ОА = CD. Deste modo D pertence à mediatriz de СА |х. Em 
outras palavras, A:A,s passa por D, fazendo com que Ass. E. E e А; sejam colineares. 
Como ZABD = 60º. o prolongamento de BD encontra o poligono em Ass. 

Desta forma: ZEDB = 2% = ————— = 350" 


? ? 


Ё 
Кё 


ааай emo gm meia т A г" 


erus 


13.15) POLÍGONOS REGULARES ESTRELADOS 
13.15.1) Introdução 

Inicialmente, verifique-se o que ocorre quando se prolongam os lados de um 
triângulo eqüilátero, de um quadrado e de um pentágono regular. 


Nota-se que nos dois primeiros casos os prolongamentos dos lados não se 
intersectam. Mas no pentágono, os prolongamentos dos lados do pentágono regular 
constituem um outro poligono, ABCDE. não convexo, formado por cinco segmentos 
(AB. BC, CD, DE e EA) congruentes, conforme é fácil verificar, dispostos de modo a 
formar uma estrela. Também é imediato mostrar que os ángulos internos desse 
poligono são congruentes. Dai, tal pentágono poder também ser chamado regular, 
visto ser eqúilátero e eqúiángulo. A propósito, essa estrela recebe o nome de 
pentagrama c era o simbolo da escola pitagórica, sendo também utilizada por várias 
seitas místicas, do passado e do presente. 

Entretanto, hà um problema: é óbvio que tal pentágono não é do mesmo tipo que 
o pentágono original. Com efeito, o primeiro, para começar, é convexo, ao passo que o 
segundo é cóncavo. Outra distinção notável entre os dois é que o pentagrama 
representa uma linha poligonal mão simples, uma vez que existem pontos como 
interseção de dois lados não consecutivos. De um modo mais geral, percorrendo a 
estrela a partir de A, por exemplo, sempre num mesmo sentido, passa-se por alguns 
pontos (os vértices do pentágono original) mais de uma vez. Quando uma linha possui 
tal propriedade, diz-se que ela é entrelaçada ou entrecruzada, ou ainda, que ela não é 
simples. 

Tal tipo de poligono é denominado polígono regular estrelado, e o processo de 
criação acima (prolongar os lados de um polígono regular convexo) costuma ser 
chamado estrelacdo. 

Assim como alguns tipos de polígonos regulares não admitem estrelação 
(triângulo. quadrado e hexágono), alguns polígonos regulares admitem mais de uma 
estrelação. Observam-se, por exemplo, duas estrelações distintas no heptágono 
regular. 
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Visto que todo polígono regular convexo é circunscritivel. é imediato concluir 
que todo poligono regular estrelado também é circunscritivel. já que o incirculo do 
poligono convexo que Ihe deu origem tangencia todos seus lados. l'ambém é possível 
demonstrar que todo poligono regular estrelado também é inscritivel. Em verdade. 
basta notar que todas as pontas da estrela (vértices do poligono estrelado) equidistam 
do centro do poligono original. Assim, o centro do poligono regular estrelado coincide 
com o do poligono regular convexo que o originou. 

A partir da inscritibilidade, os poligonos regulares estrelados podem ser 
estudados de um modo mais conveniente que a estrelacáo. Os elementos do polígono 
estrelado serão relacionados ао seu circuncirculo, o que facilitará o entendimento de 
várias propriedades. Este será o método empregado aqui. 


13.15.2) Principais Definigóes e Primeiros Resultados 


Considere-se uma circunferência C qualquer. Sejam Aj, Az. As. .... A, pontos de 


—M— — 


C que a dividem em n arcos congruentes, A,À,, А,А,..... A,A,. Apenas рага 
lacilitar, tais arcos serão chamados temporariamente de arcos básicos. 

Quando se ligam os pontos de divisão por meio de cordas consecutivas de С, 
mantendo sempre o padrão de ligação (a quantidade de arcos básicos entre as 
extremidades de uma corda qualquer num mesmo sentido é constante). é possivel 
obter um polígono regular inscrito em C, em que os vértices são os pontos de divisão. 
Com efeito, basta notar que, como cada corda deve subentender um igual número de 
arcos congruentes, todas as cordas serão também congruentes. Dai. o poligono é 
eqiilátero. Além disso, todos os pares de cordas consecutivas formarão ângulos 
inscritos em C congruentes entre si. Logo, o poligono também é equidngulo e. 
consegiientemente. regular. 


Se os arcos básicos MN, NP. PQ e QR são congruentes, 
entáo as cordas мос NR também о sáo, uma vez que 
subentendem igual quantidade (trés) de arcos básicos. 
Além disso. os ángulos inscritos de vértices em N e em Q 
também são congruentes. pois determinam igual 
quantidade de arcos básicos (dois). 


Não é necessário ligar os pontos consecutivamente (ou seja. não se é obrigado a 
ligar A, a Ay, por exemplo). Deve ser obtida uma poligonal fechada (união dos 
segmentos consecutivos) e continua (ou seja, deve ser possivel desenhar toda a 
poligonal. num mesmo sentido, "sem precisar sair do papel"). Tal polígono pode ser 
convexo (quando os pontos são ligados em segiiência — de um em um - por exemplo) 
ou estrelado (quando nào for convexo. De um modo geral, quando os pontos sáo 
ligados ou de dois em dois. ou de tres em trés, ou de quatro em quatro,..., sempre num 
mesmo sentido, conforme a conveniência. que será vista a seguir). Os lados do 
poligono são as cordas consecutivas da circunferência. e os ángulos (internos) do 
poligono são os ângulos inscritos em С, determinados por dois lados consecutivos. 

Para fixar idéias. observem-se os exemplos seguintes. 


Os 12 pontos dc divisão foram ligados de 5 
em 3, no sentido horário (ou. obviamente, de 
{2—-5=7 em 7 по anti-horário), formando-se 
um dodecágono regular estrelado. 

Hà 12 vértices (os pontos de divisão. Aj. As. 
es Ар). 12 lados (as cordas consecutivas 
AJA. А.А п, АПА. WR А,А |) e 12 ángulos 
internos (os ángulos inscritos em C. Аа; Аз,.... 
Аз. determinados pelos lados do poligono). 


A ora. os pontos foram ligados 
sequencialmente (de | em 1). fechando-se um 
dodecágono regular convexo (não estrelado. 
portanto). 


Observe-se que, caso os pontos sejam ligados 
de 2 em 2, de 3 em 3 ou de 4 em 4. não sc 


forma  dodecágono regular algum. São 


formados, respectivamente. hexágono, 
quadrado e triângulo regulares (todos 
CONVEXOS). 
Notam-se os seguintes fatos interessantes: 

12 (pontos) 


(ligados de) 2 (em 2) 


12 (pontos) 


= 6 > hexágono regular 


HA = 4 > quadrado 
(ligados de) 3 (em 3) 


12 (pontos) 


=} > triângulo eqúilitero 
(ligados de) 4 (em 4) 


PI Pee ү. í HA 

Denomina-se espécie de um polígono regular o nümero de voltas completas que 

se deve dar na circunferência até que sc volte (pela primeira vez) ao ponto de partida. 

Assim, no exemplo do dodecágono regular estrelado acima. tem-se um polígono de 5º 

espécie. pois são necessárias exatamente 5 voltas completas para partir do vértice Ar e 

voltar ao mesmo vértice, formando o poligono. Já nos exemplos dados acima, há duas 
m 


espécies de heptágonos estrelados: um de 2º (o primeiro) e outro de 3" especie (o 
segundo) 


Hleptágonos regulares 
estrelados: de 7 
especie (à esquerda) e 


de 3" espécie. 


Note-se que qualquer polígono regular convexo é de 1°” espécie, como é 
evidente. 

Genero de um polígono regular é o seu número de lados. 

Quando se divide uma circunferência em n arcos congruentes (n > 2), sempre se 
constrói um polígono regular convexo de n lados ligando-se os vértices de um em um. 
Entretanto, não é a única maneira de fazer isso. Ligando-se os pontos de p em p, p> 
|. pode-se obter um polígono convexo ou estrelado. como se viu nos exemplos acima. 

Uma pergunta fundamental que deve ser feita é a seguinte: Dividindo-se uma 
circunferência em n (> 2) partes congruentes. quantos tipos de poligonos regulares 
com n lados têm vértices nos pontos de divisão? Procurar-se-á respondê-la a seguir. 


s Р n CT 
Inicialmente, € importante entender que basta fazer p < E Com cfcito, ligar os 


pontos de p em p gera o mesmo polígono que conectá-los de n — p em n — p. Para se 
convencer disso. é só notar que uma construção é idêntica à outra, só que no sentido 
contrário. Portanto. por simplicidade. pode-se fazer p 5 n — p. do que se conclui p < 


n À n : : | 
a Porem, se p = z (naturalmente, com n par). nào sc obtém sequer um poligono. 


mas sim um diâmetro da circunferência. Imagine-se. por exemplo. 10 pontos sobre a 


circunferência. Ligando-se os pontos de 5 em 5, parte-se de Ay, chega-se a As, e volta- 


-— ' n 
se a Ai. Desse modo, é suficiente considerar os casos em que p < Eta 


{ 

n 
Pp ou «—; para representar 
um poligono regular obtido a partir de n pontos de uma circunferência, ligados de p 
em p. Dessa forma. o dodecágono regular estrelado é E. os heptágonos estrelados de 


Em seguida, é conveniente utilizar a notacáo PP 


2° e de 3º espécies são representados por Р- зе P^, respectivamente. e o pentagrama e 

[3 | de EN 3 [5] é 

ET qual. como já se sabe. também é VENE "s^ Os poligonos convexos 
4 De ә 

regulares de n lados podem ser representados, simplesmente. por P, ou (nj. Assim. o 


А ^ л ТРЕ" 121 
decápono regular convexo é o poligono Pj; ou (123, ao invés de р. Pj», ou i. 


ИГ" . а еа | 
Como provado no parágrafo anterior, tem-se o resultado 15] = me 
p n-p 
Perceba-se que Pr não é, necessariamente, um polivono regular de n lados. 
Consoante os exemplos anteriores. viu-se que dividindo um circulo em 12 partes e 
ligando os pontos de divisão de 2 em 2, obtém-se o hexágono regular. Noutros termos. 
Pl-P'-p, É fácil verificar também que, por exemplo. р; =, ou seja, que о 
pentagrama pode ser obtido a partir de 10 pontos de divisão, ligados de 4 em 4. 
Tudo leva a crer, então, que é possível “simplificar” fatores comuns a n e a p. 
Mais precisamente, se n = Кп’ e p= К.р", então Р" = P^. Dai, se k for o máximo 


n 
divisor comum entre n e p (noutros termos, se nº e p^ forem primos ente si). poder-se- 
ia garantir que P^ é um polígono de nº lados (género n^) de espécie p`. 


De fato, tal suposição é verdadeira. 


- : a n А 
13.15.3) Teorema: Рага todos пашгаіѕ п 2 3 е 15р M o polígono regular PF tem 


género d e é de espécie e em que d = mde (n, p). 


Demonstração: 
Suponha-se que, partindo de Aj, sejam necessárias e voltas na circunferência 
para fechar o poligono regular (isso quer dizer que a espécie do poligono é e). O 
espaço angular percorrido pode ser calculado de dois jeitos diferentes. Por um lado, e 
360 


wivialmente igual a 3607, е. por outro, como cada lado subentende um arco de p 
n 


^ u 


(pois há p arcos básicos por lado e cada um deles mede ). supondo a existencia 


n 


JL 3; 
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a o 


А ^ A 2 
de g lados (g é o género), computa-se um espaço angular igual а | 


п 
360º \ a g 
forma: p le =360%е c» е=р.2 (1). 
п / n 


Sendo d = тас (n.p). pode-se escrever n = d.n e p = d.p'. com тас (п'`.р`) = 1. 
Substituindo esses fatos ст (1): ez > Lan. Já que p' e nº não têm mais fatores 
n 


comuns, conclui-se que g deve ser um múltiplo de nº. Há, porém, infinitos múltiplos 
positivos de n`. Como e é, por definição, o menor número de voltas necessárias para 


: g à е 
fechar o poligono. basta impor que — assuma o menor valor possível, Evidentemente. 


n 
g n 
tal valor deve ser 1. Da, E=iS5g=n'=—. e, conseqüentemente, em (ID). 
n' d 
, g ' ' p = 
esp. ==p.l=p"= T como se queria demonstrar. 
n C 


Como conseqüència deste teorema, pode-se garantir. para exemplificar. que P é 
um octogono regular estrelado (de 3º espécie), VH pi = i) é um pentágono 
regular estrelado. de 2" espécie (pentagrama) с que não existe hexágono regular 
estrelado (pois P! é convexo e Р2 = P, é triángulo eqüilátero). 

Agora. pode-se responder a pergunta proposta anteriormente. 


13.15.4) Teorema: O número de tipos diferentes de polígonos regulares com n lados 
que podem ser obtidos a partir da divisáo de uma circunferéncia por n pontos 
eqüidistribuidos sobre ela é igual à quantidade de números inteiros primos сот n e 


d(n) 
2 


п k д; x 
menores que 7. Tal quantia é dada por em que O representa a função de 


Euler. 
Demonstração: 

A principio, basta utilizar os resultados anteriores. Рага que р” tenha п lados, 
isto с, para que n pontos igualmente espaçados numa circunferência sejam os vértices 
de um poligono com n lados, é necessário e suficiente que p seja primo com n, caso 
em que a espécie do poligono será p (os vértices serão escolhidos alternando-se os 
pontos de divisão de p em p). 

Da teoria dos números, sabc-sc que a quantidade de números intciros positivos 


. i l 
primos com n. mas menores que n, € dada por D(n)= ul | NA leat osos] 
р, po) nmJ 


em que ps. p»...., px são os fatores primos (distintos) de n. Como visto anteriormente, 


porém. não adianta fazer p assumir todos esses valores. já que P," = P7. Conforme já 


foi discutido, deve-se impor 1< p< 2. 


Para encerrar, deve-se provar que dos (D(n), n > 2, números inteiros positivos 


А ; B a ; 
primos com n, exatamente a metade é menor que > Com efeito, suponha-se que d é 


са bes n y А 
um inteiro positivo, menor que —, e primo relativo com п, ou seja. mde (d, n) = 1.0 


número n — d também é primo relativo com n, uma vez que mdc (n — d. n) = mde [n - 


" n a $ : adia 
(n — d). n] = mde (d, п) = 1. Comon- d >>» então para cada inteiro positivo d que e 


primo relativo com n, existe outro inteiro positivo (= n — d) que também «c primo 
relativo com n. Note também que se n é um inteiro par maior que 2 então mde (n. 1/2) 
* 1. Portanto, exatamente metade dos inteiros positivos primos relativos com n são 


n 
menores que r1 E 


Dessa forma, é possivel responder acertadamente a perguntas do tipo: 
a) Quantas espécies distintas de pentadecágonos regulares existem? 
b) Há quantos tipos diferentes de icoságonos estrelados”? 

E só utilizar o resultado anterior. Como 15 = 3.5, vem que: 


Е hl DE o x. 
Ф(15) = 15|1-= | 1-2 [215.22 =. 
V 29 5 33 
nta ; c(15) T 
Conseqüentemente, pelo teorema precedente, hà exatamente —s— = Hespectes de 
pentadecágonos regulares, a saber: Ph, PA, ВА е РА. 
Analogamente, já que 20 = 27.5, conclui-se que: 
| | 14 
o(20)=20[1-+)f1-5)=20 =. =Š 
E 5 25 
(20) 


Dai, os tipos de icosigonos regulares são em exato número de Burr e 


p? 


MU 


existem exatas trés espécies de icosagonos regulares estrelados. 


Y « " . . 
e P,,. Uma vez que destes apenas o primeiro é convexo, pode-se garantir que 


ei * 


13.15.5) Figuras Estreladas 


Do jeito que foram definidos. os poligonos regulares são também denominados 
continuos. Apenas para complementar. cabe citar que existe uma gencralização para 


ү = тикин —— í—— E 
m БУТУ? tf 
pA Ti 


polígonos estrelados regulares que formaliza a existência das denominadas figuras 
estreladas (ou polígonos estrelados impróprios, ou, ainda, descontinuos — é 


impossivel desenhá-las "sem sair do papel"). 

Conforme visto anteriormente, quando no polígono Pf p e q não são primos 
entre si. nào se forma um polígono regular de n lados. Por exemplo. P}, de acordo 
com o processo descrito acima, nào é um hexágono regular, mas sim um triángulo 
egiiilátero. Tampouco P7 é um octógono regular. 

Imagine-se. porém, que num primeiro momento nem todos os n pontos de 
P*scjam conectados, isto é. que partindo de A, pelo procedimento anterior chegue-sc a 
Ay sem utilizar todos os pontos de divisão (isso obviamente ocorre se, e somente se, 
тас (n.p) = 1). A idéia é recomeçar o procedimento. а partir do primeiro ponto não 
conectado, e assim sucessivamente, até usar todos os pontos nalguma conexáo. 

^i 


“а 2 


Após fechar a primeira ctapa de construção do 
poligono? (o triângulo A,A:A:). iniciada em Às. 
recomeça-se о processo em A». obtendo-se uma 
figura estrelada denominada hexagrama ou 
estrela de Davi. utilizada como simbolo 
importante. por exemplo, na cultura judaica. 


^1 


Sendo d = mde (n.p) (# 1), é fácil concluir que a figura estrelada obtida. р". 
" 

pode ser vista como uma coleção de d poligonos regulares do tipo PY. Assim, no 
d 

exemplo precedente, a figura estrelada P? é a reunião de 2 (= тас (6.2)) triángulos 


* 


eqüiláteros (P? = Р,). 


3 


H 2 
; А ; Эт... 
Note-se também que cada um dos d polígonos P? é rotacionado — radianos 
n 
d 
. 360° : " са) 1 
(ou seja. ——— ) em relação ao "anterior". Na estrela de Davi. por exemplo. o segundo 
n 


triángulo pode ser obtido a partir de uma rotacáo de 60? do primciro. 


e 


Pd e A estrela de Lakshmi (Р) é a união (descontinual 
de dois quadrados congruentes. um rotacionado de 
45" em relação ao outro. Essa estrela é utilizada pelos 

f hindus para simbolizar Ashtalakshmi, as oito 
modalidades de saúde. 


it 


Pj: o nonagrama. 


13.15.6) Algumas Relações Métricas 


A maior parte dos raciocínios empregados para calcular lados e apótemas de 
polígonos procura relacionar tais elementos com o circunraio. Os ângulos na 
circunferência circunscrita são particularmente importantes. 

Citar-se-ào apenas alguns exemplos. de modo a ilustrar o procedimento a ser 
empregado na maioria das situações. Para poligonos regulares estrelados. a definição 
de apótema continua a ser a mesma de convexos: é o segmento que liga о centro до 
ponto médio de um lado qualquer. 


No que segue, (^ 


e a^ representam as respectivas medidas do lado e do apotema 
do poligono PP. O é o seu centro e M o ponto médio do segmento que o contém. 
Apesar de a trigonometria facilitar bastante os cálculos, nunca é demais ressaltar que 
ela é conseqüència de fatos geométricos. Noutros termos. é possivel obter os mesmos 
resultados sem fórmulas trigonométricas. O trabalho, porém. é maior. 


, 
PS ei шл А 


OCTÓGONO ESTRELADO 


Basta notar que o ángulo А). inscrito. é a metade do 


а = 45°). Assim: 


arco determinado por Аус А; ( 


` 40 
Jean pet o, 


таз 


Q= 2R.cos( 5 
2 
f 


Analogamente ao caso anterior, o ângulo А. 
novamente inserto, é a metade do arco determinado 


360" 
por Aye A; + =30º). Logo: 


* "no 
(1, =2R.cos15%= ar ECCE 
pe > 


(5, S уо + 3 


í ^ 
a ‚ Portanto: 


Além do mais: aj, = 


- _ J2- 45 
Aa SV 


DECÁGONO ESTRELADO 
^i Conhecendo-se as razões trigonométricas de 36º: 


s. | - 
6. = 2R.cos36º= [o] > 4 = RÍ ` 5 +17 | 
4 E 


45-242 
ILI 


3 l; - 3 
E: aj, 2 —. Entáo:a, =R. 
2 
É possível. também. utilizar 


As 
CAI = AR (HJ (AAA GAL). 


2 Lembrando que (14) =Rº -(Gy , conclui-se que: 
5 ғ 


А o 


PENTÁGONO ESTRELADO 


Na figura anterior, АА; ¿o lado do pentagrama, como é fácil verificar. Ја que 


АА, = fia, O teorema de Pitágoras aplicado ao triângulo ААА, fornece: 
(G ) = (26) (Ca) =aR (131) -arè E fo мд). (10+ 245]. 


Segue daí que: 


P pata 


А i 
De modo análogo aos casos anteriores, fica fácil verificar que a; = —. de que 


e(t 


se obtém: 


4 


Y 


+ 
xerci cios IM. 


de Vestibular 


1) (UECE-2014) Se, em um poligono 
convexo. o número de lados n é um terço 
do número de diagonais. então o valor de 
ne 
AS В)11. E) 18 T3 E. 

2) (UECE-2010) Sejam P e Q poligonos 
regulares. Se P é um hexágono e se o 
número de diagonais do Q. partindo de 
um vértice, é igual ao número total de 
diagonais de P então a medida de cada 
um dos ángulos internos de Q € 


a) 144% hb) 150% с) 156% d) 162º 


3) (UECE-2010) Se P é um ponto no 
interior do pentágono regular XYZEF tal 
que o triángulo PYZ é eqúilátero então a 
medida do ángulo ZEP é 
Ayo. Byo4. С)уб5°. D60". 

4) (FGV-2008) Dado um pentágono 
regular ABCDE, — constrói-se uma 
circunferéncia pelos vértices B e E de tal 
forma que BC e ED sejam tangentes a 
essa circunferência, em B c Е. 
respectivamente. 


B 
A | A 
0 

Уа 

"E 
A medida do menor arco BE na 
circunferência construida é 
a) 72? b) 108% e) 120º d) 135º e) 144º 


heptágono 
seguinte, 
internos 
100" e 


5) (UEL-2010) 
irregular, ilustrado na figura 
onde seis de seus ángulos 
medem 120^, 150". 130", 140%, 
140º. A medida do sétimo ángulo é 


Seja O 


130° 1407 
а) 110° b) 120? c) 130? 
d) 140º e) 150º 


6) (UFPE-2009) Na ilustração a seguir, 
A. B. C. Dc E são vértices consecutivos 
de um eneágono regular. Assinale a 
alternativa incorreta acerca desta 
configuração. 


A) O ângulo ARC mede 140°. 

B) O àngulo AEB mede 30°. 

C) As diagonais AF e BD são paralelas. 
D) O ângulo AED mede 60º. 

E) АЕ = BD + DF. 


7) (Mackenzie-99) Na figura, se a área do 
quadrilátero assinalado é 1645. entào a 
distância do vértice A do hexágono 
regular à diagonal BC é: 


a) 4,5 
b) 5,0 
с) 5,5 
d) 6.0 
e) 6.5 


8) (Mackenzie-99) Unindo-se os pontos 


médios dos lados de um hexágono 
regular Hi, obtém-se um hexágono 


regular Ho. A razão entre as áreas de ll, e 
H: é: 
а) 3/2 b)5/4 с) 4/3 d)2 е) 6/5 


9) (UEPG-2014) O polígono regular Р, 
tem n lados e o polígono regular P» tem n 
+ 2 lados. Se o ángulo externo de Р, 


excede o angulo externo de P» em 15°, | 


assinale o que for correto. 

01) O polígono P> é um octógono. 

02) Cada ângulo interno de P, vale 120º. 
04) O número de diagonais de P, é 12. 
08) O número de diagonais de P; é 20. 
16) A soma dos ángulos internos de P, é 
540º, 


10) (Mackenzic-2003) Na figura, а 
30". O é o centro da circunferência e AB 
é o lado do polígono regular inscrito na 
circunferência. Se o comprimento da 
circunferência é 4л, a área desse 


polígono é: 
A 
Pa 
Y 


^ 
é 


a) 443 


b) 6/3 «8/5 
dji2/3.— e) 1643 

11) (UFRN-2003) Duas regiões, uma 
com a forma de um quadrado e a outra 
com a forma de um hexágono regular, 
tém os lados construidos utilizando-se 
dois pedagos de arame de comprimentos 
iguais. Veja as figuras abaixo: 


Determine a razão entre à área da região 
hexagonal e a área da região quadrada. 


12) (Mackenzie-2002) Na figura, 
ABCDE é um pentágono regular. EF e 


paralelo a AB e BF è paralelo a AF. А 
medida do ángulo a é: 


P adi Мы E 
E “ув b) 54" 
\ ч "d c) 60" 
n B. ud é d) 70" 
\ F / pp 
\ / с) 56 
0 с 
13) (UEPG-2011) Trés poligonos 


regulares A, B. e C. tem nümeros de 
lados, respectivamente, а. b. e. onde a > b 
> c. Sabendo-se que a. b e c estão em 
progressáo ariunética de razáo — 2 e que 
a soma de todos os ángulos internos dos 
trés polígonos é 3240", assinale o que for 
correto, 

01) O polígono A tem 35 diagonais. 

02) O número de diagonais do poligono 
C é maior que 10. 

04) A soma dos ángulos internos do 
polígono C é 720º. 


08) Cada ángulo externo do poligono A 
mede 36º. 

16) Cada ángulo interno de polígono B 
mede 155". 


14) (FGV-2009) Os pontos médios dos 
lados de um hexágono regular ABCDEF 
são os vértices do hexágono menor 
MNPQRS. conforme indica a figura. 

A M B 


/ p UNES 
p Z e a SAN 
sm AN 
d X 
T4 \ 
FE! С 
[ й 
N 
Ru „7 P 
x с Р", Е ; 
1 = ; 
E Q D 


a) Calcule o perímetro do hexágono 
menor. sabendo-se que o lado do 
ехазопо maior mede бст. 

») Calcule a porcentagem que a área do 
nexágono menor ocupa da área do 
hexágono maior. 


15) (Unifesp-2003) Pentágonos regulares 
congruentes podem ser conectados, lado 
a lado. formando uma estrela de cinco 
pontas. conforme destacado na figura. 
Nestas condições. o ángulo O mede 


E ЕЁ 
QA bio 
ox 154". 
y d) 36". 

sa E erg". 


16) (Unifor-99) Na figura abaixo têm-se 
tres pentágonos regulares. 


/ 


A medida a do àngulo assinalado € 


17) (UFC-2000) O teorema de Ptolomeu 
afirma que "em todo quadrilátero 
convexo inscritivel a soma dos produtos 
das medidas dos lados opostos é igual ao 
produto das medidas das diagonais”. Use 


esse teorema para mostrar que: se d c l 


representam, respectivamente, as 
medidas da diagonal e do lado de um 
EN 
Е de 


: ..d 
pentágono regular, então E 


18) (FMTM-2013) Na figura, AB é o 
lado dc um polígono regular inscrito na 
circunferência de centro O e raio r. 
A TS 
Z MM 


Sabendo que o ángulo a mede 45" e que 
o comprimento da circunferência é igual 
а бл, o perímetro desse poligono é igual a 


a) 1842 b) 9 3 с) 1242 


dii8 V3. е) 9/2 


19) (UFG-2001) O número de diagonais 
de um polígono regular de л lados é dado 
pela função (л) = Ur — 3ny2. definida 
para todo número natural л > 4. De 
acordo com essa afirmação. julgue os 
itens abaixo. 


e 


1) Náo existe poligono regular com 99 
diagonais. 

2) O conjunto imagem da função An) ¿o 
conjunto de todos os números naturais. 

3) O conjunto dos números naturais 4 = л 
. tais que «(л + 1) > 2 d(n). possui 
infinitos elementos. 

4) O conjunto de valores c (л), para n = 
4. 5. 6. ... nesta ordem. forma uma 
progressáo aritmética. 


20) (UFPB-86) A figura ao lado é um 
hexágono regular, cujo lado mede 4 m. O 
ponto A é o centro do poligono с M. o 
ponto médio do lado. A árca da regiáo 
hachurada, em metros quadrados, é: 


A 
M 
a) $45 b) 843 c) 1043 
8 5 
d) 5V3 e) L 


21) (Fuvest-2012) O segmento AB é lado 


de um hexágono regular de área 455.0 
ponto P pertence à mediatriz de AB de tal 
modo que a área do triángulo PAB vale 


V2. Então, a distância de P ao segmento 


AB c igual a 
с) 345 


a) Y b) 242 
d) Y3 e) 243 


22) (FGV-2013) Na figura, ABCDEF é 
um hexágono regular de lado Idm. e Q é 
o centro da circunferencia inscrita a ele. 


F E 
O perímetro do poligono AQCEF. em 
dm. é igual a 


a) 4+ 42. b) 4« 3 c)6 
d) 44 J5 е) (2+ 42) 
23) (UFSCar-2002) Na figura. o 


dodecágono inscrito na circunferéncia 
tem seis lados medindo NE e seis lados 
medindo J24. 


a) Calcule o ângulo B. 
b) Calcule o raio da circunferencia. 


24) (UFSCar-2003) A figura mostra um 
circulo de centro O e raio R = 18 cm. O 
segmento AB é o lado de um hexágono 
regular inscrito e ACE, um triángulo 
equilátero inscrito. 


22 TENÍA А 
ТАРР 


Nessas 


condições, a 
paralelogramo EFBG é: 


b) 18043 cm? 
d) 12043 cm? 


a) 21645 cm? 
с) 11645 cm? 
e) 10843 cm? 


23) (UEPG-2009) Considere três 

poligonos regulares A, B e C tais que os 

nümeros que expressam a quantidade de 

lados de cada um deles constituam uma 
»rogressáo aritmética. Considerando que 
soma desses trés números € igual a 24 c 
ue à soma dos ángulos internos do 

2oligono А, que tem o maior número de 

lados. é 1620”, assinale o que for correto. 

01) Cada ángulo externo do polígono C 

mede 108º. 

02) Cada ángulo externo do polígono B 

mede 45º. 

04) O polígono A tem 20 diagonais. 

08) O poligono C é um pentágono. 

16) Cada ángulo interno do polígono A 

mede mais que 150º. 


26) (UECE-2009) Cada vértice de um 
heptágono regular, cuja área é 80,25 m°, 
é centro de um círculo cuja medida do 
raio é | m. A área da região interior ао 
heptágono e exterior a cada um dos 
circulos, em m?, é Observação: Na 


———— пе €—— y A 


Lam fora D TU PA 


ОНЦО II. PEHEPEFE T 


questáo 9, usc o valor de x como sendo 


3,14. 
а) 75,03. b)74,16. с) 73,37. d) 72,40. 
27) (Fuvest-89) Os pontos А. B c С sáo 
vérlices consecutivos de um hexágono 
regular de área igual a 6. Qual a área do 
triángulo ABC? 

A B 


28) (Fuvest-97) A, B, C e D sào vérlices 
consecutivas de um hexágono regular. A 
medida, em graus, de um dos ángulos 
formados pelas diagonais AC e BD é: 
a)90 Ы)100  c)IIO 

4) 120  e)150 


29) (Fuvest-2000) Na figura abaixo, A В 
C D E é um pentágono regular. А 
medida, em graus do ângulo a é: 
A 
a) 32º 
b) 34º 
c) 36º 
d) 38º 
e) 40º 


30) (Unesp-2004) Um salão de festas na 
forma de um hexágono regular, com 10 
m de lado, tem ao centro uma pista de 
dança na forma de um circulo, com 5 m 
de raio. 


ED 
£ 


сэз 


А área, em metros quadrados, da região 
do salão de festas que não é ocupada pela 
pista de dança é: 


a) 25(30/3 - x) b) 25(12/3 - n) 

с) 23(6/3 - л) d)10(30/3 - n) 

e) 10(1543 - n) 

31) (UFU-2001) Sabendo-se que um 
poligono regular de н lados está inscrito 
num círculo de raio | e que o polígono 


possui 9 diagonais, encontre a medida do 
comprimento de seu lado. 


32) (Uerj-98) 


O decágono da figura acima foi dividido 


em 9 partes: | quadrado no centro. 2 
hexágonos regulares e 2 triángulos 


equiláteros, todos com os lados 
congruentes ao do quadrado, e mais 4 
outros triângulos. Sendo T a área de cada 
triangulo equilátero e Q a área do 
quadrado, pode-se concluir que a área do 
decágono é equivalente a: 
а) 147 +30 b)14T + 20 
с) 187 +30 d) IST - 2Q 


33) (UFPE-99) Um octógono inscrito 
numa circunferência possui lados 


EY" E TT acto SM masi ic ais SS 


de 
^ n " 


medindo alternadamente 2 e 4. Qual o 
inteiro mais próximo de sua área? 


—SÀáà 


E € 


34) (UFPE-2000) O hexágono regular 
ABCDEF da figura tem área 60. Qual a 
área do hexágono interior GHIJKL? 


35) (UFPE-2002) Na ilustração a seguir. 
as cinco circunferéncias maiores tem raio 
59 e, cada duas delas. ou nào se 
interceptam ou se tangenciam 
externamente, enquanto a circunferência 
menor é tangente às cinco circunferências 
maiores. Qual o raio da circunferência 
menor? Dados: use a aproximação 
cos(54º) = 0,59. 


36) (UFU-2000) Considere um poligono 
regular de n lados, circunscrito em um 
circulo de raio 1 cm. O valor de n. para 


P 
We 


que o lado desse poligono tenha medida 

2 em, é igual a: 

a)8 b)6 c)5 d)4 

37) (Insper-2008) Na figura ao lado, 

ABCDEF é um hexágono regular de lado 

icm. PA = PB e PD = PE. 
A 


7, Be анар,“ B 
EA ES 
/ А E A А ` 
М j x 
\ / \ 
\ 
F \ i M C 
X f / 
Y / P4 
NM x 7 £ 
Poe 
\, P d y / 
С. эй Ses 
E 


Se a área do triángulo ABP é o triplo da 
área do triángulo PDE, entáo a distáncia 
entre os pontos P е E, em ст. vale 


V bì V6 сууз DA o? 


) (ESSA-2001) O polígono cujo 
amero de diagonais excede de 42 o 
número de lados é o: 

а) hexágono  b)octógoro 
а) decágono с) dodecágono 


c) eneágono 


39) (UFRJ-2008) Seja abede o pentágono 
regular inscrito no retângulo ABCD, 
como mostra a figura a seguir. 

A c D 


кь єй 
ABCD é um quadrado? 


40)  (Mackenzic-2011) Ма figura, 
ABCDEF é um hexágono regular e a 
distáncia do vértice D à diagonal FB é 3. 
A área do triângulo assinalado é 


A ŻŽ _ B 


F C 
AS 1 
E D 
a) V3 Ь)2/3 o443 d)3 e6 
41) (UFV-2002) A figura abaixo 


representa um hexágono regular inscrito 
em uma circunferéncia com raio de 20 
cm. Calcule: 


SS 


E 


a) A medida do ángulo AOB. 

b) O perímetro do hexágono. 

c) O valor da expressão x+y *. onde x 
é o nümero de diagonais do hexágono, e 
y é o apótema do hexágono (altura do 
triângulo АОВ). 

d) A área da região situada entre o 
hexágono c a circunferéncia. 


42) (Insper-201 1) A figura abaixo mostra 
um dos tipos de pavimentacáo do plano 
descoberto por Marjorie Rice. 


z D j AM Р: А 
Pe m é m4 - 
i ye =_= x. i SA P 
P | Y o / 
A в E Pp 
{ ES. 
Nesse caso, o pentágono convexo 


ABCDE satisfaz as seguintes condições: 
*EA- АВ = ВС = CD 

2E + В = 360° 

2D + С = 360° 

Observando-se a figura da pavimentacáo, 
pode-se concluir que esse pentágono 
também satisfaz a condição 


a) 2A+B+C = 360". 
b) A+2B+C= 360". 
c) A+B+2C= 360". 
d) A+B+C+D= 360". 
e) A+B+C += 360". 


43) (Fuvest-2009) A figura representa 
sete hexágonos regulares de lado | e um 
hexágono maior, cujos vértices 
coincidem com os centros de scis dos 
hexágonos menores. 


Entáo, a área do pentágono hachurado é 


igual a 


a) 343 by 243 


‚ 38 
2 


d) 3 T 


emas —ÀM mt a - e, e 


e 
x 
Am Y 
2. DA 


44) (Insper-2008) Os triángulos da figura. 


abaixo são  equiláteros, todos 05 
quadriláteros apresentados são quadrados 
e o poligono do meio é um hexágono 
regular. 


A razão entre a soma das áreas das 
regiões sombreadas e a soma das áreas 
das regiões em branco é igual a 


4) 243 e) 445 


45) (Insper-2010) Na figura a seguir. os 
pentágonos ABCDE e DEFGH são 
regulares. com lados medindo 1. 


B 
Í 
7 E: 
D: À 
А | 
Hi JF 
q Е 
a > 
"X P d 
b wv. 
G 


Se a área do triángulo AEF é igual a S, 


entáo cos 36? vale 


/2-5 VI+S 
dj b) > 
d) V4-5? e) J1- 4S 


46) (Insper-2009) Um hexágono regular 
de lados medindo E ERA cm foi 
decomposto em seis triângulos 
equilàteros. Em cada triângulo, foram 
desenhadas três circunferências de 
mesmo raio. tangentes entre si e aos 
lados do triângulo, como mostra a figura 
ao lado. Se o circulo hachurado tangencia 
seis das outras circunferências, e seu 


q Minds 
4 


centro coincide com o centro do 
, - СД y 
hexágono, então sua área, em cm”, vale 
AS HA 
4 SA N 
A » A / Ñ 


VUL A 452 
a) 357/2. b) я. с)2л. 
Ч)3л. е) 202+ 45). 


47) (UFC-2006) Um octógono regular 
está inscrito em uma circunferência de 
raio 1. Os vértices А. D e E do octógono 
sáo tais que AE é um diámetro de 
sua circunferéncia circunscrita e D e 
E são adjacentes. Determine o 
comprimento da diagonal AD. 


48) (UFV-2004) De um piso quadrado de 
34 cm de lado recortam-se pequenos 
triângulos retângulos isósceles de cateto 
x, de modo a obter um piso em forma de 


octógono regular. conforme ilustra a 
figura abaixo. Considere Jz 214 


х 
a) Determine o valor de x. 
b) Calcule a área de um dos triángulos 
recortados. 
c) Calcule a área do octógono. 


49) (UFRGS-2014) A figura abaixo é 
formada por oito semicircunterências, 
cada uma com centro nos pontos médios 


dos lados de um octógono regular de lado 
2 


A área da região sombreada é 

a) 4t 8 8/2 b) 4-8 42 
c) 414 4 8/2 d) 4144442 
e) 414 24 84/2 


50) (FMTM-2012) Na figura, AB. BC e 
CD sào lados, respectivamente, de um 
octógono regular, hexágono regular e 
quadrilátero regular inscritos em uma 
circunferéncia de centro P e raio 6 cm. 


D 
A área do sctor circular colorido na 
figura, em cm”, é igual a 
а) lőn b) 337/2 c) 17x d)351/2 e) 181 


51) (UESPI-2011) Um cào guarda parte 
da área externa de jardim, que tem a 
forma de um hexágono regular. com 
lados medindo 12m. O cáo está preso a 
uma corda de 18m de comprimento que 
està amarrada no ponto médio de um dos 
lados do hexágono. como ilustrado a 
seguir. Qual o comprimento do contorno 
da região (em tracejado na ilustração a 
seguir) guardada pelo cào? Suponha que 
a região é plana e desconsidere as 
dimensócs do cáo. Indique o valor mais 
próximo. Dado: use a aproximação л = 
3,14. 


B) 84m и 
Е) 90m 


А) 82m 
D) 88m 


C) 86m 


$2) (EEAR-2002) A soma dos ángulos 
internos de um poligono convexo regular 


| é de 720", Sabendosse que o seu lado Би 


mede 4 cm e que ele está inscrito numa 

circunferência, então a área desse 
" >, 

polígono, em cm”, е 


а) 6V3 Ы) 184/3 с) 124/3 d) 2445 


53) (EEAR-2002) Num  quadrilátero 
convexo, a soma de dois angulos internos 
consecutivos é 190". O maior dos ángulos 
formados pelas bissetrizes internas dos 
outros dois ángulos desse quadrilátero 
mede 


a) 105? d)85º 


b)100% с)95° 
54) (Epcar-2001) O apótema de um 
hexágono regular é igual à altura de um 
triângulo cquilátero cujo lado mede 4 cm. 
A área do hexágono mede. em cm” 


а) АЗ Db) 1645 е) 18/3 d)2443 


55) (Epcar-2012) A figura abaixo 
representa um octógono regular tal que 
CH=6cm 


A 


H 


A área desse poligono, em cm”, é igual a 
a) 56( 2-1)  b)6442-1 
o)7«42-0  d)80(42 -1) 


56) (Epcar-2011) Considere o octógono 


regular ABCDEFG inscrito numa 
circunferência А de raio R Se esse mesmo 
octógono circunscreve uma 


circunferência а de rato r, então a razão 
entre os quadrados dos comprimentos das 
circunferências À e a é, nessa ordem, 
igual a 


a) З 5005 
Су: = E 


b) 202+ 4/2) 
dj 2-42 


57) (Epcar-2013) Na figura abaixo, 
ABCDE é um pentágono regular de lado 
ас AB = BC = CD = DE = EA são 


arcos de circunferéncia cujo raio mede a 
A 


D C 
Assim, a área hachurada nessa figura, em 
função de a, é igual a 


a) =.) b) 5a? E] 


c) 2 (4-545) 


d) a? (47-543) 


58) (Colégio Naval-80) X é o lado do 
quadrado de 4820 mm” de área; уёо 


lado hexágono regular de 2 V3 em de 


apótema с z é o lado do triângulo 
eqúilátero inscrito no circulo de 5 em de 
raio. Escrevendo em ordem crescente 
esse três números teremos: 

a)Z.X.Y APV A S2 Y.Z 

DIZ, Y. Ma Ze 


59) (Colégio Naval-80) Um hexágono 
tem 24/3cm! de área. Se ligarmos 


alternadamente, os pontos médios dos 
lados desse hexágono, vamos encontrar 
um triângulo equilátero de área. 
a)jl2/3em*. ce)9 f 3em?. e) i& 3 en? 
b)8 Sem d)6 Bem 


60) (Colégio Naval-81) Um quadrilátero 
ABCD está inscrito em um círculo. O 
lado AB é o lado do triângulo equilátero 
inscrito nesse círculo. O lado CD é o lado 
do hexágono regular inscrito nesse 
circulo. O ângulo formado pelas 
diagonais do quadrilátero é de: 

a)30º b)45? c)60? d)90? e) 108º 


61) (Colégio Naval-81) A diagonal de 
um pentágono regular convexo de lado 
igual a 2 cm, mede, em em: 


904542 0) 45 e) V5 +1 
b) V5 -2 d) J5 -1 


62) (Colégio Naval-84) Um poligono 
regular possui 70 diagonais que não 
passam pelo seu centro. O valor da 
medida do ángulo interno do referido 
polígono está, em graus, compreendido 
entre: 

a) 70? e 80? 
d) 140º e 150º 


b) 100% e 120% c) 120? 
e) 150º e 160º 


63) (Colégio Naval-85) Considere um 
ponto P interno a um hexágono regular 
de lado igual a 6 cm. A soma das 
distâncias de P a cada uma das retas 
suportes dos lados desse hexágono. 

a) depende da localizagào de P 

b) é igual a 36 cm 

c) é igual a 18 cm 

d) é igual a 1243 cm 

e) é igual a 1843 cm. 


Ch 


E 


d 


64) (Colégio Naval-86) Os hexágonos 
regulares da figura sáo congruentes e os 
segmentos CD e HG sáo colineares. A 
razáo entre a área de um deles e a área do 
triángulo EMN é igual a: 

a)6 A ! J 


SR LUN 
b)9 
с) 12 B т Ж! 1 
d) 16 . 
е) 18 
( D G и 


63) (Colégio Naval-88) Um polígono 
regular tem vinte diagonais. A medida 
de um de seus ângulos internos é: 

а) 201° b) 167° c) 162º d) 150° e) 135% 


66) (Colégio Naval-88) Uma expressáo 
que dà o lado do encágono regular. cm 
função das diagonais a, b e c, сота < b 
<c, ё: 


67) (Colégio Naval-89) Um poligono 
regular convexo de 18 vértices 
А, А, А,....... А |, está inscrito ст uma 
circunferência de raio R. traçam-se as 


diagonais A,A, e A,A,. A área da parte 
do circulo compreendida entre essas 
diagonais é: 


LIE 447 Papo KZ. Pa р 0-0 

р 2 2 

a) — (41-343) b) ci 
3 

oR'x-43) d) —(Qn-3 5) 

aR? 
e — — 
) 6 


68) (Colégio Naval-95) Um poligono 
regular convexo tem o seu nümero de 
diagonais expresso por n^ -10n +8. 
onde n é o seu numero de lados. O seu 
ángulo interno x é tal que: 


a)x < 120º b) 120º < x < 150º 
с) 130% <х «140^ dij 140% «x <150° 
с)х> 150º 


69) (Colégio Naval-98) Um hexágono 
regular ABCDEF tem lado 3 cm. 
Considere os pontos: M. pertencente a 
AB, tal que MB igual a 1 cm; N. 
pertencente a CD. tal que ND igual a | 
cm; e P. pertencente a EF. tal que PF 
igual a 1 cm. O perimetro. em 
centímetros. do triángulo MNP é igual a: 
a3/is  b)3YI7 — oio 

d)421  e)3423 


70) (Colégio Naval-99) Em uma 
circunferência de raio R está escrito um 
pentadecágono regular P. Coloque (V) 
verdadeiro ou (F) falso nas afirmativas 
abaixo. 

( ) P tem diagonal que mede 24. 

( ) P tem diagonal que mede ку. 

( ) P tem diagonal que mede RS. 

( ) P tem diagonal que mede 


2 o- 245. 


Assinale a alternativa correta. 


| а) (V) (V) (Р) (E) 


É E 


j 
{ 


b) (F) (V) (V) (F) 
c) (F) (ЕЁ) (V) (У) 
d) (V) (V) (V) (F) 
e) (V) (V) (V) (V) 


71) (Colégio Naval-2002) 
C 


Observe a figura acima, onde os seis 
lados do hexágono regular. ABCDEF 
foram prolongados de segmentos AA” = 
BB” = CC” = DD” = EE’ = FF", de modo 
que а medida do segmento АА’ 
corresponde a P% da medida do lado AB, 
¿P > 0). Se o percentual de aumento que a 
rea do hexágono  A'B'C'D'EF' 
presenta em relagáo a área do hexágono 
wiginal é 75%, então o valor de P é: 
a)25 b)30 c)45 d)50 e)75 


72) (Colégio Naval-2006) Trés dos 
quatro lados de um  quadrilátero 
circunscritível sáo iguais aos lados do 
triangulo eqüilátero, quadrado е 
hexágono regular circunscritos a um 
circulo de raio 6. Qual é a medida do 
quarto lado desse quadrilátero. sabendo- 
se que é o maior valor possivel nas 
condições dadas? 
a) 1643-12 

c) 8453412 


e) 1643-8 


73) (Colégio Naval-2007) Qual é o 
perimetro de um quadrilátero convexo 


b) 1245 -12 
9) 1245 «8 


inscrito em uma circunferencia de raio 
unitário, sabendo-se que foi construído 
utilizando-se, pelo menos uma vez e 
somente, os lados do triángulo eqüilàátero, 
quadrado e hexágono regular inscritos 
nessa circunleréncia? 

a) М3+ V2 +2 b)V3+2/2-1 

c) 2/3 + V2 +1 d) М3 «242 «2 
e) 2043 + V2 +1) 


74) (Colégio Naval-2008) Um hexágono 
regular ABCDEF está inscrito em uma 
circunferéncia de raio 6. Tracam-se as 
tangentes à circunferéncia nos pontos A, 
B, D e F, obtendo-se, assim, um 
quadrilátero circunscrito a essa 
circunferéncia. Usando-se 1,7 para raiz 
quadrada de 3, qual é o perímetro desse 
quadrilátero? 

a) 54,4 b) 47,6 c) 40,8 d) 34.0 e) 30,6 


75) (AFA-98) O pentágono ABCDE está 
inscrito em uma circunferéncia de centro 
O. Se o ángulo AOB mede 40”, entáo, a 


soma dos ángulos BCD e AÉD, em 
graus, é 
а) 144 b)180 c)200 d)214 

76) (EsPCEx-97) Na figura abaixo, o 
segmento BC, paralclo ao segmento AD. 
representa o lado do hexágono regular 


inscrito na circunferéncia de centro O. O 
А ; 20 
comprimento do arco ABC é de = rem. 


Nestas condições, a medida, em cm, do 
raio da circunterência é de: 
C B 


"P. 


SES 
а) 57/3 b)107/3 c)20 d)15 е)10 


77) (Escola Naval-98) Um hexágono 
regular está inscrito num circulo de raio 
5. Um dos lados do hexágono também é 
lado de um  quadrado construido 
exteriormente ao hexágono. A distáncia 
entre o centro do circulo e a interseção 
das diagonais do quadrado é: 


a(v3 +42) b)s(V3+1) 


e)5(V3 + v2) ¿el 


15 
s 


3 


78) (Escola Naval-2002) Do retângulo 
abaixo foram retirados os quatro 
triângulos retângulos hachurados 
formando assim um hexágono regular de 
lado igual a 4cm. Que percentagem da 
área do retângulo ABCD, é representada 


pela área do hexágono. 


а) 50% Б) 60% с) 75% d)80% 

79) (ТТА -96) Um hexágono regular e um 
quadrado estão inscritos no mesmo 
circulo de raio R e o hexágono possui a 
aresta paralela a uma aresta do quadrado. 


A distância entre estas duas arestas 
paralelas será: 
d$ do Jl 
a) ————R b) R c) 
ә 2 2 


¿LA e) y5-1 


A 
Zl 


—o—UBHPRPORC TERES 
" sta FO MOS 
: fo. Fa. 


80) (ITA-98) Considere as afirmações 
sobre polígonos convexos: 

(I) Existe apenas um poligono cujo 
número de diagonais coincide com o 
número de lados. 

(П) Não existe polígono cujo número de 
diagonais seja o quádruplo do número de 
lados. 

(Ш) Se а razão entre o número de 
diagonais e o de lados de um poligono é 
um número natural. então o número de 
lados do polígono é impar. 

Então: 

a) Todas as afirmações são verdadeiras. 

b) Apenas (1) e (III) são verdadeiras. 

c) Apenas (1) é verdadeira. 

d) Apenas (IIT) é verdadeira. 

e) Apenas (II) e (III) são verdadeiras. 


81) (ITA-2001) De dois polígono: 
convexos, um tem a mais que outro 6 
lados e 39 diagonais. Entáo, a soma total 
dos nümeros de vértices e de diagonais 
dos dois polígonos é igual a: 
a)53 b)65 c)66 d)70 e)77 
82) (ITA-2004) Considere um polígono 
convexo de nove lados. cm que as 
medidas de seus ángulos internos 
constituem uma progressáo aritmética de 
razão igual a 5º. Então. seu maior ángulo 
mede. em graus. 

а) 120 b)130 c)140 d)!50 c)160 
83) (ITA-2007) Sejam P, e P» octógonos 
regulares. O primeiro está inscrito e o 
segundo circunscrito a uma 
circunferéncia de raio R. Sendo A, a árca 
de P, e A: a área de P.. então а razão 
A/A: é igual a. 


a) V578 b) 9/2716 c)2(2-1) 


p^ ne mento 
< 


d) (4V2 +1)/8 e) (2+ 42)/4 

84) (ITA-2016) Um hexágono convexo 
regular H e um triângulo equilátero 7 
estão inscritos em circunferéncia de raios 


Ra e Rp respectivamente. Sabendo-se 
que H e 7 tém a mesma área. determine а 
^ Ri 
razão ——. 
R4 


85) (IME-67) A figura mostra o octógono 
regular MNPQRSTU, e um quadrado 
construido tendo por base o lado MN. 
Sabendo-se que a distáncia entre o centro 
do circulo inscrito no octógono e o ponto 
de interseção das diagonais do quadrado 
é a. determine a área do quadrado em 
função de a. 


11 u р 
T | | 


м" 


86) (IME-2013) Considere a figura 
abaixo formada рог arcos de 
circunferência tangentes cujos centros 
formam um pentágono regular inscritivel 
em uma circunferência de raio R. O 
perimetro da figura é 


a) I0 
y HS — J10 « 245 


FEN 
E To fios 25 245 


Exercícios ~m~ 
Gerais == 


87) Considere que o pentágono regular 
ABCDE está inscrito em uma 
circunferência de raio R. Prove que 
(АВ.АС) = 5А°. 


88) Une-se os extremos А e B do lado de 
um pentágono ABCDE inscrito em uma 
circunferéncia de raio R ао ponto Р, 
ponto médio do menor arco BC. Prove 


que: 
a)PA-PB=R; 
b) PA.PB=R?; 


c)PA?+PB?=3R? 


89) Ao longo dos lados de um pentágono 
regular de lado a lraçam-se seis 
triângulos retângulos congruentes. 
Calcular o valor da hipotenusa ( desses 
triângulos retângulos. 


90) R e A designam o raio e o apótema e 
um poligono regular, R` e A’ o raio e o 
apótema de um poligono regular de 


— + mp amena > т » теру a 


p 
7 


mesma área mas com o dobro do número 
de lados. Demonstrar que: 


a) R'=vR.A: b) Ae AREN, 


— 


91) Os cantos de um quadrado de lado x 
são corados de modo a formar um 
oclógono regular. O comprimento de 
cada lado do octógono é: 


EL 
a) — X 
2 


b) 2x(2+ V2) 25 


d)x(V2-1) е) х(/2 +1) 


92) Scja um quadrado ABCD dc lado а. 
Prolongam-se os lados nos dois sentidos 
com comprimentos iguais. Determine tais 
comprimentos prolongados de modo que 
seus extremos formem um octógono 
regular. 


93) Sobre os lados de um hexágono 
regular, externamente ao hexágono, 
constroi-sc quadrados. Demonstrar que 
os vértices livres dos quadrados formam 
um dodecágono regular. 


94) Sobre os lados de um triângulo 
equilátero de lado a, externamente ao 
triângulo, constroi-se retângulos iguais 
dos quais une-se os vértices livres. 
Calcular as alturas dos retângulos para 
que o hexágono obtido seja regular, 


95) Numa circunferência de raio R 
marcam-se as cordas no mesmo sentido: 
AB = lado do hexágono regular inscrito 
nesta circunferência; BC = lado do 
quadrado inscrito nesta circunferência e 
CD = lado do triângulo equilátero 
inscrito nesta circunferência. 

a) Indique a natureza do quadrilátero. 


^a “us 


b) Prove que a árca do quadrilátero 


ABCD é igual a Site 


96) Em um heptágono regular 
ABCDEFG, seja [AE] = а, jAF| = b. JEF] 


= С. 


D 
v ad ч 
Л IN 
[+ Je \ 
і ; 
/ / y 
t / 
е N / E М 
NN Р, F / 
N T d i A 
MN us Po d 
AG 
l l I 
Mostre que ~ = ~ + —. 
c а b 


98) O octógono da figura é obtido pela 
construção de oito trapézios isósceles 
congruentes extemamente aos lados do 
octógono original. Se os tres menores 
lados de cada trapézio possuem 
comprimento igual a 1, qual é o 
comprimento do maior lado de cada 


trapézio? 
Fá a) l+ З 
b) (1+42)/2 
с) J2 
d)2 


ANDE E 


98) Um pentágono regular possui área 
igual a 10.000 unidades de árca. O valor 
de cada lado do pentágono é: 


a) 40/5.1854% Б) 2045.19 72" 


Y y) 


с) 40/5.1872% d 2045.136^ 


——————— mm + 


e) 4045.19 36" 


Exercícios Qoo 
de Olimpíada 


99) (Rio Grande do — Norte-93) 
Prolongando-se os lados AB e CD de um 
poligono regular ABCDE... obtém-se um 
ângulo de 132". Quantos lados têm o 
poligono? 


100) (Rio Grande do Norte-96) Dois 
hexágonos regulares cstão: um inscrito e 
o ошто circunscrito na mesma 
circunferência, veja Figura abaixo. Se a 
árca do hexágono menor for 3 cm”, qual 
será, em centímetros quadrados, a área do 


maior? 


44? 


а) 3л b)4 c)3+7m d)3m  e)l18 

101) (Rio Grande do Norte-96) Sejam 
AB, BC dois lados adjacentes de um 
polígono regular de 9 lados inscrito num 
circulo de centro O, veja Figura abaixo. 
Sejam M o ponto médio de AB e N o 
ponto médio do raio perpendicular a BC. 


A medida, em graus, do ângulo OMN é: 


fuv 


A 


E 


Pr 


TE 


—— 
7 


а) 45 6) 30 є) 145 4) 60 е) 90 


102) (Rio Grande do Norte-96) Inscreve- 
se um poligono convexo de 12 lados num 
circulo de modo que ele possui, em 
alguma ordem, seis lados de 
comprimento `2 e seis de comprimento 


V24 . Qual ¿o raio do círculo? 


а) 48 5)438 е) М2 d)20 e)! 
103) (Rio Grande do — Norte-98) 


Marcamos sobre um circulo, no sentido 
dos ponteiros do relógio, vinte pontos. 
А. А, As, ... , Ajo, Azn nessa ordem e 
igualmente separados. Qual é a medida 
(em graus) do ángulo AVÀA1A 7? 


104) (Rio Grande do Norte-2000) Dez 
pontos Р, О, R, .., Y estão igualmente 
espaçados ет torno de ита 
circunferência de raio unitário, conforme 
figura abaixo. 


Determine a diferença entre as medidas 


dos segmentos PS e PQ. 


* 


105) (Sao Paulo-2000) Dizemos que um 


poligono regular está “cercado” quando é 
possivel construir um outro poligono 
regular sobre cada um de seus lados, de 
modo que estes polígonos construídos 
sejam todos congruentes entre si e os 
adjacentes tenham um lado comum 
Exemplo: um decágono regular pode ser 
cercado por — pentágonos regulares 
congruentes. como mostra a figura. 


Determine todos os polígonos regulares 
que podem ser cercados e os respectivos 
poligonos que formam a cerca. Justifique 
sua resposta! 


106) (Rio Grande do Sul-2001) Após se 
prolongar os lados de um hexágono 
regular (h), obtém-se uma estrela de seis 
pontas. Em seguida, une-se as pontas da 
estrela por segmentos de reta, formando 
um hexágono regular (1I). Qual a razào 
das áreas de H e h? 


107) (Goiás-2001) Três poligonos 

regulares no plano, P, , Pae P; de т, пе 

p lados, respectivamente, tem um vértice 

em comum e neste vértice os lados se 

justapóe sem deixar vào (Figura abaixo). 
| l 


Mostre que rs + = +— = a 


108) (OBM-99) Seja ABCDE um 
pentágono regular tal que a estrela 
ACEBD tem área |. Sejam P interseção 
entre AC e BE e Qa interseção entre BD 
e CE. Determine a área de 4POD. 


109) (OBM-2000) DEFG é um 
quadrado no exterior do pentágono 
regular ABCDE. Quanto mede o angulo 
EAF? 
a) 9" 


byl?" la dis unb M 
110) (ОВМ-2000) Na figura temos que 
os triângulos ABC e ABC" sào 
equiláteros e a região destacada é um 
hexágono regular. A razáo entre a área da 
regido destacada e a área do triángulo 
ABC é igual a: 


111) (OBM-2001) O hexágono ABCDEF | 115) (Argentina-99) Tem-se um papel 


é circunscritivel. Se 48 = |, ВС = 2, CD 
=3,DE=4eEF=3. quanto mede FA? 


all b)3 


c) 13/8 


d)6 e)9 

112)  (OBM-2004)  Consuói-se о 
quadrado ABAY sobre o lado AB do 
heptágono regular ABCDEFG. 
exteriormente ao heptágono. Determine a 
medida do àngulo BXC. em radianos. 

n 3a л 3л 3a 
a) — c) — 

7 28 
113) (OBM-2010) Os pontos Р, О, R.S e 
7 são vértices de um polígono regular. Os 
lados PQ e TS são prolongados até se 
encontrarem em X, como mostra a figura, 
c gs mede 140º, Quantos lados o 
poligono tem? 


Q 


P 
^)9 B)18C)24D)27E)40 


114) (Argentina-98) Dado um hexágono 
regular ABCDEF. sejam mi. nmi. Man 
Ma. mo € BL, OS pontos médios de AB, 
BC. FA respectivamente, Achar a 
relação entre as áreas. do triângulo 
formado pelas retas mi My. MM e nt, 
Ma e 0 hexágono regular ABCDEF. 


vermelho com forma de hexágono 
regular de lado 2 e um papel azul com 
forma de quadrado de diagonal igual a 4. 
Coloca-se o quadrado em cima do 
hexágono de modo que dois vértices 
opostos do quadrado coincidam com dois 
vértices opostos do hexágono. Achar a 
área da região do hexágono que não fica 
coberta pelo quadrado, ou seja, a região 
vermelha visivel. 


116) (Argentina-2000) Seja ABCDEF um 
hexágono regular c sejam M. № с O os 
pontos medios de AB. CD c EF 
respectivamente. Se a área do hexágono é 
8 achar a área do triangulo MNO. 


117) (México) Na figura seguinte, qual é 
a área do triángulo ABC, se a área do 
hexágono regular é H? 


a) H/2 


b) H/4 


c)I/G а) 1/8 

118) (México) Na figura. ABCDE 
representa um pentágono regular (de | 
em de lado) e ABP é um triángulo 
equilátero. Quantos graus mede o ángulo 
&ВСРр? 


E B 
D C 
a)45" b)54% c)60" d)66" e)72" 
119) (Texas-99) Um octógono está 


inscrito em um circulo. Se os 
comprimentos dos lados são 2. 3, 2, 3. 2, 
Е : | 

3,2 e 3, nesta ordem, determine area do 
octógono na forma а + бус, onde a, bec 
sào inteiros. 


"e 


120) (Stanford Math Tournament-2002) 
Considere um n-ágono regular. Prove que 
a razáo entre a área e o quadrado do 
perímetro do n-ágono em termos de n é 


cot 180" ) 
п ) 


4п 


121) (Portugal-98) О octógono regular da 
figura seguinte está inscrito numa 
circunferência de raio ] e P é um ponto 
arbitrário desta circunferência: 


Calcule o valor de РА: +PB' ST 


estt 


figura 
representa a 
equipe das Estrelas. Quanto mede A + B 
ee DA ds FG? 
[3 C 
E N 


122) (Portugal-2003) Na 
indicado o simbolo que 


IAS 
NUS D 
E 
Y 
ES 
\ 
Ex SE E 
7 
G Iw 
F 
a) 120" b) 180" с) 360" d) 420° e) 540" 


123) (Portugal-2003) Numa aldeia 
existem apenas 10 casas, dispostas numa 
praga circular com 50 metros de raio. 
Cada casa está à mesma distáncia de cada 
uma das duas casas mais próximas. 
Todos os anos. no Domingo de Páscoa. o 
padre da aldeia realiza a visita pascal. 
saindo da casa paroquial (ponto A) e 
seguindo o percurso descrito pela Figura 
|. Este ano o padre decidiu efetuar o 
percurso representado na Figura 2. 
Quantos metros a mais irá andar? 


eer m мы 
Pdl e A. Ас 
J y JE o ND 
4 $ 
| | | ү | NJ 
^ JE da AE 
А N м7 / 
Part HAZ 
Hsu шет} y 
б Nc 
Fig. Fig.2 


124) (Bélgica-92) Um dos vértices de um 
pentágono regular é conectado com dois 
vértices no lado oposto. Esta construção 
forma um triângulo isósceles de área A e 
dois triângulos isósceles com ângulo 
obtuso possuindo área B. Sejam К. 7. a e 
d são os raros do circulo circunscrito, o 
lado do pentágono. o apólema e o 
comprimento da diagonal do pentágono. 
Pode-se afirmar que: 


a) Az = Bd 
с) Aa = BZ 
е) Az = Bd” 


b) AR = Bd 
d) Az = Bla + R) 


125) (Bélgica-96) Um hexágono regular 
está inscrito em um círculo de raio R. O 


comprimento da diagonal que não 
contém o centro do circulo é igual a: 
aR b)3R/2 Ку 

dioR — e) RÁS 

126) (Bélgica-97) Dois — octógonos 


regulares com lados medindo z e Z 


possuem o mesmo centro c scus lados 
são paralelos. A área do maior octógono 
(com lado 7.) é duas vezes a área do 
menor. A menor distáncia entre os seus 
lados vale: 

а) 23 b)z/2 c)Z/3 d) Z/2 e)z 

127) (Bélgica-2000) Iniciando com um 
quadrado de lado 1. um hexágono regular 
é construido, | concéntrico com O 
quadrado. Determine a área de interseção 
de ambas figuras. 


PY 


128) (Itália-2001) Em um hexágono 
equiángulo, as medidas de quatro lados 
consecutivos sáo, nesta ordem, 5, 3, 6 e 
7. Determine as medidas dos outros dois 
lados. 


129) (Pará-2003) Determine que fração 
da área do octógono está pintada de 
preto. 


130) (Bélgica-2003) Em um hexágono | e vice-versa. A interseção dos dois è 


regular, como mostrado na figura, 
conectamos о centro com um vértice e 
um ponto médio de um lado. Que parte 
do hexágono está coberto pelo triángulo 
hachurado? 


(NS 


N \ 


а) 1/8 ЫЬ) 1/9 c) 1/12 d)1/16 e) 1/18 


131) (Maio-97) Quais são as possíveis 
áreas de um hexágono com todos os 
ángulos iguais e cujos lados medem І, 2, 
3,4. 5 e 6 em alguma ordem? 


132) (Ceará-2003) Seja P um ponto no 
interior de um hexágono regular com 
lados de comprimento um. Os segmentos 


que unem P a dois vértices têm 
comprimento 13/12 e 5/12 
respectivamente. Determine os 


comprimentos dos segmentos unindo P 
aos outros vértices do hexágono. 


133) (Hong Kong-91) Seja P, um 
poligono regular de r lados e P, um 
poligono regular de s lados (г 2 s 2 3). tal 

20 


que cada ângulo interior de P, é 17 


vezes о de P, Qual é o maior valor 
possível de y? 


134) (Bélgica-2002) Dois losangos 
congruentes são colocados um sobre o 
outro, de modo que a diagonal maior de 
um está sobre a diagonal menor do outro 


uma 
figura que é um octógono convexo cujos 
lados são todos iguais Determine a razão 
entre a diagonal maior e a diagonal 
menor de modo que este octógono seja 
regular. 


Al 
/ | 
LA 
a ' ho 
2 | P 
б... зу чш; UR ai 
9 | P d 
э. ; 7 
NN / 
ы / 
v 
a) J2-1 b)2 ei s d) 242 e)3 
135) (High School Contest-95) O 
diagrama abaixo mostra que um 
hexágono equiángulo com lados de 


comprimentos б. 7. 9. 10, П e I4 pode 
ser inscrito em um triángulo equilitero de 
lado 30. A mesmo hexágono eqüiangulo 
pode também ser inscrito em um 
triangulo egiilátero com lado n = 30). 
Qual é o valor de nº 


136) (Агоепипа-95) Tomando como 
vértices os pontos de interseção das 
prolongações dos lados de um hexágono 
regular Н, obtém-se um novo hexágono 
regular Hi. Da mesma maneira, a partir 
de H; constroi-sse Ih e assim 
sucessivamente. Qual é o primeiro 


«4 


hexágono H, cuja área é maior que 1995 
vezes a drea do hexágono H4? 


137) (Argentina-97) Seja ABCDEFGH 
um octógono regular. Tracam-se as retas 
AB. CD e GF [formando-se um triángulo. 
Demonstrar que a relacáo entre as áreas e 
Os perimetros do triángulo e o octógono 
regular é a mesma. 


138) (Argentina-97) ABCDEFGH é um 
octógono regular e A] = BJ = DK = LF 
= lado do quadrado /JKL. 


n 


Determinar o valor da relação: 
área(ABCDEFGH)-área(BDFH) 
árca( ABCDEFGH) ~ árca(IIKL) 


139) (Argentina-98) Na figura abaixo 
ABCDEF é um hexágono regular e C, = 
Ci = С; е С, = Ci = E 


„ттен. 


— N 
S77 Wi \ 
E y b 
| PET ME 
—À. E AN а 
ão Ny д. 
^63 -—— 
е | ! t \ 
p ©з 
/ o” AS 
" Y + 
pa / " 
Е ; 
{ LI 
; 
А lo E Les 


Provar que С = С; = E = En B 


140)  (Argentina-99) Considere o 
hexágono ABCDEF da figura, de modo 
que todos seus lados medem 1 ст c tal 
que ZBCD = ZEFA = 90? e os ángulos 
ZABC = ZCDE = ZDEF = ZFAB. 
Achar a medida de AD. 


A t 
Je N 
Fá w 
A N 
Ф = 
y й 
Е D 


141) (Rússia-68) Dado um octógono 
equiángulo, com todos os comprimentos 
dos lados sendo inteiros, prove que os 
lados opostos são iguais aos pares. 


142) (Torneio das Cidades-89) O 
hexágono ABCDEF está inscrito em um 
circulo c possui AB = BC, CD = DE c EF 
= FA. Mosue que a área do triángulo 
BDF é igual a metade da área do 
hexágono. 


143) (Sáo Paulo-2001) Na segunda fase 
da FUVEST 2000, pedia-se uma 
construção para a circunferência 
circunscrita ao poligono regular de 12 
lados (ou scja, a circunferência que 
contém os 12 vértices do polígono), 
dados os pontos A e B, em que o 
segmento AB era um de seus lados. Um 
estudante sugeriu a seguinte construção 
"Trace a mediatriz de AB e determine 
sobre ela o ponto O tal que AO = 2AB. O 
é o centro da circunferência circunscrita.” 


Provaremos neste problema que, 
infelizmente. tal construção está 
incorreta. 


a) Numa construção correta, qual é a 
medida do seno do ângulo formado pela 
mediatriz de AB e o segmento que liga A 
ao centro da circunferência circunscrita’? 

b) Mostre que, sendo R o raio correto da 
circunferência circunscrita e AO e 
medida incorreta obtida na construção do 


^ = А 
estudante, 0 < < 0.05, ou seja, a 


construgáo está incorreta mas o erro 
relativo é inferior a 596. 


144) (Yucatán-2000) Drini tem um 
terreno em forma de hexágono regular 
cujo lado mede 50 m. Em uma esquina 
está presa a vaca Clarabella com uma 
corda de 50 m. 

a) Calcule a área de terreno em que 
Clarabella pode pastar. 

b) Qual será a área de pasto que pode 
comer Clarabella se a corda medisse 


5043 m? 


145) (OBM-2006) Na figura a seguir, o 
pentágono regular 48CDE e o triángulo 
EFG estão inscritos na circunterência C. 
e M e ponto médio de BC. Para qual 
valor de u, em graus, os triângulos EFG 
e HIG são semelhantes? 


146) (São Paulo-2006) Um bruxo não tão 
famoso. Parry Hotter. tem em sua testa 
uma tatuagem com a forma de um raio. 
representada pelo poligono a seguir. 


Uma análise mais cuidadosa da tatuagem 
mostra que os lados indicados estão sobre 
uma mesma reta. 


Qual a soma dos ángulos internos desse 
poligono? 

Atenção! O número de ángulos internos è 
igual ao número de ludos. E você pode 
querer usar o fato de que a soma dos 
ángulos internos de um triángulo é ТУГ 
e a soma dos ángulos. internos de um 
quadrilátero é 360. 


Gabaritos 


Capítulo 1: Introdução: Linhas, Angulos e Triângulos 


DD 2) 10 3) ECCEC 4) D 5) 36º 

б) 6º 7)C 8)n 9) 76º 10) 360* 

ID cC I2) E 13) В I4) C 15) С 

l6) VVENV 17) A 19) B 19) B 20) D 

201 22) E 23) A 24) D 23) B 

26) В 27)C 28)D 29)C 30) A 

31I) C 32) 60º 33) A 34) A 35) Е 

36) |: 27) 0 38) B 39) C 40) A 

40D 42) В 43) A 44) ^ 45) С 

46) ^ 47) A 48) х= 9" ey = 43" 49) 12" 50) 30º 

S1) 18º 52) 60º 353) 15,350 130". 54) 32" 55) 24” c 66" 
560) 36" 57) 28", 68" с 84° 89) 9 cm 70) 10 cm 71) 12 em 
72)(6.6. 21.46. 5. 3. (6. 4. 4). (3. 3. 4) 78) SQ", 50°, 80" 79) 84" 80) 20" 
SIA 76", B. ЗА" 82) 76" 83) 45" 84) 36". 72". 72" 
N3) 83'4367,.9: 69 13:307,8, 274132^7,3 86) À = 108%: B- 54% C- 18" 
90) 56 m 91) 48". 58"; 74" 92) 30" 93) 9" 83) 45^ 

84) 36^, 72^. 72^ 100) D 101) A 102) A 103) 66* 
104) 100" 105) 180^ 106) C 107) C 108) 87º 
109) 10º 110) 140º 111) 18 112)A 

114) а) Sim. А vezes: b) Sim. 6 vezes. 118) 9572 116) 108%, 18", 54^. 119) 20% 


120) 94" 


Capítulo 2: Semelhança de Triângulos е Triângulos Retángulos 


1) 26 2)C 3c 4) A 5) В 

6) 2/2 7)D 8)В 9)FVVVV 10) 48 

11) 14 12) A 13) 6.4 m IHE 15) 23 cm 
I6) D 17) 15 I8) A 19) В 20) C 

21) B 22)C 23) 0 24) C 25) E 

26) B 27)A 28)5 29)8 30) A 

31) 19.2 32)D 33) С 34) 245 35) 2/41 em 
36) В 37) C 38) E 39) 05 40) Е 

400 42) € 43) B 44) B 45) 320.15 km 
46) ^ 47) B 48) E 49) B 50) В 

51) В 52) E 53) 140 em 54) A 55) B 

56) D 57) Ena e п 58) A 

59) a) 100 cm: b) 30º 60) E 61) C 62)C 

63) A 64) D 65) D 66) D 67) Е 

68) D 69) D 70) C 72) х= 14 y=15 73)34 

99) 350 100) 3.1 101) бст. 8cm c 25 ст 


102) AD- 5.14 eme DE = 5,71 em 103) CF = 6.4 cm e AF = 3.6 cm 


105) ab (a — b) 106) x (a 7 b * х) a -wl 
111) by10+ 245/2. hV10-2/5 12. 143 112) DM = DN = 5a 4 
3a(4/33 - | | 
113) АМ an 001920 114) a/3/3 120) 20' 20€ 
122) E 123) D 124) D 125) E 126) 2-43 
128) 1:4 ... 29) E4 133) 8 ou 12 133) a) 90": b) 6Y": dx = бу 
113-5643 с | 
138) а) асы, b) Não 139) a) 36": b) 2: c) 28) 140) 90 
57 
142) Dé o pé da altura relativaa BC 143) R 147) b) 5/2 149) 11/2 
150) /74 151) 11 153) 49/2, 245/6 e 98/3 154) C 
156) 30º 157) 1/2 
Capítulo 3: Introdugáo aos Círculos 
DE 2)B 3E 4) В 3) 15° 
6) C WB 8) A 9) B 10) D 
11) I150mcl2m 12)B 13) 14 14) D 15) 37" 
3/2 : 
16) E 17) В 18) а) 2:0) ry3 19) С 
20) D 21) A 22)D 23) A 24) A 
23) B 26) C 27) В 28) 03 29) (4- J2)z cm 
30) В 31)В 32)А 33) B 34€ 
35) B 36) B 37) A 38) B 
39) a) 10 cm. b) 207/3 40) B 41)B 32) A 
43) D 44) B 45) A 46) D 47)C А 
48) D 49) A 50) A 51) A 82) 29-1043 
53) 2/9 54) 16.8 55) 42° 38) Лзо 
2 = > 
60) (v2 42 -1) R 61) ч 22 R 62) A 63) A 
64)C 65) B 66)C 67) В 70) 20 em 
76) 3-242 77) 31 78) 8/9 79) 5 80) 1-2 
gay gas 84) 1) 120% 1D 15º 85) 3 86) 42 -1 
2 
La aa С 
87)3 88) Y3 «2 89) EH = Jo - J^ e FE = Hs => 90) B 
91) € 92)C 93) 94) B 95) A 
96) ^ 97) A 98) C 99) A 100) B 
101) D 102) A 104) 24 103) 3 106) Js 
107) 42 108) A) 1/2: В) 543 109) 0.3 
110) b) BC < AB < 2.BC 112) MN = (/5 AM = 30/5 117) 800 


119) D 


124) а) (at b - c)2 


125) as duas interseções da perpendicular a OA, passando por А. com a circunferência 
126) 345-0. 28) 150" 129) 430 


Capítulo 4: Área e Relacóes Métricas de um Triángulo 


DD 21:34 3) 12 4VVFVV 5) 56 
6) 15 792 8) В VA 10) 29 
11) VVFEV 12) D 13) D I4) B 13) A 
16) D 17) D 18) C 19) C 20)FFVF 
2) VEEF 22) 23) 53 24) ^ 25) 39 
20 B 27) ^ 28) D 29) C 30) C 
ADR A2) a} 21.2 em: b) Não. 33D 

E E | | | 
34) а) 27S: b) E Ed: 35) 15/29 37)k 38) E 
39) A 40) A 41) A | 42) A) Yeh, B) mE 

+ 

43) a) 90% b) 2/6 44) D 45) A 46) A) CN = CM 2/3: В) £379 
47) (É sen usen By2 senta 7 [| 48) C 49) E 50) D 


fa 
a(2- 43) 


o BY TOR Я еу 


59 AV bea ER Ec= 


32.../5 ; 
52) a) 62543 +1)cm”: b) st cm  53)a) 543m; b) 547 m 
54) a) 223 m. b) 12543 /16 m? 355) a) 243 +1): b) P (33m 56) С 
87) à) 15 min: b) 250 - d З )m SS)FFFVV 59) 24 cm? 60) |; 
NCE 62)D 63)C 64) E 65)C 
66) D 67) E 68) B 69) B 70) D 
IDA 72)h 73)E 74) B 75) В 
76) В 77) В 78) D 79) В 80) A 
SD D 82) В 83) A 84) C 85) D 
86) E 87) В 88) С 89) A 90) B 
91) H 92) E 93) B 94) E 
95) AB? - АМ = BM.MC 97) Ja? - 99) с = (2Sy[K.g (C2)] -K/2 
100) Y7.0 17 101) 300 103) A 104) B 105) C 
побу ан ac LP ge Sm Цар 
mthm = an) nibm —- an) 
Ceu cur a Ы 
s E ds P] IR > vd ES 4 Es 4 3 р - 
109) x - p: с he. 0:088 al ES . сот ——= Ра 
\ 5 1+ 4/5 € 2 
100) 1- cos? A - cos? B- cos? C 111) «(Ae 2abe wk? -ab) c el k? &ab - Vk? -ab) 
, 
114) JH 113) 447 116) AX = 15 117) (125/6 -28)/7 
118) 3.6 m 119) 20.62 cm 120) 2.5 e 8.5 121) BD22220u 5 
^^. 
‹® 
E 


122) 2а? + ab « b2)/5 123) 


2hc 

125) 4 ст: 126) 6.93 m^ e 6.93 m? 
128) a4 243)/8 129) p"h/2p +h) 
132) a) J3 ; ES 133) 198 

senA 
136) E 137) D 138) C 
141) 3 m? 142) 2(a? + b? = ab) 
145) 12 146) 495 147) 80 


148) BC=2/Stg(x/2)). AB = AC = JS [sent2x)cos(x / 2)] 
150) i2 151) C 152) 19245 
2psen(A + B) 


mem, . —— a -———---— туерт -- 


—— a o С 


a(b? + e? =a?) bla? +c? -b7) & c(a” ah” 0%) 


Zac 2ab 


127) 3m. 42m. 5 тебт: 


130) J(a + b + с)абс 


134) C 135) C 
139) 100 cm? 140) 125/3 em” 
143) 4 144) 14 


149) 2/(1 + sen a + cosa) 


A эр? senA senBsen(A + В) 


153) cz | S= - 

sena + senB + sen(A + B) [sen A + senB + sen(A + B)]* 
154) Маа 8:2. 485) 4129 138) К2/9 159) 16 160) igual 
161) 6/49 163) 5 166) 125 167) 7/2 168) K(1 - К)” 
169) 3 171) 144 cm? 172) В 173) 21 175) 243 
176) 80 177) 48 178) 16/45 179) E 180) 12 
181) 858 182) AB = J12. AC = J33 e BC = J45 183) 4132 
184) J2880 185) 7/25 186) 2 187) Zo "EMT 

E | + 5 А +45 : INE l+ 435 
189) retângulo: r= \ | 5 . acutángulo: 1$ v < ү E e ohtusángulo: | EG <r< 22 


А 
p.scn 5 T E e 
B es=p te q e cole 


190) Sim. lados 4.5306 191) a= 


COS - sen” 
" 


192) (2+ 43) 193) 7/8 194) 52 


Capitulo 5: Introdução aos Quadriláteros 


DA К ЗВ 

6) C 7)R 8) B 

11) 30 12) 28 13) ^ 

15) С 16) x7210 v=10/5 7 =5(J10-y2) 
19) 1/2 20) D 210)D 

24) E 23) A 26) A 

29) A 30) a) 2: b) 3/4; 30D 

34) E 35) B 36) С 

38) 1042 «3 39) a) 5 cm: b) 35/2 cm: c) 20 cm? 


e 
Ed 


- 


4D 5) E 
9) 241 10) D 
ig Ae 18 E 

3 д 
17)C 18)6 
32)B 23)C 
27)C 38) a 
32) 100 m 33)D 


37) 0 = 45" Sua = 9/2 


ә 3 5 
40) a) 2 Sha e 2+ ЗЫ cm: b) AM = MB = 2 cm 41) 3) 3x2 env: b) 6( V3 -1) em 
42) a) H = 4h: b) 411 43) 12 cm : 
44) а) 32 em e I6 cm: b) 64 ст? e 16 ст? 45) 3 46) S= Eo 
47) S = 36 em” 48) 64 49)C 50) D 51)B 
52) A 53) A 54) С 55) E 56) С 
57) 7 58) B 59) B 60) E 
61) 5 = 14400 m* ДЕ = 120 m EF = 100m: 62) A 
63) а) 12: b) 12: c) 60 64) C 65) B 66) B 
67)A 68) A 69) B 70) D 71) 21S/80 
72)D 73) В 74) D 75) B 76) D 
77) B 78) B 79) C 80) D 81) В 
82) A 83) C 84) B 85) B 86) D 
87) C 88) A 89) B 90) D 92) E 
94) 24/5 97) 15? ou 75º 100) 17/2 101) 2 cm 109) B 
110)B 112) E 113)E 114) o valor da área é constante 
113) 342 116) 20 cn? 117) 36 118) 343/2 119) C 
120) D 121) 243 123) 18 124) РС= М0 e РР = 4/17 
125) J5;5 126) к= 2 127) 108 128) 17 cm 129) 1/8 
130) 35 cm” 13) D 132) 58 cm? 133) 7 135) 55 cm” 
136) 256 137) 120 138) menor 140) D 141) E 
a | = 99 S 

142) „=: 143) 4193 145) 7 147) 75/4 

F3 & = 6/10 = > РЧ 
148) 33/1375 152) 1320 157) == 158) 7500 160) 243 

У 

166) 539 176) 33 


-apítulo 6: Area e Relações Métricas no Circulo 


1)B 2) 1045 -1) 3) 10/3 4) 7 5) C 

6) C WB 8c 9)A 10) C 

11) B 12)С 13)E 14)A 15) D 

16) A INC 18) D 19) E 20) A 

21) A 22)С 23) B 24)D 25) E 

26) B 27) а) 8/2 m: b) 1242 m? 28) ш 29) В 

30) A зр. “BA 33)a)8+x1. b) 8- m 

34) a) 2/2 «2: b) 48+ 3242 - (06 « 8/2)n 35) Е 36) С 

37) В 38)C 36)C 37) B 38) С 

39) С 40) B 41) B 42) D 43) 12-21 

44) 24 /3- $a —— 45) 49 46) E 47) C 48) = 

49)C 50) B 51)C 52) a) 31 b) J5:c) 5n - 9 
У 
КЭЛ 


33) a) 


NE 5л е 19" 
—: 1) :c) 
6 Ed 


j————— 


ч 


3555625 
6 


55) a) 418. b) 6: d) 943 : d) 121-943 


57) a) 945 - 2n cm? 


2 2 
59) a) Sib) i 0-2:9 
„ 


62) E 63) B 
67) E 68) D 
72) D 73)C 
77) A 78)C 
82)C 83) A 


87) 219 em” 


88) RÉ 
n 


58) A 


da? - na (4-22) 


16 
64) E 
69) D 
74) C 
79) C 
84) D 


90) 2 


^ ЕЕ s p] 1. 2 

92 re ROJ -3) s SU 74505 R? 
3 
93)a) 5 UE Oc = ga RE 
95) pj ŠR? AR 98) 5.88 m 
12 6 
100) (QA.QR) 2 100 FE 102) 5 -3+2 om 
104) C 105) 2 cm 106) 502/3 
q 

110) A 111) B 112) 2 V46 
H13)23(x-2) ст 116)C 117) > nd 


120) 30 
125) C 126) B 
130) 4 + 3a 131) 5/5 
134) (2—/2)(1-х) 
4 
140) E 
(R^ =r?) 


121) 9/5 + бл 


122) 100 
127) (4+ 47)/2 
132) 7.2 


136) 2947 -8143 


Capítulo 7: Concorréncia e Colinearidade 


1) 18 2)B 
36)4 37) 9/11 
43) 90° 


56) A 


60) A 


65) D 
70) B 
75) A 
80) C 
83)C 

y $5- 


(3 - 2387 
ES INN 


94) 2xR c aR? - 25 


Rr 


99) — — 
(JR - Mey? 


107) а) 8 35: b) 45.4 
1135 B 
118) (x - 2) 2 


123) В 
128) 8 
133) B 


137) 95/3 


3)D в 
—_ 2\? 
38) a) LE b) 6024 
n'-n-«l 
A 
ЄЗ 
F3 


"TESE 


61) B 


66) A 
71)D 
76) D 
81)A 
86) C 


103) 926 


114) 25 + 6x cm? 
119) 9 


124 D 
129) E 


* 
abu” 


138) ———— 
AR(ta - db)” 


10) 24 
1-14 


E Ett. 
I- dt - MC 


Capitulo 8: Mediana e Baricentro 


DA 2) В 


5)B 6) 4 cm 


9) a) 3643 m°: b) 1245 m? 
13) C 14) A 
17) а) 42. circunferência 


23) ы, Ba. e 


? h 
3) a) 1/2: b) SS ce) 2: d) № 


DA na Es 
10) C 11) B 

15) A 16) 4045 /2cm* 
19) J10 20) E 

25) х +у= 45  30)10 

38) 4/3 39) 98 

43) ВМ = 12 СМ = 45/2 

48) 1/3 53) 7/5 

60) 7/8 62) 30* 


2) a) 13/2; b) CD = 65/17. BD = 156/17 


4) a) 2: b) 12e 5: c) (15 – 2n) 


2 дт 2 
34) С 35) C 
41)7 cn 42) 150 ст? 
45) 1 46) 27/38 
58) 3/13 59) 42672 
Capítulo 9: Bissetriz e Incentro 
DE 
3) b) SEEN y5-1 
2 4 

`5 7) 5/4 

)E 12) 35/4 

1) а) 3/4: b) 1 cm. 0.8 em e 0,6 cm 

9) С 20) D 
44) A 25) B 
29) A 30)D 
33) Er = 2 sen— pup 

BC 2 
37) 48 40) с= 8 b=12 
Ag P9 x 

44)C 45) om al 
50) а= 13.6=12.0=5 —— 
55) a 57) 2415 
71) B 72) B 
76) D T)C 
81)6 cm 82) A 


85) ZCRS - ZCSR - 45" 


96) А = 60", В = 105" С = 15" 


101) 22/23 


102) 56 


8) 11/30 9)A 
13) D 14) 3 
16)A 17) 34343 
21)D 22)C 
26) D 27)D 
31) 3. 3.2 32) 43/2 
34)D 35)D 
4I) D 42) 4% 
46) D 47) 130 15 
51)5=4 
58) 13 69) 3/2 
73) аһа + b) 3j E 
b«c 
78) 20 79) 30” 
83) 60" 84) 45º 
88) 45º 92) (3. 4. 5) 
eon] 2-43 
98) a) цг, = lap apat, b) 2-45 
4 4 8 
105) 124745 106) 45º 
E 


4D 


12) C 


21) E 
31) 426 /2 


40) 1/4 


34) 2. 47 e 413 


54) D 


3) D 
10) B 


18) B 
23) C 
28) 1: 
36) 15.2 


43) Y2 


48) 210 en” 


52) а= 50cm Б = 40 cm c = 30 cm 


70) xv 
75) A 
80) C 
93) 5.5 
100) 345 


107) 30° e 60" 


ance "Mas. e Ди qr come elle AA a amm; t 


108) 45º 109) 43/13 110) 11 


Capitulo 10: Mediatriz e Circuncentro 


24 J^ E " E 
1) а) 3 cm: b) ар em” 2)E 3) а) IIETE ESA km: b) sa km 
4) E 53D 6) C DA li 8)B 
DA 10) D DD 12) D 13) C 
14) A 15) В 16) 6 17) В 18) D 

: 27945 a! «4p? В 
19) C 22) 2795 %)у 22 mad 31) 13543 49 
4 ova” +b? 
39) 100 ст: 41) 15 43) 8455 44) 15" 46) 8.125 
49) 90° 
Capítulo 11: Altura e Ortocentro 
3 2) A 3)D 4) С 5) | 
6) 80" DE 8)a) 90% b) 2/6 9) 11/30 10) C 
Inc 12) A 13) A 14) D 13) A 
16) A INC 18) A I9) E 20) E 
21) C 22) C 23) C 24) D 25) B 
26) C 27) 15/3/14 m 
Mae Quo ДЫЙ ii ОЕ CEA 29) B 
h, 2r, th, +2r )cos (A /2) h, +2, 
36) 20" 37) 90 40) 288 41) 150 43) 13:10:6 
49) B 50D 53) h) 33" e 125" 34) 20 55) $2 
57) 3/2 58) 1/13 62) 26 63) 85/5 64) ыз 
65) 6 66) 5 68) te Bag C-k 69) 43" 70) c) EF = 1 
72)B 77) 12454 
79) а) c - b = 2, c/b 2 5; b)b=1c=43: c) 30". 60" e 90º 80) 996/1995 
83) AB.cotg (ZCPA) 84)C 85) 110 86) 237 cn 
? “ч 
87) 201 88) 1409 
Capítulo 12: Área e Relações Métricas nos Quadriláteros 
1) 12 cm? 2) ыз 3) A 3) 43:5 5) € 
= ee 443 = 
6) B 7) а) xV13 e 2x413:b) ys 2 8)C 9) A 
ә 

10) A ID D 12)D 13) 1/9 14) 9 т: 


p= 421 


5 
16)2.3% 6 17) 4, 988 
ab кедах + bd) Had + bola + bal) 
18) 1 E MIC Lees DN 
| iq ue ad + be Sa. a b cd ENS 
19) a) s. b) BE = xe ED = ы, c pr = dits yr М0 20) A 
a 
21) Y2 3)2 25 023.4 - 
28) a) 243: b) 47: e) Joti14: d) Rus 29) [1729 /4 
31) DF - ЕВ = 5/2 32) 742 3 с. 34) 3/1972 
41) 399 42)k-230u3/2 44)12.41 em e 17.73 em 45) 7 cm e 20 cm 
46) 10 em 47) 6 cm: 7.3 em; 3.73 em 48) 8.69 cm 56) 5 
57) 8.14 59) 18419 61) UG - d) 65) a) 1764; b) 65 с 56: c) 65 
P а/а? -b sbyan? - c 


2R 
69) C é a intersccào de AO com a circunferência, В e S são as interseções do diámetro 
perpendicular du AO com a circunterencia 


71) (4/3 +1)/2 72) D = 85/4 73) 1/2 74) BC- 343. CD 24/3 
77) 1 78) 9/2 85) 2/3 87) r° 89) 6 

pos a з do = 
90) V637 y Dr +22 97) 1/4 101) a 102) 1043 
'03)5 104) 90º 105) 5/9 


-apitulo 13: Polígonos 


DA 2)B 3)D 4) E 5) В 

6) В 70 8)C 9) CEECE 10) B 
11) 24/5 /3 12) A 13) CECCC 14) a) 343 cm: b) 75% 

15) D 16) 36" 18)C 19) УЕЕЕ 20) C 
20) E 22)B 23) a) 150" b) 438 24) A 
25) ECECE 26) D 27) A 28) D 29) C 
30) C 31) 1 32) A 33) 43 34) 20 
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